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ОБЩИЕ ОРГАНИЗАЦИОННО-МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

Методические указания к самостоятельной работе студентов по дисциплине «Математическое моделирование производственных процессов» составлены в соответствии с  рабочей программами дисциплины  для специальности подготовки 130400 Горное дело.

Настоящие методические указания включают теоретический материал для самостоятельного изучения, задания на выполнение курсовой контрольной работы по  дисциплине и список рекомендуемой литературы.

Целью изучения дисциплины является получение студентами такой системы знаний, умений и навыков, которые позволили бы им квалифицированно решать задачи связанные с решением проблем освоения недр.

В период  изучения дисциплины выполняется контрольно-курсовая  и  сдается зачет.
КОНТРОЛЬНО-КУРСОВАЯ РАБОТА
Согласно учебному плану по дисциплине предусматривается контрольно-курсовая работа (ККР) в объёме 10 часов. В ККР включаются решения задач математического моделирования по отдельным разделам изученного студентами материала. Тематика ККР охватывает  разделы дисциплины «Линеные задачи и линейные модели», «Транспортные задачи». Объём ККР – 8-12 страниц машинописного текста и  графический материал в виде таблиц и графиков на листах формата А4.
Темы ККР уточняются студентам при выдаче им заданий.
После получения заданий студент должен ознакомиться с имеющимися по данной теме материалами и литературой. Помимо указанной общей литературы, студент должен самостоятельно подобрать специальную по его теме литературу, пользуясь библиографией, указанной в основной литературе, а также библиографическим отделом библиотеки.

С целью упрощения работы литературу следует изучать не всю сразу, а последовательно, по разделам выполняемого проекта.

Пояснительная записка должна быть выполнена на стандартных сброшюрованных или вложенных в файл пронумерованных листах писчей бумаги. Обязательно оформляется  титульный лист. Текст  должн быть изложен литературным языком, написан пастой или чернилами чисто и разборчиво, логически увязан во всех своих частях, должна содержать в каждом разделе последовательно развивающиеся решения автора.

Сокращение слов (за исключением общепринятых и стандартных обозначений) не допускается.

При использовании материалов ГОСТа и ОСТа необходимо дать ссылки на соответствующий стандарт.

В конце пояснительной записки приводится порядковый список (по алфавиту) использованной литературы с указанием автора, наименования книги или статьи, издательства или наименования журнала, его номера и года издания. В тексте пояснительной записка обязательно должны быть сделаны ссылки на используемую литературу с указанием порядкового номера и страницы, которые делаются в квадратных скобках, например [23] стр.233. Это означает, что данное положение или расчетная формула, или значение коэффициента взято из литературного источника № 23 со страницы 233.

Формулы, которыми пользуется студент, должны быть объяснены с указанием значений букв, коэффициентов и размерностей величин, обозначенных ими.

Необходимые для понимания текста схемы, эскизы, диаграммы выполняются аккуратно, карандашом; они должны иметь свою нумерацию и помещаться в пояснительной записке в тех же местах, где на эти схемы, эскизы и т.д. имеются ссылки.

Если в тексте излагается вопрос, отображенный в графической части , необходимо сделать ссылку на соответствующий чертеж или график.

САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ ВНЕАУДИТОРНАЯ РАБОТА

Самостоятельная внеаудиторная работа (объемом 57 часов) состоит из двух частей:

- ознакомление с теоретическими материалами по темам, не вошедшим в лекционный курс (47 часов);

- выполнение контрольно-курсовой  работы (10 часов).

Темы, не вошедшие в лекционный курс для самостоятельной работы студентов:

	№
Темы или раздела по РП
	Содержание
	Часы

	3.1.1.
	Координаты.
	8

	3.1.2.
	Операции с матрицами.
	12

	3.1.5.
	Нелинейное программирование.
	12

	4.3.
	Корреляция и регрессия.
	8

	6.
	Динамические модели
	7

	
	Итого
	47


МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ ПО ТЕОРЕТИЧЕСКИМ РАЗДЕЛАМ
1. Координаты

В этом разделе мы напомним некоторые геометрические факты, обсуждая их и развивая в той мере, в какой они понадобятся нам чуть позже.

Известно, что систематическое изложение метода координат, разнообразные применения которого столь широки и естественны сейчас, было предложено Рене Декартом (Descartes) еще в XVII в. Основной идеей этого метода является налаживание тесных связей между геометрическими объектами и числами. Напомним, как это делается.

 Декартовы координаты

Рассмотрим прямую. Отметим на ней точку (точка О) и укажем стрелкой одно из двух возможных направлений перемещения вдоль этой прямой (рис. 1). При помощи выбранного масштабного отрезка (единицы измерения) мы можем поставить в соответствие каждой точке этой прямой число, равное расстоянию от нее до точки О, взятому со знаком плюс или минус в зависимости от того, с какой стороны от точки О эта точка лежит (справа или слева). Например, точке М1 на рис. 2 соответствует число, равное 2, а точке М2 – число, равное – 3. Эти числа суть координаты рассматриваемых точек.

Так вводится декартова координатная система на прямой .
Обозначение: М(х).

Предложенный Декартом подход позволяет описывать при помощи чисел точки не только на прямой, но и на плоскости  и даже в пространстве.

Проведем на плоскости через фиксированную точку О две взаимно перпендикулярные прямые, укажем на каждой из них стрелкой одно из возможных направлений и выберем единый масштабный отрезок. По правилу, указанному на рис. 5, поставим в соответствие произвольной точке М упорядоченную пару чисел. Это декартовы координаты точки М – абсцисса х и ординату у. При этом говорят, что на плоскости введена декартова система координат Оху, а оси Ох и Оу называют координатными осями.

Обозначение: М (х, у).

Декартова система координат Охуz в пространстве вводится сходным образом: каждой точке пространства по правилу, указанному на рис. 6, приписывается упорядоченная тройка чисел – ее координат; координата z называется аппликатой. Координатные оси Ох, Оу и Оz взаимно перпендикулярны.

Обозначение: М (х, у, z).                                                                                  

Пример 1. Основой математического описания цвета является экспериментально установленный факт, что любой цвет при некоторых строго стандартизированных условиях его рассмотрения можно представить в виде смеси (суммы) определенных количеств трех основных цветов – красного (R), зеленого  (G) и синего  (B). Тогда три числа, описывающие данный цвет, являются количествами основных цветов в смеси, цвет который зрительно неотличим от данного цвета. Например, цвет  (C) создается смесью количества r цвета  R, количества  g цвета G и количества  b цвета B (рис. 7). Числа r, g, b – цветовые координаты данного цвета C – C (r, g, b). Так возникает естественная математическая модель совокупности цветов -  трехмерное пространство, элементы которого суть разнообразные цвета, трехмерное пространство цветов.
 Прямые. Полуплоскости

Задание точки посредством упорядоченного набора чисел позволяет описывать при помощи формул различные множества (это дает возможность добавить к геометрическим рассуждениям действенный аналитический аппарат) и, наоборот, привлекать к исследованию разнообразных формул наглядные геометрические соображения.

Пример 2. Введем на плоскости координатную систему Оху и рассмотрим множество точек М, координаты х и у которых связаны равенством

3х + 4у = 6.

Это прямая, пересекающая координатные оси Ох и Оу  в точках Р(2,0) и Q(0,3/2) соответственно 

Вообще прямой на плоскости изображается любое соотношение вида

                                                                Ах + Ву = С,                                                          (1)

где х и у – переменные величины, а А, В и С  - постоянные числа, причем хотя бы одно из чисел, А или В, не равно нулю.

В самом деле, если В ≠ 0, то, перенеся слагаемое, содержащее переменную х, в правую часть, после деления на В получаем

у = kx + b
- уравнение прямой, записанное в более привычной для читателя форме (рис. 9) (здесь k = - А/В, b = С/В). 

Однако формула (1) является более общей – она включает в себя еще и вертикальные прямые: при В = 0 после деления на А  получаем

х = а

(здесь а = С/А) 

Замечание 1.  Если обе части равенства умножить на одно и то же не равное нулю число, то геометрический носитель этой связи (прямая) останется прежним.

Например, уравнения

150х + 200у = 300.

и

3х + 4у = 6.

описывают одну и ту же прямую (первое из этих равенств получается из второго после умножения обеих его частей на 50).

Замечание 2. Соотношение (1) принято называть линейным в отличие, например, от известного квадратичного у = х2.

При помощи формул можно описывать и другие множества.

Пример 3. Множество точек М (х, у) плоскости, у которых неотрицательна абсцисса х, описывается неравенством

х ≥ 0

- это правая полуплоскость (Множество точек М (х, у), у которых неотрицательна ордината у,

у ≥ 0,

- это верхняя полуплоскость 

х ≥ 0,    у ≥ 0.

Пример 4. Попробуем теперь изобразить все точки плоскости, координаты х и у которых удовлетворяют неравенству

15х + 4у ≤ 14.

Начнем с уравнения

15х + 4у ≤ 14.

Оно описывает прямую L, которую легко можно построить по точкам ее пересечения с осью Ох – точке А (14/15,0) и с осью Оу – точке В(0,7/2) (рис. 14).

Ясно, что если точка М*(х*, у*) не лежит на этой прямой, то 

15х* + 4у* ≠ 14.

Это означает, что есть две возможности:

либо

15х* + 4у* < 14,

либо

15х* + 4у* > 14.

Но всякая прямая делит плоскость на две полуплоскости. Поэтому если координаты точек одной из полуплоскостей, порожденных прямой L, удовлетворяют неравенству

15х + 4у > 14.

Это означает, что каждому из неравенств

15х + 4у < 14

соответствует своя полуплоскость 

Теперь важно определить, какую именно из этих двух полуплоскостей описывает заданное неравенство.

Чтобы найти полуплоскость, описываемую неравенством

15х + 4у ≤ 14,

проще всего поступить следующим образом: взять начальную точку О(0, 0) и подставить ее (нулевые) координаты в левую часть этого неравенства. Имеем:

0 < 14.

Это означает, что начальная точка О лежит в искомой полуплоскости 
Таким образом, геометрическое описание неравенства

15х + 4у ≤ 14

получено.

Пользуясь аналогичными рассуждениями, можно описать на плоскости множество точек, координаты которых удовлетворяют неравенству

150х + 200 у ≥ 300 :

1) находим точки пересечения прямой

150х + 200 у = 300

с координатными осями – это С (2,0) и D (0,3/2) (см. пример 2),

2) строим эту прямую (рис. 17),

3) находим, в какой из полуплоскостей, определяемых построенной прямой, лежит начальная точка О(0, 0); так как

150 · 0 + 200 · 0 = 0 < 300,

то искомая полуплоскость точку О не содержит 

Подведем некоторые итоги.

На координатной плоскости Оху линейного уравнения вида

Ах + Ву = С

изображается прямой, а линейное неравенство

Ах + Ву ≤ С,
или

Ах + Ву ≥ С,

- полуплоскостью.

Для того чтобы узнать, какую именно полуплоскость описывает заданное неравенство, для определенности

Ах + Ву ≥ С,

необходимо сначала построить соответствующую прямую

Ах + Ву = С

(по точкам ее пересечения с координатными осями), а затем определить, по какую сторону от этой прямой лежит начальная точка О (0, 0). Если нулевые координаты удовлетворяют заданному неравенству, то полуплоскость, в которой лежит точка О (0, 0), является искомой; если же не удовлетворяют, то искомой полуплоскостью будет та, которая точку О (0, 0) не содержит.

 Пересечения прямых и полуплоскостей

Две произвольные прямые на плоскости могут пересекаться, быть параллельными или совпадать.

Если на плоскости введена координатная система Оху, то прямые можно задавать уравнениями. Оказывается, что для любой пары прямых, заданных уравнениями, совсем не сложно определить, каково их взаимное расположение, только по виду этих уравнений.

Пример 5. Непосредственным построением легко убедиться в том, что прямые, заданные уравнениями

х + у  = 1,

 х – у   = 3,

пересекаются  прямые, заданные уравнениями

х + у = 1,

 х –  у  = 3,

параллельны, а прямые, описываемые уравнениями

  х +   у = 1,

2х +2 у = 2,

Совпадают. Однако вглядитесь в эти уравнения чуть внимательнее, и вы получите те же ответы, не прибегая ни к построениям, ни к вычислениям.

В случае, когда прямые заданы уравнениями общего вида

          А1 х + В1 у = С1,

          А2 х + В2у  = С2,

важно не только уметь определить, пересекаются они или нет, но и находить их общую точку (конечно, в случае, если они пересекаются). Находить точно, а не по графику (примерно).

Для того чтобы отыскать точку пересечения двух прямых, требуется найти ее координаты, т.е. пару чисел х* и у*, обращающую в верное равенство каждое из заданных уравнений.

Опишем один универсальный метод, позволяющий отыскивать решение системы линейных уравнений с двумя неизвестными.

Умножим обе части первого уравнения на В2, второго – на - В В1 и, сложив результаты, получим уравнение, в котором явно присутствует только неизвестная х:

(А1В2 – А2В1) х = С1В2 – С2В1.

Отсюда следует, что
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(конечно, если А1В2 – А2В1 ≠ 0).

В случае равенства А1В2 – А2В1 ≠ 0 соответствующие прямые либо параллельны, либо совпадают. Отличительным признаком совпадения прямых является соотношение


[image: image2.wmf]111

222

.

АВС

АВС

==


Значение второй неизвестной находится аналогично: умножив обе части первого уравнения на – А2, второго – на А1 и сложив результаты, получим уравнение, в котором явно присутствует только неизвестная у:
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Отсюда следует, что
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Пример 6. Найдем методом исключения неизвестной общую точку прямых 

          15 х + 4у = 14,

                   150х + 200у  = 300.

Умножая обе части первого уравнения на 50, второго – на – 1 и складывая результаты, получаем уравнение

(750 – 150) х = 700 – 300.

Отсюда следует, что
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Умножив теперь обе части первого уравнения на – 10 и сложив результат со вторым уравнением, получим

(-40 + 200) у = - 140 + 300,

откуда следует, что
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Пересекаться могут не только прямые, но и полуплоскости.

Пример 7. Рассмотрим пару полуплоскостей, заданных неравенствами

15х + 4у ≤ 14

150х + 200у ≥ 300.

Ранее каждую из них мы уже приводили.  Изобразим теперь множество точек, принадлежащих обеим полуплоскостям одновременно. Ясно, что координаты каждой из этих точек должны удовлетворять системе неравенств

          15 х + 4у ≤ 14,

                   150х + 200у  ≥ 300.

Замечание. Можно рассматривать пересечение и большего числа полуплоскостей. При этом будут получаться и более сложные фигуры. Однако все они наделены общим свойством – эти фигуры являются выпуклыми.

Выпуклость является естественным и хорошо известным математическим понятием. Даже весьма далекий от математики человек имеет в целом правильное наглядное представление о том, что означают слова «быть выпуклым». Обратившись к такому человеку с просьбой нарисовать что-нибудь выпуклое или распознать, является предлагаемое изображение выпуклым или нет, можно быть уверенным – это будет сделано без особого труда и верно.

Среди выпуклых фигур особое место занимают выпуклые многоугольники. Некоторые из них хорошо известны – это треугольник, прямоугольник, трапеция и т.д.
 Экстремальное свойство плоских срезов

В заключение обратимся к линейным соотношениям, связывающим три переменные величины.

Начнем с примера.

Пример 8. Формула

z = x + y
описывает хорошо известную операцию сложения: х и у – слагаемые, а z – их сумма. Пусть в пространстве введена декартова система координат Охуz. Тогда множество точек, координаты х, у и z которых связаны заданным равенством, является плоскостью. На рис. 22 она показана как плоский срез прямоугольного параллелепипеда, проходящий через точки О (0, 0, 0), Р (1, 0, 1), Q (0,1, 1), R (1, 1, 2).

Приведенное соотношение, как и более общее

z = ax + by + c,
является линейным. В пространстве с введенной координатной системой Охуz такие линейные соотношения изображаются плоскостями.

Важное замечание. Если внимательно рассмотреть плоский срез, то нетрудно заметить, что и самая нижняя и самая верхняя его точки лежат на ребрах параллелепипеда.

Оказывается, так будет всегда вне зависимости от того, как именно проведен плоский срез призматической поверхности: самая нижняя точка этого среза и самая верхняя его точка будут лежать на ее ребрах.
ОПЕРАЦИИ С МАТРИЦАМИ

Что такое – матрица?

довольно часто либо при начальном описании задачи, либо при более жестком ее формулировании конкретный набор числовых данных удобно записывается в виде прямоугольной таблицы. Подобные прямоугольные таблицы естественно возникают при рассмотрении графов и сетей, при описании задач линейного программирования, при рассмотрении систем линейных уравнений и еще во многих случаях, где они оказываются весьма кстати. Эти обстоятельства были замечены в середине XIX в., и появились матрицы. Сейчас вполне можно сказать, что матрица является одним из основных математических понятий, обладающим массой интересных и полезных свойств. Мы познакомимся лишь с некоторыми из них. Но сначала немного определений.

Матрицей А размера m  ×  n  называется набор m ·  n  чисел aik (i = 1, 2,…, m     k = 1, 2, …, n) – элементов матрицы, записанных в виде прямоугольной таблицы:
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Набор

аi1     ai2   …    ain
называется i – строкой матрицы А, а набор
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- k – столбцом этой матрицы.

В случае когда m = n, матрица А называется квадратной, а число n  - ее порядком.

Пользуясь понятием матрицы, опишем для примера все три шага преобразований.
Начнем с исходной системы уравнений и аккуратно выпишем все коэффициенты. Имеем
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Здесь строки матрицы соответствуют уравнениям системы, а столбцы – неизвестным. Последний столбец отделен от остальных вертикальной чертой – этим подчеркивается его особое место в матрице (члены, расположенные в уравнениях по правую часть от знака равенства, не содержат неизвестных величин (свободны от неизвестных).

Посмотрим теперь, как будут выглядеть матрицы, соответствующие системам, получавшимся в конце каждого шага:

после 1-го шага:
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после 2-го шага:
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после 3-го шага:
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Замечание. Обратите внимание на то, как расположены нули в выписанных матрицах.

Линейные системы общего вида

Довольно ясно, что и число линейных уравнений, и число связанных ими неизвестных могут быть любыми.

Основные определения. Совокупность соотношений
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                                        (9)

где aik, bi -  заданные числа, а числа хk рассматриваются как величины, подлежащие определению (неизвестные), называется системой  m линейных уравнений с n неизвестными (линейной системой).

Заметим, что линейная система (9) полностью описывается матрицей
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.

решением линейной системы (9) называется любой упорядоченный набор чисел γ1, γ2, …, γn, который при подстановке в каждое уравнение системы (9) вместо набора неизвестных х1, х2, …, хn обращает это уравнение в верное равенство.

Замечание. Интересно отметить, что и в общем случае (как и для системы двух уравнений с двумя неизвестными) при исследовании системы могут встретиться только три варианта:

систем имеет единственное решение,

система имеет бесчисленное множество решений,

система не имеет решений (такая система называется несовместной).

Исследование линейных систем

Метод последовательного исключения неизвестной, примененный в ходе решения примера 12, универсален. Пользуясь этим методом, можно исследовать любую систему уравнений и, если она имеет решение, найти его.

Пример . Дана система линейных уравнений
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Требуется найти значения параметра с, при которых система:

1) несовместима,

2) совместима.

В случае, когда система совместна, отыскать ее решение.

1-й шаг. При помощи первого уравнения исключаем неизвестную х1 из второго и третьего уравнений (умножая первое уравнение на -2 и -7 и соответственно складывая со вторым и третьим). В результате получаем
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2-й шаг. Сохраняя первое уравнение неизменным, при помощи второго уравнения исключаем неизвестную х2 из третьего уравнения (умножая второе уравнение на 2 и складывая с третьим). В результате получаем
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Заданная система

1) несовместна, если с + 1 ≠ 0,

2) совместна, если с + 1 = 0.

При с = -1 получаем
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В итоге на три неизвестные величины х1, х2 и х3 имеем только два условия.

Полагая х3 = t, из второго уравнения находим, что

х2 = 7t = - 4.

Отсюда

х2 =  - 4 – 7 t.

Подставим теперь полученные выражения в первое уравнение.

Имеем

х1 + 4(- 4 – 7 t) – 3t = 2.

Отсюда

х1 + 4(- 4 – 7 t) – 3t = 18 + 31t.

Ответ:

1) при с ≠ - 1 система несовместна,

2) при с = - 1 система совместна и

х1  = 18 + 31t,    х2 = - 4 – 7 t,    х3 = t
- ее решение (здесь t – любое число).

 Замечание. С похожей ситуацией мы уже встречались в примере 10. Соответствующая линейная система полностью матрицей
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а решение этой системы имеет вид

х11  = t,    х12 = -20 –  t,    х21 = 16 – t,    х22 =  t – 6,

где t – любое число.

 Операции над матрицами

Матрицы предоставляют весьма удобный способ записи количественной информации и потому часто используются в самых разных ситуациях.

Приведем лишь два примера.

Пример  (расписание). В колледже  m студенческих групп: g1, …, gm  и  n    преподавателей:   l1, …,  ln. Известно, что в i –й группе  gi k-й преподаватель  lk  должен провести aik часов занятий. Таблица (матрица) занятости студентов и преподавателей может быть записана в следующем виде:

	
	l1
	…
	ln

	g1
	a11
	…
	a1n

	  …
	…
	…
	…

	 gm
	am1
	…
	amn


                                                                          (10)      

( в i-й строке

(  ai1    …   ain  )

указано количество часов занятий, которые i-я группа gi проведет с каждым из преподавателей l1, …,  ln, а в k-м столбце
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- количество часов, которые k-й преподаватель lk проведет с каждой из групп g1, …, gm).

Пример . Мороженщица, торгующая в кинотеатре, перед утренним сеансом продала 36 порций пломбира: 8 порций в стаканчиках, 10 порций в брикетах, 7 порций в трубочках и 11 порций в рожках; перед дневным сеансом – 62 порции: соответственно 16, 15, 13 и 18. Наибольший спрос пришелся на вечер – 101 порция: 25, 21, 31 и 24 соответственно. Это можно записать компактно в виде таблицы

	
	У
	Д
	В

	ст.
	8
	16
	25

	бр.
	10
	15
	21

	тр.
	7
	13
	31

	р.
	11
	18
	24


                                                                          (11)      

Нередко матрицы выступают не только в роли хранителей информации. Интересно, что с ними можно проводить различные операции, подобные тем, которые мы привычно совершаем с числами: матрицы можно складывать, вычитать, умножать и пр. Однако действовать здесь приходится осторожно, с оглядкой – не всякие матрицы можно сложить, а с перемножением дело обстоит еще сложнее.

 Сложение матриц

Пусть А и В – матрицы одинаковых размеров (т.е. состоящие из одинакового числа строк и одинакового числа столбцов),
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Матрица
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называется суммой матриц А и В, если ее элементы вычисляются по правилу
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Иными словами, складываются элементы матриц А и В, стоящие в одинаковых позициях (в i-й строке и в k-м столбце), и полученная сумма записывается в новой матрице С в ту же позицию (i, k).

Это можно записывать и так:
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Обозначение: А + В.

Вычитание матриц определяется аналогично.

Замечание. Операция сложения определена лишь для матриц, имеющих одинаковые размеры. Если матрицы имеют разное число строк или разное число столбцов, то складывать их нельзя.

Продолжение  По заданной матрице занятости (10) требуется составит расписание занятий таким образом, чтобы общая продолжительность h всех проведенных занятий была минимальной, считая, что проблем с аудиторным фондом нет.

Попробуем сначала оценить общую продолжительность занятий снизу.

Преподаватель lk, k = 1, …, n,  должен провести всего 
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часов занятий, так что число h не может быть меньше, чем
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т.е.

h ≥ l.

Общее число часов занятий в группе gi, i = 1, …, m, равно
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вследствие чего число h  не может быть меньше, чем
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т.е.

h ≥ g.

Тем самым, общая продолжительность занятий h не меньше наибольшего из чисел l и g.

Иными словами, должно выполняться условие
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На самом деле для выполнения учебного плана требуется ровно s  часов.

Покажем, как можно составить такое расписание занятий в случае, когда m = 5, n = 3,  а матрица загруженности имеет вид

	
	l1
	l2
	l3

	g1
	2
	1
	3

	g2
	0
	1
	0

	g3
	2
	3
	1

	g4
	1
	0
	2

	g5
	0
	2
	0


Складывая элементы матрицы по строкам и по столбцам,

	2
	1
	3
	6

	0
	1
	0
	1

	2
	3
	1
	6

	1
	0
	2
	3

	0
	2
	0
	2

	5
	7
	6
	


легко убедиться в том, что l =7  и  g = 6, причем в наибольшей степени загружен преподаватель l2, а g1 и g3 – наиболее загруженные группы.

В данном случае  h = s = 7. Тем самым, минимальная продолжительность занятий равна семи, причем 2-й преподаватель должен быть загружен каждый час.

Покажем, как именно можно составить соответствующее оптимальное расписание.

Матрица (запись)
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означает, что 1-й час занятий преподаватель l1 проводит с группой g4 (и, следовательно, не может провести этот час ни с какой другой группой, да и группа g4 не может провести этот час ни с каким другим преподавателем), преподаватель l2 проводит этот час с группой g3, а преподаватель l3 – с группой  g1. 

По истечении 1-го часа занятий получаем новую матрицу загруженности на оставшиеся шесть часов:
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Выбирая матрицу нагрузки на 2-й час занятий в виде
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по истечении 2-го часа получим
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Повторяя подобные действия, т.е. строя каждый раз матрицу, состоящую из нулей и единиц так, что ни в одной ее строке и ни в одном столбце не может быть больше одной единицы, в итоге придем к следующему разложению:
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+ 
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Полученное соотношение означает, что все занятия можно провести за 7 часов, а каждую группу и каждого преподавателя снабдить фактическим расписанием. Так, на 5-м часу преподаватель l1 проводит занятия с группой g1, преподаватель l2 – с группой g5, в то время как студенты групп g2 и g4 могут позаниматься в библиотеке или отдохнуть.

 Умножение матрицы на число

Матрица D называется произведением матрицы  А на число α, если ее элементы dik вычисляются по правилу
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Иными словами, умножив элемент матрицы А из i-й строки и k-го столбца на число α, нужно записать полученный результат в i-ю строку и k-й столбец новой матрицы.

Сказанное можно записать и так:
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Обозначение: 
[image: image54.wmf]A

a

.

В частности, при умножении матрицы  А на число α = 0 получается матрица, все элементы которой равны нулю (нулевая матрица того же размера, что и матрица А):
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Пример  Матрица выплат
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в результате деноминации с 1 января с 1 января 1998 г. выглядит так:
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 Транспонирование матрицы

Результат торговли мороженым можно записать двояко: либо так, как это сделано в примере 15:

	
	У
	Д
	В

	ст.
	8
	16
	25

	бр.
	10
	15
	21

	 тр.
	7
	13
	31

	р.
	11
	18
	24
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либо так:

	
	ст.
	бр.
	тр.
	р.

	У
	8
	10
	7
	11

	 Д   
	16
	15
	13
	18

	В
	25
	21
	31
	24
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Ясно, что обе матрицы содержат одну и ту же информацию. Разница лишь в том, что записанное в одной матрице в столбцы в другой помещено в строки, причем в том порядке, и наоборот.

Пусть 
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- заданная матрица. Построим матрицу  В по следующему правилу: взяв в матрице  А произвольный элемент
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запишем его в новой матрице в k-ю строку и i-й столбец, т.е. положим
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В результате получим матрицу
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про которую говорят, что она получена из матрицы  А путем транспортирования, а сама операция над матрицей А, которая, не изменяя самих ее элементов, определяет для них новый порядок расположения, называется транспонированием матрицы А.

Обозначение: АТ.

 Умножение матрицы на столбец

Пусть
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- матрица размера m × n и
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- столбец высоты n.

Произведение матрицы  А на столбец х определяется так:
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Заметим, что матрицу можно умножать не на любой столбец, а лишь на такой, число элементов которого равно числу столбцов матрицы. Символически это можно описать так:
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[image: image69.wmf]
Обозначение: Ах.

Замечание. Результирующий столбец Ах содержит ровно m элементов. При m = n оба столбца (и х, и Ах) имеют одинаковую высоту.

Пример (подсчет выручки). Вновь вернемся к мороженщице и подсчитаем ее выручку, зная цену каждого сорта проданного ею мороженого. При цене 3,0 руб. за одну порцию пломбира в стаканчиках, 1,5 руб. за одну порцию пломбира в брикетах, 2,0 руб. за одну порцию пломбира в трубочках и 2,5 руб. за одну порцию пломбира в рожках утренняя выручка оказывается равной:

8 · 3,0 + 10 · 1,5 + 7 · 2,0 + 11 · 2,5 = 80,5,

дневная:

16 · 3,0 + 15 · 1,5 + 13 · 2,0 + 18 · 2,5 = 141,5

Те же самые результаты мы получим, умножив матрицу продаж на ценовой столбец:
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- столбец выручки.

 Умножение строки на матрицу

Пусть

ρ = (р1 … рm)

- строка из m  элементов и


[image: image71.wmf]111

1

...

...................

...

n

mmn

aa

A

aa

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø


- матрица размера m × n.

Произведение строки  ρ на матрицу  А определяется формулой 
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или символически
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Обозначение: ρА.

Пример 18. Цены на билеты в кинотеатр зависят от того, когда начинается сеанс – утром, днем или вечером. Цена билета на утренний сеанс равна 10 руб., на дневной – 15 руб., а на вечерний – 20 руб.

Пусть матрица
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описывает число посетителей кинотеатра в первые четыре дня (столбцы) показа нового кинофильма; строки отражают посещения утром, днем и вечером соответственно. Тогда выручку по дням можно рассчитать так:
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 Собственные столбцы и собственные значения матрицы

Начнем с примера.

Пример  Умножим матрицу
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на столбец 
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и на столбец
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Соответственно получим
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  и   
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Сравнивая результирующие столбцы с исходными, замечаем, что во 2-м случае (в отличие от 1-го) полученный столбец пропорционален заданному (коэффициент пропорциональности равен 3).

пусть А – квадратная матрица порядка n. При умножении ее на столбец х высоты n получаем столбец  у  той же высоты:

Ах = у.

Поставим следующий вопрос: для всякой ли квадратной матрицы можно указать столбец, после умножения ее на который мы получим столбец, пропорциональный исходному, т.е. для всякой ли квадратной матрицы  А существует столбец х и число λ такие, что

                                                                  Ах = λх.                                                           (12)

Тривиальный случай х = О отбросим сразу (в этом случае равенство (12) выполняется для любого λ).

Если такие столбец х ≠ О и число λ существуют, то они называются собственным столбцом и собственным значением матрицы А.

Покажем, как практически можно ответить на поставленный выше вопрос, для простоты ограничившись подробным рассмотрением случая n = 2.

Запишем соотношение (12) для матрицы
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и столбца
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Имеем
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image83.wmf]1
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Перемножая, получим
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откуда
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и, далее,
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Эта система двух уравнений с двумя неизвестными х1  и х2 имеет нулевое решение х1 = 0,  х2 = 0 при любом λ. Но этот травиальный случай нас не интересует. А вот нельзя ли выбрать параметр λ (который пока тоже неизвестен), так, чтобы эта система имела и другие решения?

Замечание. Уравнение вида

αх1 + βх2 = 0

описывает прямую, проходящую через точку О(0,0). Для того чтобы уравнение

γх1 + δх2 = 0

описывало ту же прямую, должно выполняться условие


[image: image88.wmf],
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или

αδ = βγ

(в ином случае прямые будут пересекаться (рис. 3).

                                    х2
                                                                х2


                                    О

О
     



х1
х1


Рис. 3

Последнее соотношение в применении к рассматриваемому случаю будет выглядеть так:

(а11 – λ)(а22 –λ) = а12 а21.

Вытекающее из него квадратное уравнение

λ 2 - (а11 +а22 ) λ+ а11 а22 - а12 а21 = 0

имеет не более двух корней.

Пример. Рассмотрим три конкретные матрицы:
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и попытаемся найти их собственные значения.

1) Переходя от матричного равенства
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к системе уравнений, получим


[image: image91.wmf]12

12

(1)20,

2(1)0.

хх

хх

-l+=

ì

í

+-l=

î


Отсюда

(1 – λ)2 = 2 · 2

и, далее,

λ2 - 2λ – 3 = 0.

Это уравнение имеет два корня:

λ1 = - 1  и    λ2 = 3,

которые и являются собственными значениями матрицы
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[image: image93.wmf]
2) Для матрицы
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соответствующая система имеет вид
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откуда

(1 – λ)2 = 0

и λ = 1 – единственное собственное значение матрицы
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3) Система уравнений
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приводит к равенству

(1 – λ)2 = -4,

которое легко преобразуется к квадратному уравнению, не имеющему корней.

Тем самым квадратная матрица второго порядка может иметь не более двух собственных значений.

Замечание. У квадратной матрицы n- го порядка не больше  n собственных значений.

Итак, мы описали способ отыскания собственных значений матрицы. А как найти соответствующий собственный столбец в случае, если собственное значение уже найдено?

Продолжим рассмотрение примера. Ясно, что рассматривать нужно только первые два случая.

1) Подставив первое из найденных собственных значений в систему уравнений
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получим:
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Из первого уравнения (второе уравнение никакой новой информации не содержит) видно, что

х1 = - х2.

Положим х1 = 1. Тогда х1 = - 1 и искомый собственный столбец имеет вид
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Замечание. В качестве х2 можно взять любое отличное от нуля число. Найдя по нему значение х1, получим собственный столбец матрицы, пропорциональный предъявленному (отличающийся от предъявленного множителем).

Второе собственное значение λ = 3 приводит к системе уравнений
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откуда

х1 =  х2
и
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- собственный столбец матрицы, отвечающий собственному значению λ = 3.

2) После подстановки λ = 1 в систему уравнений
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получим
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Это означает, что  х2 = 0, а х1 может быть любым не равным нулю числом. Тем самым, собственный столбец матрицы имеет вид
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Замечание. Описанный выше способ отыскания собственных значений матрицы и отвечающих им собственных столбцов состоит из двух основных этапов: сначала ищется собственное значение, а затем по нему строится собственный столбец. Однако в некоторых задачах возникает необходимость проверить, является ли заданный столбец
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собственным столбцом матрицы
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и если это так, то найти соответствующее собственное значение.

Конечно, это более простая задача, и она решается следующим образом.

Умножим матрицу  А  на столбец х:

Ах = у

и поделим элементы полученного столбца  у на соответствующие элементы столбца х:
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то λ – искомое собственное значение. Если же хотя бы одно отношение
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отлично от других, то  х собственным столбцом матрицы А не является.

 Неотрицательные и положительные матрицы

Матрица

А = (аik)

называется неотрицательной, если
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Пример. Матрица занятости в примере о составлении расписания неотрицательна, а матрица реализации порций мороженого положительна.

Обозначения:  А ≥ О,  А > O.

Пусть А и В – матрицы одинаковых размеров.

Будем писать

А > В,

если
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ТЕОРЕМА. Пусть А – неотрицательная квадратная матрица. Тогда у нее обязательно есть собственные значения, наибольшее из которых

λА = λmax
неотрицательно, и соответствующий ему собственный столбец также неотрицателен.

В случае когда А – положительная квадратная матрица, ее наибольшее собственное значение λА положительно и положителен соответствующий ему собственный столбец.

 Задания и ответы

1. Небольшая фирма производит два вида продукции: столы и стулья. Для изготовления одного стула требуется 3 фута древесины, а для изготовления одного стола – 7 футов. На изготовление одного стула уходит 2 часа рабочего времени, а на изготовление стола – 8 часов. Каждый стул приносит 1 долл. прибыли, а каждый стол – 3 долл. Сколько стульев и сколько столов должна изготовить эта фирма, если она располагает 420 футами древесины и 400 часами рабочего времени и хочет получить максимальную прибыль?

Ответ: z = x + 3y → max,

3x + 7y ≤ 420,  2x + 8y ≤ 400,     x ≥ 0,   y ≥ 0.

x = 56,  y = 36, zmax = 164 долл.

2. Некоторая фирма выпускает два набора удобрений для газонов: обычный и улучшенный. В обычный набор входит 3 фунта азотных, 4 фунта фосфорных и 1 фунт калийных удобрений, а в улучшенный – 2 фунта азотных, 6 фунтов фосфорных и 3 фунта калийных удобрений. Известно, что для некоторого газона требуется по меньшей мере 10 фунтов азотных, 20 фунтов фосфорных и 7 фунтов калийных удобрений. Обычный набор стоит 3 долл., а улучшенный – 4 долл. Какие и сколько наборов удобрений нужно купить, чтобы обеспечить эффективное питание почвы и минимизировать стоимость?

Ответ: z = 3x + 4y → min,

3x + 2y  ≥ 10,  4x + 6y ≥ 20,     x + 3y ≥ 7,   x ≥ 0, y ≥ 0.

x = 2,  y = 2, zmin = 14 долл.

3. На имеющихся у фермера 400 акрах земли он планирует посеять кукурузу и сою. Сев и уборка кукурузы требует на каждый акр 200 долл. затрат, а сои – 100 долл. На покрытие расходов, связанных с севом и уборкой, фермер получил ссуду в 60 тыс. долл. Каждый акр, засеянный кукурузой, приносит 30 бушелей, а каждый акр, засеянный соей, - 60 бушелей. Фермер заключил договор на продажу, по которому каждый бушель кукурузы принесет ему 3 долл., а каждый бушель сои – 6 долл. Однако, согласно этому договору, фермер обязан хранить убранное зерно в течение нескольких месяцев на складе, максимальная вместимость которого равна 21 тыс. бушелей.

Фермеру хотелось бы знать, сколько акров нужно засеять каждой из этих культур, с тем, чтобы получить максимальную прибыль.

Ответ: z =3x + 6y → max,

x + y ≤ 400,  200x + 100y ≤ 60 000,    30x + 60у ≤ 21 000,    x ≥ 0,  y ≥ 0.

x = 100,  y = 300, zmax =  2100.

4. Решите задачу линейного программирования:

z =3x + 6y → min,

3x + 2у ≤ 18, x + у  ≥ 5,  x  ≤  4,     x  ≤  7,  x/у  ≥ 7/8,     x ≥ 0,  y ≥ 0.

Ответ: x  = 4, y = 1, zmax =  18.

5. Решите задачу линейного программирования:

z =3x + 2y → max,

2x - 3у ≤ 12,  - x + 2у ≤ 6,  x  ≤  6,     2x +  5у ≤ 20,     x ≥ 0,  y ≥ 0.

Ответ: x  = 6, y = 1,6, zmax =  21,2.

6. Решите задачу линейного программирования:

z =2x + 2y → min,

x - у ≥ 0,  -3x + у ≥ 3,  x  ≥ 0,     x ≥ 0,  y ≥ 0.

Ответ: Решения не имеет (противоречивые условия).

7. Решите транспортную задачу, заданную таблицей

	
	В1
	В2
	Наличие

	А1
А2
	3

5
	4

2
	25

15

	Запрос
	20
	20
	


Ответ: x11  = 20,  x12  = 5,  x21  = 0,     x22  = 15,   zmin = 110.

8. Решите транспортную задачу, заданную таблицей

	
	В1
	В2
	Наличие

	А1
А2
	5

4
	2

3
	25

15

	Запрос
	10
	25
	


Ответ: x11  = 0,    x12  = 20,    x21  = 10,   x22  = 5,   zmin = 95.

9. Найдите решение задачи
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ограничиваясь целочисленными значениями переменных х и у.

Ответ: x  = 2, y = 3, zmin =  10   и   x  = 3, y = 2, zmin =  10.

 НЕЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ
1. Общая характеристика, основные типы и особенности

    нелинейных и дискретных задач

Общая задача математического программирования состоит в оптимизации целевой функции
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при ограничениях
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Если все ограничения и целевая функция линейны, то задача решается методами линейного программирования. К линейным моделям сводятся задачи о расстановке оборудования, планирования добычи в режиме усреднения, распределения ресурсов, транспортная, размещения предприятий и др. Более детальное изучение практических ситуаций показывает, что большинство указанных задач по существу являются нелинейными и приводятся к линейным с достаточной степенью округления. Нелинейность этих задач прежде всего обусловлена зависимость затрат или прибыли от объема выпуска продукции (т.е. коэффициенты целевой функции или ограничений непостоянны ci, aij ≠const), а также изменением показателей качества и использования сырья в зависимости от объемов работ (в задачах планирования работы горных предприятий и размещения предприятий).

Если целевая функция или ограничения нелинейны, то возникают задачи нелинейного программирования. Они делятся на задачи с ограничениями и без ограничений, выпуклого и вогнутого программирования (в зависимости от типа целевой функции). Весьма важными в практическом отношении являются задачи, в которых целевая функция квадратическая или сепарабельная (т.е. представляющая сумму ряда функций).

Основную трудность при решении нелинейных задач составляет наличие большого числа экстремальных точек. Большинство же классических методов дают точки локального оптимума и не позволяют установить, является ли он глобальным. Равенство нулю всех производных в определенной точке представляет необходимое, но не достаточное условие получения глобального оптимума. Перебор же всех экстремальных точек затруднителен.

Эффективный симплексный алгоритм решения задач линейного программирования удалось построить, так как область допустимых значений в линейных задачах выпукла, а решение находится в одной из вершин многогранника ограничений. В нелинейных задачах область допустимых решений не всегда выпукла, она может быть и вогнутой и даже разрывной. Кроме того, оптимум целевой функции, может быть, достигнут не только в вершине многогранника, но и на его границе и даже внутри многогранника.

Многие задачи планирования и управления горным производством требует дискретности решения. Дискретные задачи возникают по двум причинам. Прежде, всего, все или часть параметров рассматриваемого процесса (моделируемого объекта) могут принимать только определенные значения. Примеры таких задач многочисленны. Например, задачи распределения оборудования по участкам работы, задачи расстановки людских ресурсов, задачи планирования дискретного производства (производства оборудования, станков и т.д.). Здесь переменные могут принимать только целочисленные значения. При решении задач размещения производства мощность предприятий может в ряде случаев (при наличии типовых проектов, в зависимости от вида оборудования) принимать определенные (дискретные) значения.

Кроме того, к дискретным относятся задачи выбора одного из ряда вариантов решения (при обосновании структуры управления, при проектировании и т.п.). Например, если требуется определить вариант механизации горных работ, то переменная, соответствующая определенному варианту, может принимать значение 0 или 1. При этом, если хi = 1, то это означает, что данный вариант используется, а при хi = 0 вариант полностью исключается из рассмотрения. Подобные задачи включают булевы переменные.

Управляемые переменные принимают также дискретные значения в задачах календарного планирования, составления расписания работы и др.

Среди всего многообразия задач дискретного программирования выделяют три типа задач: целочисленные, комбинаторные и задачи с бинарными (булевыми) переменными.

Задачи целочисленного программирования обычно формулируются так же, как и задачи линейного или нелинейного программирования, но при этом в них включается дополнительное требование (ограничение) на целочисленность (дискретность управляемых переменных). Это требование записывается следующим образом: хi – целые. Если возникает задача с бинарными переменными, т.е. 
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[image: image119.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image120.wmf]}

1

,

0

{

x

i

Î

 или 0 ≤ хi ≤ 1 (хi – целые).

Модели целочисленных задач расстановки оборудования, распределения неделимых ресурсов и размещения предприятий отличаются от приведенных в гл. II только наличием дополнительного ограничения на целочисленность переменных.

К линейным целочисленным задачам относится известная задача о раскрое, впервые сформулированная акад. Л.В. Канторовичем. Задачи о раскрое заключаются в обосновании того, из каких заготовок и каким образом получить требуемую продукцию, чтобы минимизировать количество отходов (или из имеющегося сырья получить максимум продукции).

Приведем модель задачи о раскрое.

На предприятии имеется сырье различных заготовок i = 1, 2, 3,…, m) (бревна разной длины на лесном складе шахты, мраморные блоки разных размеров на камнеобрабатывающем предприятии, листы стали разных размеров на машиностроительном заводе). Каждая заготовка имеется в количестве bi. Из имеющегося сырья требуется изготовить продукцию j-го типа (j = 1, 2, 3,…, n) в количестве Ni с минимальными отходами. Каждую заготовку можно раскроить различным способом  k = 1, 2, 3,…, l. При этом известен выход продукции  aijk из любых заготовок при различных способах раскроя и количество отходов сырья получаемое при этом  ck. 

За управляемые переменные принимаем количество заготовок   i-го вида, раскраиваемых   k-м способом, - xik. Тогда из   i-й заготовки при  k-м способе раскроя будет получаться  xikaik  видов j-й продукции, а количество отходов при этом составит xikck. За критерий оптимальности принимаем минимум отходов. Тогда целевая функция запишется следующим образом:
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при ограничениях:

а) по числу заготовок
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б) по плану выпуска продукции
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в) по неотрицательности и целочисленности переменных

                                                            хik ≥ 0,    xik – целые.                                                    (121)

2. Методы и алгоритмы решения линейных целочисленных задач

В отличие от задач линейного программирования в задачах целочисленного программирования множество ограничений несвязное и не образует выпуклый многогранник. Это обстоятельство затрудняет поиск экстремума. Путь решения задачи целочисленного программирования, заключающийся в решении линейной задачи симплексным методом без учета требований целочисленности и в дальнейшем округлении решения до целых чисел, не верен. В этом случае можно не только не получить оптимума, но и выйти из области допустимых решений.

Рассмотрим следующий пример:

Z = x1 – 3x2 – 3x3 → max,

y1 = 2x1 + x2 – x3 ≤ 4,

y2 = 4x1 – 3x2 ≤ 2,

y3 = - 3x1 + 2x2 + x3 ≤ 3,

x1, x2, x3 – целые числа.

Решая задачу симплекс-методом без учета требований целочисленности, получим следующие решения: 
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 Ни один из вариантов округления не дает даже допустимого решения! Например, при округлении х1 = 1;  х2 = 0; х3 = 5 не соблюдается второе ограничение (у2).  Аналогичная картина наблюдается и при других вариантах округления.

Целочисленное же оптимальное решение (х1 = 2; х2 = 2; х3 = 5) резко отличается от решения задачи без учета требования целочисленности.

Методы дискретной оптимизации подразделяются на три основные группы: методы отсечения, комбинаторные и приближенные методы. Сущность методов отсечения заключается в решении исходной задачи без учета требований целочисленности, а затем в случае получения нецелочисленного решения к исходным ограничениям добавляется новое. Это новое линейное ограничение должно, с одной стороны, отсекать полученное оптимальное, но нецелочисленное решение, а, с другой стороны, не должно отсекать ни одного целочисленного решения. Таким образом, задача целочисленного линейного программирования решается в два этапа.

1. Решается задача линейного программирования без учета требований целочисленности и полученное решение проверяется на целочисленность. Если полученное решение имеет дробные члены, то переходят ко второму этапу.

2. Производится правильное отсечение, т.е. добавляется ограничение, отсекающее нецелочисленное решение и не отсекающее ни одного целочисленного решения.
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Геометрический смысл методов отсечений

Геометрический смысл методов отсечений заключается в следующем (рис. ). Пусть целевая функция достигает максимума в точке А многогранника ограничений, но координаты этой точки, соответствующие оптимальным значениям переменных, нецелочисленны. Последовательное введение дополнительных ограничений по целочисленности I  и  II отсекает от многогранника ограничений Ω области, не дающие целочисленных решений, а новая угловая точка 
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 имеет только целочисленные координаты. В точке 
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линейная форма достигает максимума.

Имеется несколько алгоритмов решения линейных целочисленных задач, отличающихся методами построения дополнительного ограничения. Наиболее известны алгоритм Данцига, первый, второй и третий алгоритмы Гомори и алгоритм Дальтона. Простейшим из них является алгоритм Данцига, но более распространен метод Гомори.

Первый алгоритм Гомори заключается в следующем.

1. Симплекс-методом решается задача линейного программирования без учета требования целочисленности. Пусть после решения задачи симплекс-таблица, соответствующая оптимальному решению, имеет вид (табл. 1).

Таблица 1
	
	-μ1
	-μ2
	…
	-μj
	…
	-μn
	1

	η1
	β11
	β12
	…
	β1j
	…
	β1n
	b1

	η2
	β21
	β22
	…
	β2j
	…
	β2n
	b2

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	ηi
	βi1
	βi2
	…
	βij
	…
	βin
	bi

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	...

	ηm
	βm1
	βm2
	…
	βmj
	…
	βmn
	bm

	Z
	ρ1
	ρ2
	…
	ρi
	…
	ρn
	Q


2. Исследуется полученное решение на целочисленность. Если все ηi, соответствующие переменным  х  исходной задачи, целочисленны, то задача решена. В противном случае переходят к следующему шагу.

3. Среди свободных членов выбирают коэффициент с наибольшей дробной частью. Пусть этот коэффициент стоит в i-й строке.

4. Выводят дополнительное k-е, ограничение, которое составляется по следующему правилу:

                                                             βkj = βij – [βij] = βij – nij,                                               (22)

                                                             bk = bi – [bi] = bi – ni,                                                  (23)

где [βij] = nij   и   [bi] = ni – целая часть соответственно коэффициентов при неизвестных и свободных членах; 1 ≥ βkj ≥ 0; 0 ≤ bk ≤ 1.

Например: [5/3] = 1;  [-5/3] = -2;   5/3 -[5/3]= 5/3-1 = 2/3; - 5/3 – [(-5/3)] = - 5/3-(-2) = 1/3.     

Дополнительное ограничение имеет вид
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           (24)

Новое дополнительное ограничение правильно, так как оно, во-первых, отсекает старое нецелочисленное решение и, во-вторых, не отсекает ни одного целочисленного решения.

5. Далее решается задача линейного программирования с новым ограничением, т.е. вся процедура повторяется несколько раз до получения целочисленного значения всех переменных.

Первый алгоритм Гомори предназначен для решения задач, в которых требование целочисленности накладывается на все переменные (как основные, так и дополнительные). Если требование целочисленности накладывается не на все переменные, то рациональнее использовать второй алгоритм Гомори, незначительно отличающийся от первого только правилом составления дополнительного ограничения.

Рассмотрим использованием алгоритма Гомори на конкретном примере.

Пример. На лесном складе имеются бревна длиной 5 м. Необходимо изготовить лесные материалы для крепления выработок длиною 1,4; 2,2 и 2,8 м в количестве соответственно 12, 10 и 6 штук. Сколько бревен минимально необходимо для выполнения заказа?

Прежде всего, необходимо сопоставить варианты распила бревен и матрицу выхода готового материала. Как правило, составление вариантов – самый трудоемкий процесс при решении задач о раскрое материалов. В данном случае возможны пять способов распила:

1 – изготовление трех элементов длиной 1,4 м;

2 – изготовление двух элементов длиной 2,2 м;

3 – изготовление одного элемента длиной 2,2 м и двух элементов длиной 1,4 м;

4 – изготовление по одному элементу длиной 1,4 и 2,8 м;

5 – изготовление по одному элементу длиной 2.2 и 2,8 м.

Матрицу выхода готовых элементов при различных вариантах распила запишем в табл 44.

После составления матрицы раскроя переходим к формализации экономико-математической модели задачи.

Таблица 24

	Вариант

распила
	Выход элементов, штук длиной, м

	
	1,4
	2,2
	2,8

	1

2

3

4

5
	3

0

2

1

0
	0

2

1

0

1
	0

0

0

1

1


За управляемые переменные принимаем количество  бревен, распиливаемых собственно по каждому (с первого по пятый) способу – х1, х2, х3, х4, х5, а за критерий оптимальности – общее количество распиливаемых бревен.

Тогда целевая функция примет следующий вид

х1 +  х2 +   х3 +  х4 +  х5→ min.

Задача решается при выполнении ограничений по изготовлению требуемого количества бревен различной длины. Используя матрицу выхода готовой продукции при различных способах распила (см. табл. 44), составим эти ограничения:

а) по выпуску бревен длиной 1,4 м

3х1 + 0 ∙  х2 +   2х3 +  1х4 + 0 ∙ х5 ≥ 12;

б) по выпуску бревен длиной 2,2 м

0 ∙ х1 +  2х2 +   1х3 +  0 ∙ х4 +  1х5 ≥ 10;

в) по выпуску бревен длиной 2,8 м

0 ∙ х1 +  0 ∙ х2 +   0 ∙ х3 +  1х4 +  1х5 ≥ 6.

Кроме того, переменные  х1, х2, х3, х4, х5, неотрицательные и целые числа. Таким образом, экономико-математическая  модель задачи имеет следующий вид:

х1 +  х2 +   х3 +  х4 +  х5→ min.

3х1 + 2х3 +  х4  ≥ 12,

2х2 +   х3 +   х5 ≥ 10,

х4 +  х5 ≥ 6,

х1 + 0;    х2  ≥ 0;    х3 ≥ 0;    х4 ≥ 0;    х5 ≥ 0.

х1, х2, х3, х4, х5 – целые числа.

Составим симплекс-таблицу для решения задачи (табл. 45).

Процесс нахождения опорного и оптимального решений данной линейной задачи показан в табл. 26-29.

Таблица 25

	
	-х1
	- х2 
	-х3
	-х4
	-х5
	1

	у1
	-3
	0
	-2
	-1
	0
	-12

	у2
	0
	-2
	-2
	0
	-1
	-10

	у3
	0
	0
	0
	-1
	-1
	-6

	Z0
	1
	1
	1
	1
	1
	0


Таблица 26

	
	-х1
	- х2 
	-х3
	-у3
	-х5
	1

	у1
	-3
	0
	-2
	-1
	0
	-6

	у2
	0
	-2
	-1
	0
	-1
	-10

	х4
	0
	0
	0
	-1
	1
	-6

	Z0
	1
	1
	1
	1
	0
	-6


Таблица 27

	
	-х1
	- х2 
	-х3
	-у1
	-х5
	1

	у3
	3
	0
	-2
	-1
	-1
	-6

	у2
	0
	-2
	-1
	0
	-1
	-10

	х4
	3
	0
	2
	-1
	0
	12

	Z0
	-2
	1
	-1
	1
	1
	-12


Таблица 28
	
	-х1
	- х2 
	-х3
	-у1
	-у2
	1

	у3
	3
	2
	3
	-1
	-1
	16

	х5
	0
	2
	1
	0
	-1
	10

	х4
	3
	0
	2
	-1
	0
	12

	Z0
	-2
	-1
	-2
	1
	1
	-22


Таблица 29

	
	-х1
	- х2 
	-у3
	-у1
	-у2
	1

	х3
	1
	0,67
	0,33
	-0,33
	-0,33
	5,33

	х5
	-1
	1,33
	-0,33
	0,33
	-0,67
	4,67

	х4
	1
	-1,33
	-0,67
	-0,33
	0,67
	1,33

	Z0
	0
	0,33
	0,67
	0,33
	0,33
	-11,30


Таблица 30

	
	-х1
	- х2 
	-у3
	-у1
	-у2
	1

	х3
	-1
	0,67
	0,33
	-0,33
	-0,33
	5,33

	х5
	-1
	1,33
	-0,33
	0,33
	-0,67
	4,67

	х4
	1
	-1,33
	-0,67
	-0,33
	-0,67
	1,33

	у4
	0
	-0,33
	-0,67
	-0,33
	-0,33
	-0,67

	Z0
	0
	0,33
	0,67
	0,33
	0,33
	-11,30


Таблица 31

	
	-х1
	- х2 
	-у4
	-у1
	-у2
	1

	х3
	1
	0,5
	0,5
	-0,5
	-0,5
	5

	х5
	-1
	1,5
	-0,5
	0,5
	-0,5
	5

	х4
	1
	-1
	-1
	0
	1
	2

	у3
	0
	-0,49
	-1,49
	0,49
	-0,49
	1

	Z0
	0
	0
	1
	0
	0
	-12


Последняя таблица содержит оптимальное, но нецелочисленное решение. Пользуясь алгоритмом Гомори, введем дополнительное ограничение. Максимальная дробная часть – у свободного члена второй строки. Составим дополнительное ограничение

у4 = 0 ∙ х1 + 0,33х2 + 0,67у3 + 0,33у1 + 0,33у2 – 0,67 ≥ 0,

Введем это ограничение в симплекс-таблицу и решим новую задачу (табл. 50 и 51).

Таблица 31 содержит оптимальное и целочисленное решение, значит исходная линейная целочисленная задача решена.

При этом  х1 = 0;    х2  = 0;    х3 = 5;    х4 = 2;    х5 =5. Следовательно, 5 бревен надо распилить по третьему варианту, 2 – по четвертому, а 5 – по пятому. Нетрудно убедиться, что все ограничения задачи выполнены.
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