МИНОБРНАУКИ РОССИИ

Федеральное государственное бюджетное

образовательное учреждение высшего образования

«Тульский государственный университет»

Институт прикладной математики и компьютерных наук

Кафедра «Прикладная математика и информатика»

	Утверждено на заседании кафедры 

«Прикладная математика и информатика»

« 14 » января 2020 г., протокол № 6



	Заведующий кафедрой

_________________________ В.И. Иванов


МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

по выполнению практических (семинарских) занятий

по дисциплине (модулю)
«Математическая составляющая естественнонаучных дисциплин»

основной профессиональной образовательной программы 

высшего образования – программы бакалавриата

по направлению подготовки

01.03.02 Прикладная математика и информатика
с направленностью (профилем)

Прикладная математика и информатика
Форма обучения: очная
Идентификационный номер образовательной программы: 010302-01-20

Тула 2020 год

Разработчик методических указаний
Добровольский Н. Н. доцент каф. ПМиИ, к.ф.-м.н.              

  _______________


(ФИО, должность, ученая степень, ученое звание)
(подпись)
1. Цели и задачи практических занятий
Целями практических занятий по дисциплине «Математическая составляющая естественнонаучных дисциплин» являются формирование математической культуры студентов, фундаментальная подготовка студентов в области элементарной математики и знакомство с элементами высшей математики, овладение основным аппаратом математики для дальнейшего использования при изучении дисциплин естественнонаучного содержания и в других областях математического знания.


Задачами освоения дисциплины являются: 

- фундаментальная подготовка студентов в области элементарной математики и знакомство с элементами высшей математики,  

- подготовка студентов к усвоению материала при изучении специальных математических дисциплин,

- приобретение практических навыков решения математических задач.

2. Методические указания к проведению практических занятий

Занятие 1.
Тема занятия: «Множества. Числовые множества. Элементы теории множеств.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Способы задания множеств:
1) перечислением.
2) указанием характеристического свойства, т.е. такого свойства, что элементы множества им обладают, а все остальное на свете не обладает.
Диаграммы Венна.
Равенство множеств: A=B: (x x(A(x(B. 
Пустое множество: множество, не имеющее ни одного элемента, обозначают (.
Универсальное множество. Обычно все множества, с которыми имеют дело в том или ином рассуждении, являются подмножествами некоторого фиксированного множества I. Мы будем называть в этом случае множество I универсальным множеством.

Подмножество. Множество B является подмножеством другого множества A, если каждый элемент x из B является вместе с тем и элементом множества A. обозначают B(A.
Числовые множества. Примерами таких множеств могут служить:

а) множество всех натуральных чисел, 

б) множество всех целых чисел (положительных, отрицательных и нуля),

в) множество всех рациональных чисел,

г) множество всех действительных чисел.

Пересечение множеств. Множество, состоящее из общих элементов множеств A, B, называется пересечением этих множеств или их произведением. Пересечение двух множеств A и B обозначается AB или A(B. Решение систем уравнений и неравенств, по сути дела, сводится к отысканию пересечения некоторых множеств.

Объединение (сложение) множеств. Суммой множеств A, B называют новое множество, состоящее из тех и только тех элементов, которые входят хоть в одно из слагаемых множеств (в объединении повторяющиеся элементы считаются лишь по одному разу). Сумму множеств A и B обычно обозначают A+B или A(B.  

Вычитание множеств. Разностью двух множеств A и B называют новое множество, обозначаемое A−B или A\B, в которое входят все элементы множества A, не принадлежащие B. Вычитание B из A сводится к удалению из A общей части A и B: A−B=A−AB.
Дополнение множества. Если все множества рассматриваются как подмножества универсального множества I, то обычно под дополнением множества B понимают его дополнение в I. В этом случае вместо B'_I пишут просто B'.
Задания.
1 (уст). Из примеров множеств укажите, которые заданы перечислением или их можно так задать. Приведите свои примеры. ({понедельник, вторник, среда, четверг, пятница, суббота, воскресенье}, множество арифметических действий, множество корней квадратного уравнения x^2−2x−24=0 {−4, 6})
2 (уст). Из выше приведенных примеров множеств укажите, которые заданы характеристическим свойством. Приведите свои примеры.

3. Установите связь между числовыми множествами.
4. Что является решением уравнения (x^2 +y^2 −37)(y −x−7)=0? Ответ: множество, состоящее из окружности и прямой.
5. Данная задача, связанная с подсчетом численности конечных множеств, принадлежит известному детскому писателю Льюису Кэрроллу, автору .Алисы в стране чудес. Под псевдонимом Льюис Кэрролл писал математик Доджсон. В одной из повестей Кэрролла есть следующая задача:

В ожесточенном бою 70 из 100 пиратов потеряли один глаз, 75 — одно ухо, 80 — одну руку и 85 — одну ногу. Каково минимальное число потерявших одновременно глаз, ухо, руку и ногу?

Решение. Обозначим через A множество одноглазых, через B — множество одноухих, через C — множество одноруких и через D — множество одноногих. В задаче требуется оценить численность множества ABCD. Ясно, что все универсальное множество I можно представить как сумму этого множества ABCD и множества пиратов, сохранивших либо оба глаза, либо оба уха, либо обе руки, либо обе ноги. Поэтому I =A' +B' +C' +D' +ABCD. Отсюда следует, что численность множества I не больше суммы численностей множеств A', B', C', D' и ABCD (она была бы равна этой сумме, если бы множества A', B', C' и D' попарно не пересекались). Но численность множества A' равна 30, множества B' — 25, множества C' — 20 и множества D' — 15. Так как численность'универсального множества равна 100, то имеем 100<=30+25+20 +15+N(ABCD). Отсюда 

N(ABCD)>=100−30−25−20−15=10.

Итак, не менее 10 пиратов лишились и глаза, и уха, и руки, и ноги.

6. Множество A состоит из целых чисел, делящихся на 4, множество B — из целых чисел, делящихся на 10, и множество C из целых чисел, делящихся на 75. Из каких чисел состоит множество ABC?
7. В библиотеке есть книги по разным отделам науки и искусства. Обозначим множество всех книг в библиотеке через A, а множество всех математических книг (не только в данной библиотеке) — через B. Охарактеризуйте множество A — B.
8. Множество A состоит из точек M(x; y) плоскости, для которых |x|64, |y|64, множество B — из точек плоскости, для которых x2 +y2 625, и множество C — из точек плоскости, для которых x>0. Изобразите множество AB −C.
Занятие 2.

Тема занятия: «Множества. Числовые множества. Элементы теории множеств.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Алгебра множеств. 
Мы познакомились с основными действиями над множествами — сложением, вычитанием и умножением (пересечением) множеств. Эти действия обладают целым рядом свойств, напоминающих свойства действий над числами.
Роль нуля и единицы в действиях над множествами играют множества ( (пустое множество) и I (универсальное множество). 

Приведем список свойств действий над множествами:

1) A(A.

2) Если A(B и B(A, то A=B.

3) Если A(B и B (C, то A(C.

4) ((A.

5) A(I.

6) A+B =B +A.

7) AB =BA.

8) A+(B +C)= (A+B)+ C.

9) A(BC)= (AB)C.

10) A+A=A.

11) AA=A.

12) A(B +C)=AB +AC.

13) A+BC =(A+B)(A+C).

14) A+(=A.

15) AI =A.

16) A+I =I.

17) A(=(.

18) Соотношение A(B эквивалентно каждому из соотношений A+B =B, AB =A.

19) A+A'=I.

20) AA'=(.

21) ('=I.

22) I' =(.

23) (A')'=A.

24) Соотношение A(B эквивалентно B'(A'.

25) (A+B)' =A'B'.

26) (AB)0 =A' +B'.

Отметим следующее замечательное .соотношение двойственности. Если в каждом из свойств 1)–26) заменить друг на друга символы ( и (, ( и I, ( и (, то в результате получится снова одно из этих свойств.

Задания.

1. Упростить далее выражение (A+B)^2 =A^2 +B^2 +2AB. Ответ: A+B.
2. Доказать распределительный закон для множеств A+BC =(A+B)(A+C).

3. Доказать A+(B−C)НЕ=(A+B)−C для случая A=B=C.
Решение. A+B =A и потому (A+B)−C=A−A=( — пустое множество, а A+(B−C)=A+(=A 

4. Доказать следующие формулы: (A+B)' =A'B' и (AB)' =A' +B' (на диаграмме).
5. Пользуясь правилами алгебры множеств, упростите выражение (A+B+C)(A+B)−[A+(B−C)]A.
6. Докажите равенства
а) (A−B)−C =(A−C)−(B −C);

б) (A−B)+(B −C)+ (C −A)+ ABC =A+B +C.
7. Докажите включение мноржеств AC +BD _(A+B)(C +D);

8. Вытекает ли из A−B =C, что A=B +C?

9. Вытекает ли из A=B +C, что A−B =C?

10. Какие включения справедливы для множеств A−(B +C) и (A−B)−C?
11.Упростите выражение [(X−Y)’(X’ +Y’)]’.

Занятие 3.

Тема занятия: «Делимость многочленов, деление с остатком. Симметрические многочлены и основная теорема. Неприводимые многочлены. Многоугольник Ньютона и критерий Дарбу о неприводимости. Наибольший общий делитель двух многочленов. Алгоритм Евклида.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Многочлен n-ной степени от неизвестного х:
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Для сокращенной записи многочленов употребляются символы f(x), g(x) и так далее.

Сложение (вычитание) многочленов.
Суммой (разностью) двух многочленов называется многочлен, коэффициенты которого являются суммой (разностью) коэффициентов при подобных членах этих многочленов:

(2x+3y)+(-5x+3y-4)=2x+3y-5x+3y-4=-3x+6y-4; (4x-5y)-(-x-4y)=4x-5y+x+4y=5x-y.

Умножение многочленов.

Чтобы умножить многочлен на одночлен, нужно умножить каждый член многочлена на этот одночлен и сложить полученные произведения.
(-5a)(4-b-a2)=-20a+5ab+5a3;

(2+b)(b2-4)=2b2-8+b3-4b.

Деление многочленов.

Многочлен 
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Например, из равенства 
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Многочлен 
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Основные свойства делимости многочленов:

1. Если  
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2. Если 
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4. Если каждый из многочленов 
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 - произвольные многочлены.

5. Всякий многочлен 
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6. Если 
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7. Многочлены 
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8. Тогда и только тогда многочлены 
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9. Всякий делитель одного из двух многочленов 
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Деление многочленов с остатком.
Теорема о делении с остатком. Для любых двух многочленов f(x) и g(x) можно найти такие многочлены q(x) и r(x) , что

f(x)=g(x)q(x)+r(x), 

причем степень r(x) меньше степени g(x) или же r(x)=0. Многочлены q(x) и r(x), удовлетворяющие этому условию, определяются однозначно.

Наибольший общий делитель многочленов.
Пусть даны произвольные многочлены 
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К числу общих делителей многочленов 
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 принадлежат все многочлены нулевой степени. Если других общих делителей эти два многочлена не имеют, то они называются взаимно простыми.
Наибольшим общим делителем отличных от нуля многочленов 
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Алгоритм Евклида – метод для нахождения наибольшего общего делителя двух целых чисел, а также двух многочленов от одного переменного. Алгоритм Евклида для нахождения наибольшего общего делителя двух многочленов 
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 и так далее. Так как степени остатков все время понижаются, то в этой цепочке последовательных делений мы дойдем до такого места, на котором деление совершится нацело и процесс остановится. Последний отличный от нуля остаток 
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, и является наибольшим общим делителем многочленов 
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Наибольший общий делитель двух многочленов определен лишь с точностью до множителя нулевой степени.
Симметрические многочлены от трех переменных.
В многочлене от трех переменных x, y, z перестановок можно сделать три: можно поменять местами x и y, или x и z, или, наконец, y и z. Назовем многочлен ƒ(x, y, z) от трех переменных x, y, z симметрическим, если при любой из этих трех перестановок он остается неизменным:
ƒ(x, y, z)=ƒ(y, x, z)=ƒ(z, y, x)=ƒ(x, z, y).

Наиболее простыми являются симметрические многочлены

x+y+z, xy+xz+yz, xyz.

Их называют элементарными симметрическими многочленами от трех переменных x, y, z и обозначают через 
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Основная теорема о симметрических многочленах от трех переменных.
Теорема. Любой симметрический многочлен от x, y, z можно представить в виде многочлена от 
[image: image74.wmf]z

y

x

+

+

=

1

s

, 
[image: image75.wmf]yz

xz

xy

+

+

=

2

s

, 
[image: image76.wmf]xyz

=

3

s

.

Основные формулы необходимые для решения задач:
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x2y+xy2+x2z+xz2+y2z+yz2=
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x2y2+x2z2+y2z2=
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x3y+xy3+x3z+xz3+y3z+yz3=
[image: image82.wmf].
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Неприводимый многочлен.
Неприводимый многочлен - это многочлен, не разлагающийся на множители более низкой степени.
Задания.

№ 1. Для каких целых чисел n число
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является простым.
Решение. 

Натуральное число, отличное от 1, называется простым, если оно делится только на 1 и на само себя; целое отрицательное число k называется простым, если число –k простое.

Для ответа на поставленный вопрос заметим, что справедливо равенство 
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и поэтому число 
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 Следовательно, оно может быть простым только в случае, когда один из этих делителей равен 1 или –1, т.е. выполняется хотя бы одно из равенств 
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Остается проверить следующие значения n: 3, 1, 0, -3,  -1 и –2. При этих значениях n рассматриваемое число равно соответственно 19, -5, 3, 4, так что искомое множество чисел есть 
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№ 2. Найти частный и остаток от деления 
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Решение. 
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Частным от деления 
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№ 3. Найти наибольший общий делитель многочленов 
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Разделить многочлен f(x) на многочлен g(x):

1. [image: image119.png]f(x)

X3 +3x7+3x+1



,  [image: image121.png]glx)=x+1



;

2. [image: image123.png]


,  [image: image125.png]


;

3.[image: image127.png]2x%+3x*—2x -3




,  [image: image129.png]g(x)=2x+3



;

Занятие 4.

Тема занятия: «Рациональные уравнения. Корни многочленов. Теорема Безу. Схема Горнера. Кратность корня и производная.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Корни многочленов.

Корни многочлена 
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есть корни рационального уравнения
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Рациональные уравнения.

Уравнение вида P(x) = 0, где P(x) - рациональная функция, называется рациональным уравнением. Часто рациональное уравнение записывают в виде равенства двух рациональных функций
f(x) = g(x)
Число a называется корнем уравнения f(x) = g(x), если при подстановке его вместо x в уравнение получается верное числовое равенство f(a) = g(a).
Можно выделить следующие методы решения рациональных уравнений:
1. Решение с помощью подстановки, т.е. введением новой переменной. Например, в уравнении aP2(x) + bP(x) + c = 0, где P(x) - многочлен, введем новую переменную y = P(x). Решаем квадратное уравнение ay2 + by + c = 0 относительно y и возвращаемся к решению уравнений P(x) = yi, где yi - решения соответствующего квадратного уравнения.

2. Решение разложением на множители. Если уравнение можно представить в виде P(x)Q(x)=0, где P(x) и Q(x) - рациональные функции, то нужно представить уравнение P(x)Q(x) = 0 в виде совокупности:
[image: image132.png]P(x)=0,
Q(x)=0.




3. Однородное уравнение второго порядка aP2(x) + bP(x)Q(x) + cQ2 (x) = 0. Здесь возможны два случая. Первый - Q(x) = 0, тогда уравнение сводится к решению уравнения P(x) = 0. Второй случай - Q(x) ≠ 0, тогда исходное уравнение можно поделить на Q2 (x) и получить a(P(x)/Q(x)) 2 + bP(x)/Q(x) + c = 0. Вводим замену P(x)/Q(x) = t и получаем квадратное уравнение at2 + bt + c = 0. В ответ включаем решения обоих случаев.
4. Симметричное уравнение третьего порядка: ax3 + bx2 + bx + a = 0. Для его решения проведем следующие преобразования: ax3 + bx2 + bx + a = a(x3 + 1) + bx(x + 1) = a(x + 1)(x2- x + 1) + bx(x + 1) = (x + 1)(ax2 + (b - a)x + a). Решаем совокупность:
[image: image133.png]x+1=0,
ad +(@B-a)x+a=0




5. Симметрическое уравнение четвертого порядка ax4 + bx3 + сx2 + bx + a = 0. Сгруппируем слагаемые и разделим обе части на x2. Получим a(x2 +1/x2)+ b(x + 1/x) с = 0. Сделаем подстановку x + 1/x = t, тогда x2 + 1/x2 = t2 - 2. Получаем квадратное уравнение at2 + bt + (c - 2a) = 0. После его решения возвращаемся к исходной переменной x.

6. Возвратное уравнение. Уравнение вида ax4 + bx3 + сx2 + dx + e = 0, где a ≠ 0, b ≠ 0 иe/a = (d/b)2, называется возвратным уравнением четвертого порядка. Для его решения делим уравнение на x2 и вводим переменную t = bx + d/x, после чего получаем квадратное уравнение at2/b2 + t + с - 2ad/b = 0. Решив его, возвращаемся к исходной переменной.
7. Уравнения вида (x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = m, где a + b = c + d. В даном случае вводим новую переменную t = x2 + (a + b)x и получаем квадратное уравнение (t + ab)(t +cd) = m. Решив его, возвращаемся к исходной переменной.

8. Уравнение вида P(x)/Q(x) = 0. Решаем уравнение P(x) = 0. Проверяем, чему равно значение Q(xi), где xi - корни уравнения P(x) = 0. Если Q(xi) ≠ 0, значит они являются решением исходного уравнения. Если Q(xi) = 0 - корень выпадает из области определения исходного уравнения и его нужно исключить из ответа.

9. Уравнение вида aP(x)/Q(x) + bQ(x)/P(x) + c = 0. Вводим новую переменную t =P(x)/Q(x) и получаем следующее уравнение: at + b/t + c = 0. Или после домножения на t (t ≠ 0) получаем квадратное уравнение at2 + ct + b = 0. Решив его, возвращаемся к исходной переменной.

10. Уравнение состоящее из суммы дробей. Один из методов состоит в том, что нужно перенести все члены уравнения в одну часть и свести уравнение к виду P(x)/Q(x) = 0.

Теорема Безу. Многочлен f(x) делится на x-c тогда и только тогда, когда число c является его корнем.
Кратность корня.

Если c – корень многочлена f(x), может оказаться, что многочлен f(x) делится не только на первую степень линейного двучлена x-c, но и на более высокие его степени. Во всяком случае, найдется такое натуральное число k, что f(x) нацело делится на  
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где многочлен 
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 на x-c  уже не делится. Число k называется  кратностью корня c в многочлене f(x), а сам корень c – k- кратным корнем этого многочлена. Если k=1, то говорят, что корень с –  простой. 

Производная от многочлена.
Понятие кратного корня тесно связано с понятием производной от многочлена. Пусть дан многочлен n–ной степени

f(x)= 
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Его производной (первой производной) называется многочлен (n- 1)-й степени
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Производная от многочлена нулевой степени и от нуля считается равной нулю.
Для производной k-го порядка справедливо
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Свойства.
Многочлен 
[image: image141.wmf])
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 тогда и только тогда не содержит кратных множителей, если он взаимно прост со своей производной.

Схема Горнера.
Схема Горнера предназначена для вычисления значения полинома в точке. Пусть дан полином

[image: image142.png]apr” + a7+
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Разделим [image: image143.png]


 на [image: image144.png]


 с остатком:

[image: image145.png]apr” + a4 ... ta, 1+ a,




Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях [image: image146.png]


 в левой и правой части:

[image: image147.png]aby + ay
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Это можно записать в виде таблицы:
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Задания.

№ 1. Решить уравнения, опираясь на теорему Безу.
1. 
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Решение. 

Многочлен f(x)= 
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 имеет корень 2. По теореме Безу f(x) делится на x-2, то есть имеет место равенство 
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[image: image160.wmf]0


Остается решить квадратное уравнение 
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. Это уравнение не имеет действительных корней, так что x=2 – единственный действительный корень исходного уравнения. 
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№ 2. Найти производную 
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2. [image: image167.png]



3. [image: image169.png]



№ 3. Вычислить значение многочлена в точке, используя схему Горнера.
[image: image170.png]



Занятие 5.

Тема занятия: «Рациональные дроби и их разложение на простейшие дроби. Рациональные неравенства.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Рациональную дробь вида Pn(x)/Qm(x), где Pn(x), Qm(x) - многочлены порядка n и m соответственно (n<m) можно разложить на элементарные дроби. Алгоритм следующий:

1. Знаменатель Qm(x) разложить на множители вида (x-x0)k, (x2+bx+c) и константу а, где (x-x0)k - множитель соответствующий корню x0 кратности k, (x2+bx+c) - множитель соответствующий случаю двух сопряженных комплексных корней, а=am - коэффициент стоящий при xm многочлена Qm(x).  
2. Записать рациональную дробь вида Pn(x)/Qm(x) в виде суммы простейших дробей, у которых неизвестны коэффициенты числителя. Скобкам знаменателя вида (x-x0) соответствует дробь A/((x-x0), скобкам вида (x-x0)k соответствует сумма дробей 

В1/(x-x0)+B2/(x-x0)k+...+Bk/(x-x0)k, скобкам вида (x2+bx+c) соответствует дробь 
(Cx+D)/(x2+bx+c). 
3. Приравниваем исходной дроби Pn(x)/Qm(x) к построенной сумме дробей находят неизвестные коэффициенты в разложении. 
Задания.

№ 1. Найти числа a, b, c, при которых следующее равенство справедливо на области допустимых значений этого равенства:

1. [image: image172.png]


;

2. [image: image174.png]Ge-DGzD 52

ey



;

№ 2. Разложить рациональную дробь на элементарные дроби.
1. (x-1)/(x+1)
2. (x^2+3x-3)/(x^3-1)
3. x/(x^2-1)
4. (x^2+1)/(x^2-1)
5. 1/((x+1)^3+1)
Занятие 6.

Тема занятия: «Функция одной переменной. Основные понятия и определения. Элементарные функции и их графики. Преобразования функций.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Элементарные функции.

На рисунках 2 — 7 изображены графики основных элементарных функций.
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Преобразования функций.

Построение графиков функций «механическими» преобразованиями изображено на нижеследующих рисунках. 

График функции у = —f(х) получен из графика функции у = f(х) отражением относительно оси Ох (см. рис. 8). График функции у = f(-х) получен из графика функции у=f(х) отражением относительно оси Оу (см. рис. 9).
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График функции у = m*f(х), m>1, получен из графика функции у = f(x) растяжением в m раз вдоль оси Оу от оси Ох (см. рис. 10). График функции у = m*f(х), 0<m<1, получен из графика функции у = f(x) сжатием в 1/m раз вдоль оси Оу к оси Ох (см. рис. 11).

График функции у = f(kx), k>1, получен из графика функции у = f(х) сжатием в к раз к оси Оу вдоль оси Ох, см. рис. 12. График функции у = f(kx), 0<k<1, получен из графика функции у = f(x) растяжением в 1/k раз от оси Оу вдоль оси Ох, см. рис. 13.

График функции у = f(x) + B получен из графика функции у =f(х) сдвигом вверх на число B при B> 0 и сдвигом вниз на число (-B) при B< О, см. рис. 14. График функции у=f(x+а) получен из графика функции у =f(x) сдвигом вправо на число -а при а < 0 и сдвигом влево на число а при а > 0, см. рис. 15.
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[image: image181.jpg]



График функции у = |f(x)| (рис. 17) получен из графика функции у = f(x) (рис. 16) отражением относительно оси Ох части этого графика, лежащей ниже оси Ох. График функции у = f(|х|) (рис. 18) получен из графика функции у = f(x) (рис. 16) объединением части этого графика, лежащей правее оси Оу, с её отражением относительно оси Оу и удалением части, лежащей левее оси Оу.
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рис. 16


рис. 17. 


рис. 18
Задания.

Построить графики функций преобразованием от элементарных функций
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4. [image: image188.png]y=(x—-2)*—-1




5. [image: image189.png]y = —/x




6. [image: image190.png]y = (x—2)3




7. [image: image191.png]y==+2
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8. [image: image192.png]y=vx—2




9. [image: image193.png]y=(x+1)3+2




10. [image: image194.png]y=—2+1




11. [image: image195.png]



12. [image: image196.png]y=—x>+4x—5
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Занятие 7.

Тема занятия: «Обратная функция. Контрольная работа № 1.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом. Разбор заданий под руководством преподавателя.

2. Контрольная работа № 1
Методические материалы.

Функция у = f (х) называется обратимой, если она принимает каждое свое значение один раз. 

Пусть f — отображение множества Е на множество М. Если для любого элемента y из множества М существует единственный элемент x — g(y) множества E, для которого F(х) = у, то отобра​жение f  называется обратимым. Отображение, обратное к у, обозна​чают [image: image216.png]


 и называют обратной функцией. Функция у = f (х) при этом называется прямой функцией.
Областью определения обратной функ​ции является множество значений функ​ции , а множество значений является областью определения функции f.
Функции у = f (х) и х — [image: image218.png]


 (у) назы​ваются взаимно обратными.
Для того чтобы некоторая функция имела обратную, необходимо и достаточно, чтобы  разным значениям аргумента из  области ее определения  соответствовали разные значе​ния функции
Контрольная работа № 1

Содержит задачи из разделов: "Множества. Числовые множества. Элементы теории множеств", "Делимость многочленов", "Рациональные уравнения. Корни многочленов", "Рациональные неравенства", "Элементарные функции и их графики", "Преобразования функций", "Обратная функция".

Задания.

№ 1. Задать формулой функцию, обратную данной, указать ее ООФ и МЗФ. Построить их графики: 
1. f(x) = [image: image220.png]e

(x % -1)




2. [image: image221.png]y = log(1 —x)




3. [image: image222.png]f(x) = cosx, xe[0;m)




Занятие 8.

Тема занятия: «Основные тригонометрические функции и обратные тригонометрические функции.»
План занятия.

1. Разбор заданий контрольной работы № 1, вызвавших наибольшую трудность
2. Знакомство с теоретическим материалом.

3. Разбор заданий под руководством преподавателя.

4. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Тригонометри́ческие фу́нкции
[image: image223.png]y =sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx.




Функция y=sinx. Область определения функции: [-∞,+∞]. Область значения функции [-1,1]. Функция нечетная, периодическая с периодом 2π. Точки пересечения с осью абсцисс: x=nπ(nϵZ), эти точки являются и точками перегиба графика кривой. Функция на [[image: image224.png]


возрастает от 0 до 1 на [image: image225.png]


убывает от 1 до -1, на[image: image226.png]


возрастает от -1 до 0. Функция  на [[image: image227.png]0;m



] выпуклая, а на [[image: image228.png]T; 21



] вогнутая.

Функция y=cosx. Область определения функции: [-∞,+∞]. Область значения функции [-1,1]. Функция четная, периодическая с периодом 2π. Точки пересечения с осью абсцисс: x=[image: image229.png]g(zm 1)



(nϵZ), эти точки являются и точками перегиба графика кривой. Функция на [[image: image230.png]0; ]



убывает от 1 до -1 на [image: image231.png][; 2m]



возрастает от -1 до 1. Функция  на [[image: image232.png]0;m/2



] выпуклая, а на [[image: image233.png]


] вогнутая, [[image: image234.png]2
T3 2m



] выпуклая.

Функция y=tgx. Область определения функции – множество всех действительных чисел, кроме [image: image235.png]§+Im(ksz)



. Область значения [-∞,∞]. Функция нечетная, периодическая с периодом π. Точки пересечения в осью абсцисс:x=kπ[image: image236.png](keZ)



, эти же точки = точки перегиба. Функция на [[image: image237.png]


] возрастает от -∞ до ∞. Функция вогнутая на [image: image238.png]


, выпуклая – на [image: image239.png]


. Вертикальные асимптоты: [image: image240.png]


. 

Функция y=ctgx. Область определения функции – множество всех действительных чисел, кроме[image: image241.png]km (keZ)




. Область значения [-∞,∞]. Функция нечетная, периодическая с периодом π. Точки пересечения в осью абсцисс:x=k+[image: image242.png]


π[image: image243.png](keZ)



, эти же точки - точки перегиба. Функция на [[image: image244.png]


]убывает от -∞ до ∞. Функция вогнутая на [image: image245.png]


, выпуклая – на [image: image246.png]


. Вертикальные асимптоты: [image: image247.png]


. 

Графики функций:
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Обратные тригонометрические функции

Обра́тные тригонометри́ческие фу́нкции (круговые функции, аркфункции) — математические функции, являющиеся обратными к тригонометрическим функциям. К обратным тригонометрическим функциям обычно относят функции:

аркси́нус (обозначение: arcsin)

аркко́синус (обозначение: arccos)

аркта́нгенс (обозначение: arctg; в иностранной литературе arctan)

арккота́нгенс (обозначение: arcctg; в иностранной литературе arccot или arccotan)

Арксинус y=Arcsinxопределен для [image: image250.png]lxl =1



, многозначна.Другие значения y=Arcsinxвыражаются черезглавное его значение формулой [image: image251.png]Arcsinx = arcsinx + 2kn



. Следовательно, область определения y=аrcsinx – [​-1;1]; область значений [[image: image252.png]


]. Функция y=аrcsinxнечетная, на [​1;1] монотонно возрастает от [image: image253.png]


. График функции проходит через (0,0). Эта точка является и точкой перегиба графика. На [-1;0] функция выпуклая, на [0,1]- вогнутая.

Арккосинус y=Arccosxопределен для [image: image254.png]lxl =1



, многозначна.Другие значения y=Arccosxвыражаются черезглавное его значение формулой [image: image255.png]Arccosx = —arccosx + 2km



. Область определения y=аrccosx – [​1;1]; область значений [[image: image256.png]0;m



]. Функция y=аrccosxна [​-1;1] монотонно убывает от [image: image257.png]2o 0



. Дляy=аrccosxвыполняется неравенство аrccos(-x)=π-аrccosx . График функции проходит через (0,[image: image258.png]


). Эта точка является и точкой перегиба и центром симметрии кривой. На [-1;0] функция вогнутая, на [0,1]- выпуклая.

Арктангенс y=Arctgxопределен для [image: image259.png]—< x <0



, многозначна.Другие значения y=Arctgxвыражаются черезглавное его значение формулой [image: image260.png]Arctgx = arctgx + km



. Область определения y=аrctgx – [-∞; ∞]; область значений от [image: image261.png]


.Функция y=аrctgxнечетная. Функция y=аrctgxна [-∞; ∞] монотонно возрастает от [image: image262.png]


. График функции проходит через (0,0). Эта точка является и точкой перегиба и центром симметрии кривой. На [-∞;0] функция вогнутая, на [0,∞]- выпуклая.

Арккотангенс y=Arсctgxопределен для [image: image263.png]—< x <0



, многозначна.Другие значения y=Arсctgxвыражаются черезглавное его значение формулой [image: image264.png]Arcctgx = arcctgx + km



. Область определения y=аrсctgx – [-∞; ∞]; область значений от [image: image265.png]Omom



.Функция y=аrcсtgxна [-∞; ∞] монотонно убывает от [image: image266.png]2o 0



.Дляy=аrcctgxвыполняется неравенство аrcctg(-x)=π-аrcctgx . График функции проходит через (0,0). Эта точка является и точкой перегиба и центром симметрии кривой. На [-∞;0] функция выпуклая, на [0,∞]- вогнутая.

Графики функций 

[image: image267.png]


      [image: image268.png]
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       [image: image270.png]
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Свойства обратных тригонометрических функций 

[image: image271.png]arcsinx + arccosx







[image: image272.png]




[image: image273.png]arctgx + arcctgx








[image: image274.png]sin (arcsinx) =xnpn —1=x =1





[image: image275.png]cos(arccosx) =x mpu —1=x=1





[image: image276.png]arcsin (siny) = y mpu—






[image: image277.png]arccos(cosy) =y mpul0=y=m




[image: image278.png]arcsin(—x) = —arcsinx






[image: image279.png]arccos(—x) = m—arccosx




[image: image280.png]arcsinx = 0mpux =0






[image: image281.png]arccosx =0mpux =1




[image: image282.png]arcsinx = arctg —s







[image: image283.png]arccosx = 2 arcsin











[image: image284.png]



[image: image285.png]xnpux ER







[image: image286.png]ctg(arcctgx) =xnpux ER




[image: image287.png]




[image: image288.png]arcctg(ctgy) =ympu0 <y <m





[image: image289.png]arctgx = arcsin








[image: image290.png]arcctgx > 0 mpu M0 GBIX X





[image: image291.png]arctgx = arccos:
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Задания.

№ 1. Построить графики функций: 
1. y=cos2x
2. y=sin(x-П/3)

3. y=tgx/3

4. y=ctg(2x+П/3)

№ 2. Вычислить:

1. [image: image293.png]2arceg V3-4arctg =+ 3arctg 1~2 arcceg (~1)




2. [image: image294.png]sin(arcsin 0,2)




3. [image: image295.png]cos(arccos0,4)




4. [image: image296.png]sin(arcsin(—0,9) )




5. [image: image297.png]cos(arccos(—0,2))




6. [image: image298.png]tg (arctg;—arctg 5)




№ 3. Выяснить, какое из следующих двух чисел больше 

1. [image: image299.png]arcctg 10 wm arctg (—0,1)




2. [image: image300.png]= in >
arccos s arcsin




Занятие 9.

Тема занятия: «Основные свойства и формулы. Преобразование тригонометрических выражений.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Основные тригонометрические свойства.
[image: image301.png]a+cosfa=1





[image: image302.png]



[image: image303.png]ctgla+1





Формулы сложения аргументов

[image: image304.png]sin(a £ f) = sinacosf + cosasinf;




[image: image305.png]cos(a * f) = cosacosf + sinasinf




[image: image306.png]tgattgh
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[image: image307.png]ctgactgf+1
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Формулы двойного угла

[image: image308.png]sin2a = 2sinacosa




[image: image309.png]cos2a = cos’a —sina@ cos2a =2cos’a—1=1-2sin’a




[image: image310.png]



[image: image311.png]ctgta—1
2ctga





Формулы понижения степени

	Синус
	Косинус
	произведение

	[image: image312.png]sin® @ =

1— cos2a




	[image: image313.png]1+ cos2a
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	[image: image314.png]1—cos4a
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	[image: image315.png]sin’
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	[image: image316.png]cosa

3cosa —cos3a
2




	[image: image317.png]3sina —sin3a
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Формулы преобразования произведений функций

[image: image318.png]_cosla—f) —cosla +§)

sin sin § = 5




[image: image319.png]sinla + ) + sinla — f)

sina cosf = .




[image: image320.png]cosla +f) + cosla — )

cosacosf = 3




Формулы преобразования суммы функций

[image: image321.png]sin £ sin § = 2sin

atp

cos:





[image: image322.png]atp a—§

cosa + cosf = 2 cos





[image: image323.png]cosa — cosf = —2sin




[image: image324.png]sinla + §)

9att9h = acoss




[image: image325.png]



Задания.

№ 1. Вычислить.
1. [image: image326.png]25in 30° + 3cos30° — 2tg 30° — 4ctg 30° + cosec 30° + sec 30°




2. [image: image327.png]2 5in 180° — 3c0s180° + 4£g180° + 2 sec 180°




3. [image: image328.png]sin(~307) +cosec( ~30°)
2in?(~60°) +cosec®(~30)





№ 2. Найти значение
1. [image: image329.png]cos g, tgpuctgy, ecausing

=
S <e<m




2. [image: image330.png]sin @, cos@uctgy, ecmtg@ —gug <g<m




№ 3. Вычислить без помощи таблиц 

1. [image: image331.png]tg 105°




2. [image: image332.png]sin 22°30'




3. [image: image333.png]tg




4. [image: image334.png]sin 15° +tg 30° - cos15°




Занятие 10.

Тема занятия: «Показательная функция. Показательные уравнения и неравенства.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Определение. Функцию вида  [image: image336.png]yv=a*,rnea>0ua+1



называют показательной функцией.
Основные свойства показательной функции у =аx

Свойства функции.

	a>1
	0<a<1

	[image: image337.png]



	[image: image338.png]




	E(f)=(0,+[image: image340.png]


)
	E(f)=(0,+[image: image342.png]


)

	не является ни четной, ни нечетной

	Возрастает
	Убывает

	Непрерывна
	Непрерывна

	не ограничена сверху, ограничена снизу

	выпукла вниз.

	ось х является горизонтальной асимптотой графика.


Графики функции.

[image: image343.png]



Решение показательных уравнений.

Показательными уравнениями называют уравнения вида 

[image: image344.png]al™

ad@

[¢))




где а — положительное число, отличное от 1, и уравнения, сводящиеся к этому виду.
Решение показательных уравнений основано на теореме:

Теорема. Показательное уравнение[image: image346.png]a'(f(x)) = a'(g(x)) (raea>0,a+1



) равносильно уравнениюf(x)=g(x) (в области определения обеих функций). 
Решение показательных неравенств.

Показательными неравенствами называют неравенства вида:

[image: image347.png]aft) 5 qgt0




где а — положительное число, отличное от 1, и неравенства, сводящиеся к этому виду.
Теорема. Показательное неравенство[image: image349.png]aft) 5 qgt0



равносильно неравенству того же смысла [image: image351.png]fe)> gix)



, если [image: image353.png]a>1



(в области определения обеих функций).
Показательное неравенство[image: image355.png]aft) 5 qgt0



равносильно неравенству того же смысла [image: image357.png]fx) < gix)



если 0<a<1 (в области определения обеих функций).
Задания.

№ 1. Решить уравнения и неравенства графически: 

[image: image358.png]a)2'x =1;6)2™x )2Tx=8:nN2"x =1/16: 1) 2'x > 1;e) 2Tx < 4.






№ 2. Решить уравнение.
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№ 3. Решить неравенство:
1. [image: image361.png]



2. 0,4
[image: image362.wmf]х

5

4

-

< 0,16
[image: image363.wmf]4
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0


3.    
[image: image364.wmf]1
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EMBED Equation.3[image: image366.wmf]4
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Занятие 11.

Тема занятия: «Логарифмическая функция. Логарифмические уравнения и неравенства.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Понятие логарифма

Логарифмом числа b по основанию a (где a > 0, a ≠ 1) называют показатель степени, в которую надо возвести a, чтобы получить число b, обозначают символом logab.

Если a > 0, a ≠ 1, то loga b по определению есть показатель степени, в которую надо возвести число a, чтобы получить число b. Поэтому равенствоalogab = b есть тождество, которое называют основным логарифмическим тождеством.

Десятичный логарифм lg b (по основанию 10), натуральный логарифм ln b (по основанию е).

Логарифмическая функция, ее свойства и график

1. Так как показательная функция y = ax (где a > 0, a ≠ 1) является монотонной (возрастающей при a > 1 и убывающей при 0 < a < 1), то она имеет обратную функцию: 
y=ax, x=loga y, y=loga x. Функцию y = loga x (где a > 0, a ≠ 1) называют логарифмической.

Итак, показательная и логарифмическая функции при одном и том же основании являются взаимно обратными функциями.

2. График логарифмической функции y = loga x можно построить, воспользовавшись тем, что функция y = logax обратна показательной функции y = ax. Поэтому достаточно построить график  функции y = ax, а затем отобразить его симметрично относительно прямой y = x. На рис. 1 изображен график функции y = loga x при a > 1, а на рис. 2 — график фунции y = loga x при 0 < a < 1.

3°. Отметим свойства функции y = loga x при a > 1:

а) D(f) = R+;

б) E(f) = R;

в) функция возрастает;

[image: image367.jpg]Prc.2




г) x = 1 ( loga x = 0;

д) 0 < x < 1 ( loga x < 0;

е) x > 1 ( loga x > 0.

4. Отметим свойства функции y = loga x при 0 < a < 1:

а) D(f) = R+;

б) E(f) = R;

в) функция убывает;

г) x = 1 ( loga x = 0;

д) 0 < x < 1 ( loga x > 0;

е) x > 1 ( loga x < 0.
Свойства логарифмов

1. loga N (где a > 0 и a ≠1) существует, если N > 0.

2. При основании a > 1 логарифмы чисел N > 1 положительны, а логарифмы чисел 0 < N < 1 отрицательны. Например, log2 5 > 0; log3 0,5 < 0.

3. При основании 0 < a < 1 логарифмы чисел N > 1 отрицательны, а логарифмы чисел 0<N<1 положительны. Например, log 0,5 5 < 0; log0,51/3> 0.

4.Если N1 = N2, то loga N1 = loga N2.

5. Если a > 1 и если N1 > N2, то loga N1 > loga N2. Например, log 3 7 > log 3 5.

6. Если 0 < a < 1 и  если N1 > N2, то loga N1 < loga N2. Например, log 1/3 9 < log 1/3 7.

7. loga 1 = 0 (a > 0, a ≠ 1)

8. loga a = 1.

9. loga (N1N2 ... Nk) = loga N1 + loga N2 + ... + loga Nk или loga (N1N2) = loga |N1|+loga |N2|.
10. logaN1/N2 = loga N1 – loga N2, если N1>0, N2>0. В общем случае logaN1/N2=loga |N1|–loga |N2|.

11. loga Nc = c loga N; если N < 0, а c — четное число, то справедливо loga Nc = c loga │N│.

12. loga N =logacNc ;logak N = loga N 1/k = 1/k loga N
Потенцирование

Потенцирование — это преобразование, обратное логарифмированию.

Логарифмические уравнения

Уравнение, содержащее переменную под знаком логарифма, называют логарифмическим. Простейшим примером логарифмического уравнения служит уравнение loga x=b (где a>0, a≠1).

Решение логарифмического уравнения вида loga f(x) =  loga g(x) основано на том, что такое уравнение равносильно уравнению f(x) = g(x) при дополнительных условиях f(x) > 0,g(x) > 0 (в области определения f(x) и g(x)).

Логарифмические неравенства

Неравенство, содержащее переменную под знаком логарифма, называют логарифмическим. 
Неравенство loga f(x) > loga ϕ(x) равносильно системе f(x) > ϕ(x) > 0 при a€(1; +∞) и системе 0<f(x)<ϕ(x) при a € (0; 1) (в области определения f(x) и g(x)).

Задания.

№ 1. Вычислить:
1. 251-(1/4)log549 .

2. log30 8, если lg 5 = a и lg 3 = b
№ 2. Найдите область определения функции:

1.  y = x + log 0,4 (5x + 4) – log6 (8x + 7);

2.  y = log7 (x2 – 3x) – log4 x;

3.  y = 3 lg (3 + 5x) – lg (4 + 9x)2.

№ 3. Постройте график функции:

1.  y =3log3(-x) ;                                   б) y = log2 |x|;

2. y = log2 log2 x;                               г) y = |log2 x|;

№ 4. Решить уравнение.
1. log[image: image369.png]


(x – 1) = 6




4. log3 (x2 – 4x – 5) = log3 (7 – 3x)

2. lg (x – 6) – 0,5 lg 2 = lg 3 + lg[image: image371.png]




5. logx5[image: image373.png]


 – 1,25 = log2x [image: image375.png]



3. x[image: image377.png]


 = ( [image: image379.png]


)x





6. xlog2x+2 = 8
Занятие 12.

Тема занятия: «Производная. Определение. Геометрический смысл. Производная сложной функции.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Определение производной.

[image: image896.png]


Пусть f(x) - определена и непрерывна в окрестности x0. Производная функции в точке x0 и ее обозначения: 

Основные правила дифференцирования
	Наименование
	Функция
	Производная

	умножение на постоянный множитель
сумма (разность) двух функций
	[image: image380.png]oy




[image: image381.png]



	[image: image382.png]o' +ogv’




[image: image383.png]



[image: image384.png]




	Произведение двух функций
	[image: image385.png]



	[image: image386.png]




	Частное двух функций
	[image: image387.png]=&




	[image: image388.png]




	Сложная функция
	y=F(u), u=φ(x) 
	[image: image389.png][ B
y f;fF(u) @)





	Обратная функция
	[image: image390.png]Y=y,
x=x(y)




	[image: image391.png])






Производные основных элементарных функций
	№ п/п
	Наименование функции
	Функция и её производная

	1
	константа
	[image: image392](c)’=0

	2
	степенная функция

  

 
частные случаи
	[image: image393.png]=, a#0




[image: image394.png]




	3
	показательная функция

 
частный случай
	[image: image395.png](a’)’:a’]na, a>0,a#1




[image: image396.png]




	4
	логарифмическая функция

  

 
частный случай 
	[image: image397.png]! 1
1 = La=0,a#1
(log, ) = —a>0.




[image: image398.png]




	5
	тригонометрические функции
	[image: image399.png](sinx) = cosx



; 
[image: image400.png]


; 
[image: image401.png]


; 
[image: image402.png]


; 

	6
	обратные тригонометрические функции
	[image: image403.png](aresinx) = ——-




;
[image: image404.png](arccos)




;
[image: image405.png](arctgx)




; 
[image: image406.png](arcetgx






[image: image897.png]


Производная n-го порядка (n-ая производная ) функции y=f(x): [image: image407.png]) = Q: [y ) ,n=23,..
ax




Уравнение касательной. 

[image: image408.png]¥ = Flx) = F(x)(x— x)




Задания.

№ 1. Вычислить [image: image410.png]f(x) — cos x—cos(3x)
osxcosB3Y v % 0;£(0) =0



 при х=0 и в произвольной точке

№ 2. Найти производные следующих функций:
1. [image: image412.png]y=Vx+i-3




2. [image: image414.png]1+x

2-x




3. [image: image416.png]



4. [image: image418.png]x 4 pmx 4 1
y=3"+e ¥+




5. [image: image420.png]y=62—x+D(2)




6. [image: image422.png]y =+/xlog, 5




7. [image: image424.png]2 _logyx

Togs
nx




8. [image: image426.png]y = Y1 —3x




9. [image: image428.png]



10. [image: image430.png]y = sin(cos/x)




№ 3. Найти производные второго порядка следующих функций:

1. [image: image432.png]



2. [image: image434.png]y =In(2x—3)




3. [image: image436.png]y = sin? 2x




4. [image: image438.png]



5. [image: image439.png]



6. [image: image440.png]x

NS

f®=



. Найти [image: image441.png]



№ 4. Найти производные n-го порядка следующих функций:

1.  [image: image443.png]y = sin®x




2.   [image: image445.png]y = sin x cos 2x




3. [image: image447.png]



4. [image: image449.png]*P_ax+2




№ 5. Построить касательную графика функции 
1. [image: image451.png]flx)=x*—1



 в точке (0, -1) 
2. [image: image453.png]flx)=x*—1



 в точке (1, 0).
3. [image: image454.png]Fx=x"+1



 в точке с абсциссой [image: image455.png]


.
4. [image: image456.png]fx)=¢



 в точке с абсциссой [image: image457.png]



5. [image: image458.png],@:,[

x-1



 в точке с абсциссой [image: image459.png]



Занятие 13.

Тема занятия: «Исследование функций одной переменной.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Аналитическое представление функции в явном виде: [image: image460.png]y=f(x)




Четность функции

Четная функция: [image: image461.png]


.

Нечетная функция: [image: image462.png]


.

Периодичность

Периодическая функция: [image: image463.png]


, где T – период функции, [image: image464.png]T7>0



.
Ограниченность функции.

[image: image465.png]dynkuusa f, onpelesieHHas Ha MHoxecTBe X, HasbiBaelca O02PAHU-
4eHHOll HAa MHOXecTBe X7 X, ecau f(xj), T. €. MHOXECTBO ee 3Ha-
YeHHH HA MHOxecTBe Xj, OrpaHHYeHO, T. €. €CJH CyIleCcTBYIOT MOCTOSAH-
Hole m W M Takve, uTo A/ Bcex 3HaueHuH x U3 X BHINOJNHAETCS
HEpaBEHCTBO




[image: image466.png]m< f(x) < M.




[image: image467.png]B nporuBHOM ciyuae GDYHKUAA Ha3bIBAETCH HeE02pAHU4EHHOL.




Непрерывность функции.

[image: image468.png]OyHKUHS Yy = f (X) Ha3LIBaeTCA HenpepouisHoli 8 moyKe X = @, ecJd
YHCJIO @ NPHHAANEXHT 00/acTH omnpefenenus QyHKuuH, npepesa lim f (x)
X-+a -

CyW]eCTBYET MW paBeH 3HAYeHHIO QYyHKIHH B TOUKe X = Q!

liﬂ;f (x) = [ (a),




Монотонность функции.
[image: image469.png]dyuxkuua f(x) Ha3bIBaeTCs gospacmawtyell Ha MHOMKecTBE X, ecJiH
AJis TIPOHU3BOJIBHBIX Xi, Xg U3 X NIpPH X¥i < Xy BLIIOJHAETCS HEPaBEHCTBO
[ (x1) < f(xg), T. e. OoJsblleMy 3HaueHHID AapryMeHTa COOTBETCTBYET
GoJsbilee 3HaueHHe GyHKUHH.

dyukumsa f(x) HasbiBaeTcs yboisaroujeli Ha MHoOXecTBe X, ecau AJA
NPOU3BOJIbHBIX Xi, Xo W3 X NpPH Xj < X3 BHINOJNHAETCA HEPaBEHCTBO
f(xi)> f(xg), T. e. OGojblieMy 3HAYEHHIO apryMeHTa COOTBETCTBYET
MeHbllee 3HaueHHe ¢yHKUMH. Boapacraloumue u yObiBaiomue ¢GyHKIHH
Ha3bIBAlOT CMPOE0 MOHOMOHHbIMU.




План исследования функции (в элементарной математике):

1. Элементарное исследование:

- найти область определения и область значений;

- выяснить общие свойства: четность(нечетность), периодичность;

- найти точки пересечения с осями координат;

- определить участки знакопостоянства.

2. Исследование с помощью производной:

- найти критические точки;

- определить интервалы возрастания и убывания функции;

- определить экстремумы.

3. Построение графика функции.

Рекомендации по применению плана исследования функции:

1. Отдельные элементы исследования наносятся на график постепенно, по мере их нахождения.

2. Если появляются затруднения с построением графика функции, то находятся значения функции в некоторых дополнительных точках.

3. Целью исследования является описание характера поведения функции, поэтому строится не точный график, а его приближение, на котором четко обозначены найденные элементы (экстремумы, точки перегиба, асимптоты и т.д.).

4. Строго придерживаться приведенного плана необязательно; важно не упустить характерные элементы поведения функции.

Задания.

Найти область определения функции:

[image: image470.png]_ Wl =x)

t92x




[image: image471.png]



[image: image472.png]VB-2x— 47
cosx





[image: image473.png]arcsino, 5x
Vii-1





Найти область значений функции
[image: image474.png]cos®x — cosx





[image: image475.png]y =3cosx —4sinx —1




Найти сумму целых значений функции

[image: image476.png]3
FVEcosTx+ dcosx + 17





[image: image477.png]9sin? x + 6cosx + 16





Определить является четной или нечетной функция

[image: image478.png]



[image: image479.png]



[image: image480.png]y =/xZcos2xtan3x




Найдите нули функции, промежутки знакопостоянства, возрастания и убывания

[image: image481.png]X

=201 +sing

X
cos3)





[image: image482.png]



[image: image483.png]



Занятие 14.

Тема занятия: «Неявно заданная функция. Параметрически заданная функция.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

Методические материалы.

Неявно заданная функция.

Функция вида F(x, y) = 0 называется неявно заданной.
Если F(x,y) можно разложить на множители 
[image: image484.wmf])
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, то данному уравнению соответствует система кривых 
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 EMBED Equation.3  [image: image486.wmf]0
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Особенности неявно заданных функций и их графическое отображение.

Если уравнение кривой F(x, y) = 0 не меняется при замене х на –х, то кривая симметрична относительно оси ординат.

Если уравнение кривой F(x, y) = 0 не меняется при замене у на – у, то кривая симметрична относительно оси абсцисс.

Если уравнение кривой F(x,y)=0 не меняется при одновременной замене х на –х и у на – у, то кривая симметрична относительно начала координат.
Если уравнение кривой F(x,y)=0 не меняется при замене у на х, а х на у, то кривая симметрична относительно биссектрисы у=х.

Точки пересечения кривой F(х, у)=0 с осями координат. Точки пересечения с осью абсцисс — это решения системы уравнений
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Точки пересечения с осью ординат — это решения системы уравнений
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Другие точки графика.

Для более точного построения графика кривой F(x, у) иногда полезно найти отдельные точки этой кривой, не ле​жащие на координатных осях. Такие дополнительные точки целе​сообразно искать как точки пересечения кривой с прямыми у=kx при различных значениях k.
Если уравнения кривой F(х, у)=0 можно преобразовать к виду

[image: image489.wmf],
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то координаты точек пересечения, кривых
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удовлетворяют уравнению начальной кривой и, следовательно, при​надлежат ей.
Асимптоты кривой F(х, у)=0. 
Для нахождения горизонтальных асимптот кривой F(х, у)=0 приравнивают нулю коэффициент при высшей степени х, входящей в уравнение; причем если этот коэффи​циент — постоянная величина, то горизонтальных асимптот нет.
Для нахождения вертикальных асимптот кривой F(х, у)=0 при​равнивают нулю коэффициент при высшей степени у, входящей в уравнение этой кривой.

Для нахождения наклонных асимптот кривой F(х, у)=0 надо в уравнении кривой заменить у на kx + b, приравнять нулю коэф​фициенты при двух высших степенях х и полученную систему решить относительно k и b.
Параметрически заданная функция.
Функция задана параметрически, если каждая координата x и y является функцией некоторой переменной t 
[image: image491.png]



где t – параметр,[image: image493.png]


.
В этом случае исследование и построение графика функции проводятся также, как для функции, заданной уравнением [image: image494.png]


 Сначала строят графики функций  [image: image496.png]


 и [image: image498.png]


 соответственно в системах координат [image: image500.png]tOx u t0y



. Учитывая графическое изображение функций [image: image502.png]


 и [image: image504.png]


, исследуют функцию[image: image506.png]


. 
Особенности параметрически заданных функций и их графическое отображение.

График симметричен относительно оси ординат Oy, если при замене переменной t на –t не меняется значение  у, а х переходит в –х. 
График функции симметричен относительно оси абсцисс, если при замене переменной t на –t не меняется значение  х, а у переходит в –у; 
Период функции определяется по периодам функций  [image: image508.png]


 и [image: image510.png]


.
Точки пересечения с осями координат.
Для нахождения точек пересечения графика функции с осью абсцисс надо найти те значения t, при которых у=0 (решаем уравнение [image: image512.png]P(t) = 0).



 и находим соответствующее значение [image: image514.png]


; аналогично находим точки пересечения с осью ординат.

Другие точки графика.

Иногда целесообразно определять точки пересечения графика с биссектрисами координатных углов у=х и у= -х, для чего решают соответственно уравнения 

[image: image515.png]


,
откуда находят значения t и для них значения функций [image: image517.png]YEn



, которые при найденных t и дадут коор​динаты искомых точек.

В простейших случаях можно строить графики параметрически заданных функций по точкам.
Задания.

№ 1. Исследовать асимптоты кривой

1. х2у2 + у4 — 16х2 = 0. 
Решение.

Переписываем уравнение в виде
(у2 — 16) х2 + у4 = 0.
Приравниваем нулю коэффициент при х2:
у2 — 16 = 0,

откуда у – 4 = 0 и у + 4 = 0 — горизонтальные асимптоты рассмат​риваемой кривой.
2. Зу2 — ху2 — 5х2у = 0
Решение. 
Действительно, переписываем уравнение в виде
(З — х)у2 — 5х2у = 0,
откуда 3 — х = 0 вертикальная асимптота, у= 0 - горизонтальная асимптота.

3. х3 + у3 – 3х2 = 0

Решение. 

Ищем наклонные асимптоты.
заменяем в уравнении кривой у на kx + b:
х3 + (kx + b)3 – 3х2 = 0,

(1+k3)х3 + 3(bk2-1)х2 - 3bkx– 3х2 = 0.

Решаем систему
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Откуда k= —1, b= 1. Следовательно, у = -x + 1 — наклонная асимптота рассматриваемой кривой.

№ 2. Исследовать и построить график неявно заданной функции
1. 
[image: image519.wmf].
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Решение. 
Для нахождения области определения неявно заданной функций решаем заданное уравнение относительно у. Получаем

[image: image520.wmf]1
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 и 
[image: image521.wmf],
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т. е. имеем две ветви кривой. В области определения обеих ветвей должно выполняться неравенство

[image: image522.wmf],
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справедливое для 
[image: image524.wmf]x
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. Для точек второй ветви необходимо, чтобы 
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 что возможно лишь при условии 
[image: image527.wmf].
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Следовательно, область определения первой ветви: 
[image: image528.wmf][

]
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,

, область определения второй ветви: [—1; 1].
Кривая симметрична относительно осей координат. Горизонталь​ных и вертикальных асимптот она не имеет, поскольку коэффициенты при высших степенях х и у в уравнении постоянные. Находим наклонные асимптоты. Имеем

[image: image529.wmf].
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Приравниваем нулю коэффициенты при x4, х3 и получаем

[image: image530.wmf]î
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откуда k = ± 1, b = 0.
Следовательно, прямые у = х и у = -х - наклонные асимптоты рассматриваемой кривой.
Рассмотрим несколько дополнительных точек кривой. Для этого решим систему уравнений
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при различных значениях k:
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Эскиз графика представлен на рис. 320.
[image: image533.png]Puc. 320, x4+ 2t — x? gt = 0. Puc. 321, yt = x4 1.




2. 
[image: image534.wmf].
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Решение.

Построить график функции

[image: image535.wmf].
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Решаем уравнение относительно y:


[image: image536.wmf].
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Функция определена при х
[image: image537.wmf]³

1. Кривая симметрична относительно оси абсцисс. Кривая асимптот не имеет.
Для построения графика верхней ветви кривой записываем функ​цию 
[image: image538.wmf]1
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с помощью промежуточного аргумента t:
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По графикам этих функций строим график верхней ветви кри​вой, а отобразив последнюю относительно оси абсцисс, получим график и нижней ветви кривой (рис. 321).
3. 
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№ 3. Исследовать и построить график параметрически заданной функции
1. [image: image898.png]


[image: image541.png]


 [image: image542.png]



Решение.
Составим таблицу значений:
	t
	0
	1
	2
	3
	-1
	-2
	-3

	x
	0
	1
	4
	9
	1
	4
	9

	y
	0
	1
	8
	27
	-1
	-8
	-27


Построив найденные точки (x; у), полу​чим искомую кривую.

2. [image: image543.png]


 [image: image544.png]y=1-t3




Решение.

В системе координат tOх строим график функции [image: image546.png]


(рис. 2, а), а в системе координат tOy — график функции [image: image548.png]y=1-t%



(рис. 2, б).
Теперь проводим исследование функции у=у(х).
[image: image899.png]


Область определения (см. рис. 2, а): (-∞; ∞). Область значений (см. рис. 2, б):(- ∞; 1]. 
Поскольку y(-t)=y(t), то t=0, т. е. x=1 - ось симметрии. Предельные значения функции: [image: image550.png]



Точки пересечения с осями координат:

а)
с осью ординат; решаем уравнение х=0, т.е. 1-t=0,откуда t=1; значение функции [image: image552.png]y=1-t%



 при t=1 равно у=0; следовательно, график функции у=у(х) пересекает ось ординат в точке (0; 0);

б)
с осью абсцисс; решаем уравнение y=0, т. е. [image: image554.png]1-t*=0



, получаем t=[image: image556.png]


, соответственно [image: image558.png]


, [image: image560.png]


; точки пересечения графика функции у = у(х) с осью абсцисс: О(0;0), С (2;0).

Точки пересечения с биссектрисами координатных углов:

а) с биссектрисой y=x; решаем уравнение [image: image562.png]1-t2

1-t,



 откуда [image: image564.png]


; следовательно, график функции y=y(x) пересекает биссектрису y=x в точках D(1;1) и O(0;0);

[image: image900.png]fim T S00) b SO+ A - FE)

x=ox XX A0 Ax

- jim =y ==L )



б)
с биссектрисой y= -x; решаем уравнение [image: image566.png]


 или [image: image568.png]t24t—2




 откуда [image: image570.png]


; следовательно, с биссектрисой y= -x  график функции y=y(x) пересекается в точках О(0;0) и Е(3;-3).

Теперь выполняем построение графика функции у=у(х): проводим прямую у= 1 (график функции у = у (х) располагается ниже этой прямой), далее обозначим точки пересечения графика функции у = у (х) с осями координат и биссектрисами координатных углов: О, С, D, Е. График функции [image: image572.png]x

1-ty=1-t*



 представлен на рис. 2, в.
3. [image: image573.png]x =t*-2t,



 [image: image574.png]y =t*+2t.




4. [image: image575.png]


 [image: image577.png]ti— ¢t




5. [image: image578.png]


 [image: image579.png]



6. х= 2аcost— acos2t, у=2аsin t— asin 2t (кардиоида)
Решение.
Строим графики функций х = 2а cost— acos2t,у= 2а sint— asin2t. 

Исследуем функцию y=y(x). Область определения функции: [—За; а]. Область значений функции: [—2а; 2а]. График функции симметричен относительно оси абсцисс. Поскольку функции х = 2а cost— acos2t, у= 2а sint— asin2t периодические с периодом 2π, то и функция y=y(x) периодическая с периодом 2π. Предельные значения функции у=у(х) на концах отрезка [0; 2] равны нулю. График представлен на рис. 276.
[image: image580.png].y

= tet, y = te—". Pre. 276, x=2acost—acos 2, y=
Puc. 275. x = tef, y = te™". == 2a5in # — a sin 2f (kapAucuza).





Занятие 15.

Тема занятия: «Полярные координаты. Графики функций в полярных координатах.»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

Методические материалы.

Полярные координаты. 
[image: image581.png][MonspHble KOOPAMHATBHI TOYKH Ha MJIOCKOCTH — 3TO JBA 4YH(J/a, KOTO-
pbie OIlpeje/IFIOT NOJIOXKeHHe 9TOH TOYKM.OTHOCHTEJIbHO HeKOTOpoil Pukcu-
posanHoii ToukH O (mosoca) W HeKoTOporo ¢ukcuposaHHoro Jyuya Op
(moaspHoit ocH). IlepBas KkoopxuHaTta P 1T04YKH M (p; @) — MOJIAPHLIH
pajuyc — ONpejeisieT paccTOosiHHe TOuKM oT noJoca: OM = p; BTopas
KOOpAMHATA (@ — IOJNAPHBEIH YIoJ — YroJ, Ha KOTOPhIH Hajao MOBEPHYTb
och Op B NMOJIOXKHTENbHOM HJIH OTPHULATEJLHOM HANpaBNeHHH LO COBMa-
Ieunsi ¢ ayuom OM (puc. 11). Tlonsipupiit yros cunTaeTcsi NOJIOXKHTEJb-
HbIM NPH OTCYETe OT MOJISIPHOA OCH NPOTHB YacOBOH CTpeJIKM H OTpHLUA-
TeJbHbIM — IIPH OTCUETE B NPOTHBONOJOKHYIO CTOPOHY.




[image: image582.png]Ecsan B nojspHo# cuCTeMe KOOpPJAHHAT YCJOBUMCH JJIHHY NOJISPHOTO
pazuyca cuMTaTh HeoTpHUAaTeJbHOH (0 << p < o) W moJApHHIH yroa O6paThb




[image: image583.png]B HHTCpBaJIE U @ < <7, TO 3TUM YCTAQHABJ/IMBAETCA B3aHMHO OJHO3Ha4-
HOE€ COOTBETCTBHE MeXKAy TOYKAMH INWIOCKOCTH U NOJAPHBIMH KOOL AHHA-
TAMH (p; (P), 3a HCKJIIOYCHHCM M0J10CAa, KOTOpblﬁ KOHKPETHOro noJspHoro
yrjia HeE HMeeT. 3TO COOTBeTCTBHE yI[O6H0 HMETb B BHAY IIPH pELIEHHH
3aJa4 HAa noCTpoeHue OTAEJbHBIX TOYEK Ha IWIOCKOCTH, OmnpelieJienne pac-
CTOAHHA MeX Ny QZIBYMH TOUKaMH, JeJieHHe OTpe€3Ka B 3ajaHHOM OTHCIIE-
HHUUN H ﬂpa .




[image: image584.png]Bo MHorux 3ajayax npuxojauTc
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[image: image585.png]YeHHs ¢ OTKJaJAbIBalOT OT MOJIAPHOH OCH MO YacOBOH CTpeJKe, a OTpH-
nareJibHble 3HAUYeHHA P — Ha mpojo/ikenun Jyua OQ c¢ npyroil CTOpOHHI
OT nojoca. Torja 3HadeHHs @ Mexay 0 ¥ 2@ wam Mexay —mn H |7
Ha3bIBAIOT IVIaBHBIMH. B 3TOM C/lyuae mpou3BOJIbHAs Mapa KOOPAMHAT (P} @)
onpejenseT Ha IVIOCKOCTH TOJNILKO OJHY TOYKY, a OJHOH TOYKe IJIOCKOCTH
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Исследование функций в полярной системе координат.
Общий вид функции, заданной уравнением в полярных координатах, такой:

                                                                                        ρ=f([image: image593.png]


)

а в неявном виде: F(ρ, [image: image595.png]


)=0

Функцию ρ=f([image: image597.png]


) можно исследовать в полярной системе координат путем сравнения ее с функцией в декартовой системе координат y=f(x), которую получаем из первой, меняя в ней ρ на y, а φ на x. Тогда естественно, что исследование функции ρ=f([image: image599.png]


) можно выполнять по схеме исследования функции y=f(x).
Отметим некоторые особенности графика функции ρ=f([image: image601.png]


). Область определения a≤x≤b функции y=f(x) соответствует области определения a≤ [image: image603.png]


 ≤b функции ρ=f([image: image605.png]


). Особым точкам [image: image607.png]Xy



, [image: image609.png]X



, … функции y=f(x) соответствуют особые точки [image: image611.png]@1



=[image: image613.png]Xy



, [image: image615.png]@1



=[image: image617.png]X



,… функции ρ=f([image: image619.png]


).
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Симметрия. Пусть y=f(x) – четная функция. Вследствие равенства f(x)=f(-x) имеем, что точки A(x;y) и B(-x;y) кривой y=f(x) соответствуют точки A1([image: image622.png]


) и B1(ρ;π-[image: image624.png]


) (рис.291) кривой ρ=f([image: image626.png]


), а точкам A(x;-y) и B(-x;-y) (рис. 292)-точки A1([image: image628.png]


) и B1(ρ;π+[image: image630.png]


).


Пусть y=f(x) – нечетная функция. Тогда точкам A(x;y) и B(-x;-y), симметричным относительно начала координат в декартовой системе координат соответствуют точки A1([image: image632.png]


) и B1(ρ;π+[image: image634.png]


)
Период функции y=f(x) такой же, как и период функции ρ=f([image: image636.png]


). Отсюда следует, что достаточно построить график функции ρ=f([image: image638.png]


) в секторе с углом вершины, равным периоду, а затем с помощью постепенного поворота на углы, кратные периоду, строим искомый график.

Задания.

№ 1. Записать график в полярной системе координат.
1. y=kx

2. y^2+x^2=R^2

3. (y-a)^2+(x-b)^2=R^2
№ 2. Точку, заданную в декартовой системе координат, записать в полярной системе.

(0;0), (1;1), (-1,-1), (1,-1), (-1,1), ((3;1), (-1;(3)

№ 3. Построить график функции в полярной системе координат. 

1. ρ=a[image: image640.png]


 (спираль Архимеда), а>0

Решение.

Проиллюстрируем на этом примере, каким образом можно построить графики функций, заданных в полярных координатах, по точкам.
Составим таблицу значений для [image: image642.png]¢ >0



, придавая [image: image644.png]


 значения через промежутки, например [image: image646.png]
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0
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Значения ρ в таблице приведены приближенно. 
Построив точки в плоскости координат и соединив их плавной линией, получим график функции для  [image: image674.png]


 >0. Из уравнения ρ=a[image: image676.png]


 очевидно, что область определения функции [-∞;∞]. При 0<[image: image678.png]


 <∞ имеем 0< ρ <∞. Если -∞ <[image: image680.png]


 <0, то -∞< ρ <0. Следовательно, спираль Архимеда состоит из двух ветвей, расположенных симметрично относительно прямой, проходящей через полюс перпендикулярно к полярной оси.График функции ρ=a[image: image682.png]


 представлен на рис. 297. Основной линией изображена ветвь при [image: image684.png]


>0, вспомогательной – при [image: image686.png]


=0.
Занятие 16.

Тема занятия: «Полярные координаты. Графики функций в полярных координатах»
План занятия.

1. Знакомство с теоретическим материалом.

2. Разбор заданий под руководством преподавателя.

3. Самостоятельное выполнение заданий.

Методические материалы.

Построение графиков функций в полярной системе координат
В простейших случаях допустимо строить график функции, заданной в полярных координатах, по точкам (см. пример занятия 15). 

Построение графика функции ρ=f([image: image688.png]®)



 в общем случае осуществляется так: а) строят для функции ρ=f([image: image690.png]®)



 соответствующую функцию y=f(x); б) исследуют функцию ρ=f([image: image692.png]®)



, сравнивая ее с соответствующей функцией y=f(x), учитывая отмеченные выше особенности графика функции ρ=f([image: image694.png]®)



; в) выполняют построение графика функции ρ=f([image: image696.png]®)



 по графику функции y=f(x).
Ограниченность функции.
Если функция y=f(x) ограничена (M<f(x)<N) то, как известно, ее график располагается между прямыми y=M и y = N. Для соответствующей функции ρ=f([image: image698.png]


) справедливо неравенство M<f([image: image700.png]


)<N, и график функции ρ=f([image: image702.png]


) располагается в кольце, внутренний радиус которого равен М, а внешний –N.
Монотонность функции.

Если функция y=f(x) имеет экстремум при x=[image: image704.png]X



, то функция ρ=f([image: image706.png]®)



 имеет экстремум при [image: image708.png]


=[image: image710.png]Po



. Если функция y=f(x) убывает в некотором промежутке, то в полярной системе координат для функции ρ=f([image: image712.png]®)



 при движении по часовой стрелке значение радиуса уменьшается, а при движении против часовой стрелки – увеличивается.

Асимптоты функции.

Горизонтальная асимптота y=c кривой y=f(x) в декартовой системе координат переходит в асимптотическую окружность ρ=с в полярной системе координат. В частности, если с=0, то окружность вырождается в точку.
Вертикальная асимптота x=b кривой y=f(x) в декартовой системе координат переходит в общем случае в луч [image: image714.png]


=b в полярной системе координат. В частности, если b=0, то асимптота х=0 переходит в полярной системе координат в полярную ось; если b=[image: image716.png]; + 2mk
3



, где k – некоторое целое число, то асимптота x=b переходит в вертикальный луч [image: image718.png]


 = [image: image720.png]; + 2mk
3



.

Замечание. Для построения графика функции ρ=f([image: image722.png]®)



 при значениях [image: image724.png]


, соответствующих таким значениям х, при которых f(x) <0, достаточно построить график функции y=│f(x)│. Затем по этому графику строят кривую в полярной системе координат и поворачивают ее вокруг полюса на угол π. Получают кривую, соответствующую отрицательным значениям функции ρ=f([image: image726.png]®)



. Следовательно, построение кривой ρ=f([image: image728.png]®)



 надо вначале выполнить для [image: image730.png]


, соответсвующих значениям х, при которых f(x)>0, а затем строить кривую ρ=f([image: image732.png]®)



 для [image: image734.png]


, соответствующих значениям х, при которых f(x)<0.
Задания.

Построить график функции в полярной системе координат
1. ρ=3sin2[image: image736.png]


 (четырехлепестковая роза ρ=аsin2[image: image738.png]


)
Решение.
Исследуем функцию ρ=3sin2[image: image740.png]


, сравнивая ее с функцией y=3sin2[image: image742.png]


. Функция y=3sin2[image: image744.png]


 определена для любых х, следовательно, функция ρ=3sin2[image: image746.png]


 тоже определена для любых [image: image748.png]


, Функция y=3sin2[image: image750.png]


 нечетная, следовательно, кривая ρ=3sin2[image: image752.png]


 симметрична относительно полюса, Поскольку функция y=3sin2[image: image754.png]


 периодическая с периодом π, то и функция ρ=3sin2[image: image756.png]


 периодическая в периодом π. Функция y=3sin2[image: image758.png]


 ограничена (│3sin2[image: image760.png]


), следовательно, функция ρ=3sin2[image: image762.png]


  тоже ограничена (│3sin2[image: image764.png]


│≤3). Функция y=3sin2[image: image766.png]


 на [0;π] имеет максимум при х=[image: image768.png]


(y=3) и минимум при х=  [image: image770.png]


 (y=-3). Соответственно, функция ρ=3sin2[image: image772.png]


 имеет экстремальные значения при

[image: image774.png]


    [image: image776.png]


=[image: image778.png]


 эти значения равны 3 и -3.

Функция y=3sin2[image: image780.png]


 при x [image: image782.png]


 ]0;[image: image784.png]


 [[image: image786.png]


][image: image788.png]


 ;[image: image790.png]


 [ возрастающая при x [image: image792.png]


 ][image: image794.png]


;[image: image796.png]


 [[image: image798.png]


][image: image800.png]


 ;[image: image802.png]


 [  убывающая; соответственно, функция, ρ=3sin2[image: image804.png]


 возрастающая при [image: image806.png]


 [image: image808.png]


 ][image: image810.png]


;[image: image812.png]


 [[image: image814.png]


][image: image816.png]


 ;[image: image818.png]


 [. Кривая y=3sin2[image: image820.png]


 асимптот не имеет, не имеет их и кривая ρ=3sin2[image: image822.png]


. Следовательно, кривая ρ=3sin2[image: image824.png]


 располагается в круге радиусом 3 с центром в полюсе.
Учитывая симметрию кривой ρ=3sin2[image: image826.png]


 относительно полюса и ее периодичность, строим кривую ρ=3sin2[image: image828.png]


 для 0≤[image: image830.png]


 ≤[image: image832.png]


. Это построение выполняем так: сначала строим точку экстремума     

A1([image: image834.png]


) и точки, для которых ρ = 0: A2([image: image836.png]


), A1([image: image838.png]


); после этого строим точки B1(ρ;[image: image840.png]ol g



), B2(ρ;[image: image842.png]


) .
Заметим, что значения ρ для точек B1 и  B2  получим из графика функции  y=3sin2[image: image844.png]


 , взяв соответствующую ординату кривой для точек х=[image: image846.png]


  и х=[image: image848.png]


 . Аналогично строим точки С1 и С2 . Проведя через эти точки линию, получим график функции ρ=3sin2[image: image850.png]


  для 0≤[image: image852.png]


 ≤[image: image854.png]


 (рис 298, а). Учитывая симметрию относительно полюса, строим кривую ρ=3sin2[image: image856.png]


  для - [image: image858.png]


 ≤[image: image860.png]


 ≤0 (рис 298, б). Наконец, с помощью поворота на угол [image: image862.png]


 вокруг полюса получаем график функции ρ=3sin2[image: image864.png]


  (рис 298 в).

[image: image865.png]SO,

Puc. 208. p =3 sin 2¢ (verMpexaenccriosas posa).

a




2. ρ=αcos2[image: image867.png]


   (четырехлепестковая роза)

Решение.

Воспользовавшись формулой cos2[image: image869.png]


=sin([image: image871.png]


+2[image: image873.png]


) приведем заданную функцию к виду 

ρ =αsin([image: image875.png]


+2[image: image877.png]


).

[image: image902.png]N




Очевидно, что график функции ρ =αsin([image: image879.png]


+2[image: image881.png]


) получим из графика функции ρ=αcos2[image: image883.png]


   с помощью поворота на [image: image885.png]


 (рис 299)
3. ρ=[image: image887.png]


, или ln ρ=α[image: image889.png]


 (логарифмическая спираль), α>0
4. ρ =[image: image891.png]


, [image: image893.png]


 >0.

5. ρ =[image: image895.png]


b (конхоида)

Занятие 17.

Тема занятия: «Контрольная работа № 2.»
План занятия.

1. Контрольная работа № 2.

Методические материалы.

Содержит задачи из разделов: "Основные тригонометрические функции и обратные тригонометрические функции", "Преобразование тригонометрических выражений", "Показательная функция. Показательные уравнения и неравенства", "Логарифмическая функция. Логарифмические уравнения и неравенства", "Производная. Геометрический смысл. Производная сложной функции", "Исследование функций одной переменной".

3. Контрольные мероприятия

Перед проведением текущих аттестаций выполняются контрольные работы. Контрольные работы направлены на выявление практических навыков в решении задач элементарной математики по рассмотренным темам и усвоения нового материала. Представляют собой билет с 5 задачами. 

Контрольная работа № 1.

Планируется на 7 занятии. На ее выполнение отводится 1 час времени.

Контрольная работа № 2.

Планируется на последнем занятии. На ее выполнение отводится 1 час времени.

4. Требования при подведении итогов текущей и промежуточной аттестаций, определяющие условия, при которых цикл практических занятий считается зачтенным
Дисциплина состоит из курса с практическими занятиями, завершающегося зачетом.
Знания студентов по дисциплине оцениваются по 100-бальной системе со следующими диапазонами баллов:

	Зачет
	Не зачтено
	Зачтено

	Академическая оценка (по 4-бальной системе)
	Неудовлет-ворительно
	Удовлет-ворительно
	Хорошо
	Отлично

	Бальная оценка (по 100-бальной системе)
	От 0 до 39 включи-тельно
	От 40 до 60 вклю-чительно
	Свыше 60 до 80 вклю-чительно
	Свыше 80 до 100 вклю-чительно


Бальная оценка по дисциплине определяется как сумма баллов, набранных студентом в результате работы в семестре (текущая успеваемость, 60 баллов) и на зачете (промежуточная аттестация, 40 баллов).
Бальная оценка текущей успеваемости складывается из следующих показателей:

· посещаемость — 0-10 баллов (0-5 баллов на каждую аттестацию);

· выполнение контрольной работы № 1 — 0-15 баллов,

· выполнение контрольной работы № 2 — 0-15 баллов,

· выполнение домашних заданий — 0-20 баллов  (0-10 баллов на каждую аттестацию).

Отчеты по выполнению самостоятельной работы (домашних заданий) сдаются на проверку дважды в семестре: первый отчет не позднее 31 октября (дня текущей аттестации), второй отчет не позднее зачетной недели. Студенты, не сдавшие отчеты по самостоятельной работе, не допускаются к промежуточной аттестации. 

Практические занятия к текущей аттестации будет зачтены при условии выполнения домашних заданий, что подтверждается сдачей отчета по домашним заданиям и набранной балльной оценки не менее 10 баллов. 

Цикл практических занятий за семестр считается зачтенным при условии выполнения контрольных работ и сдачи отчетов, содержащих домашние задания. 
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