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Лабораторная работа 1. 

Прямые методы решения систем линейных уравнений. Метод Крамера. Метод Гаусса. Метод прогонки.
1. Цель и задачи работы
Получить навык 

- анализа различных численных методов решения системы линейных алгебраических уравнений;

- разработки программных средств для решения численными методами системы линейных алгебраических уравнений.
2. Теоретические положения

Требуется найти решение системы линейных уравнений

Ax = b, 
(1) 

где 
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 – квадратная матрица коэффициентов при неизвестных; 
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 – вектор-столбец правых частей системы. 
С точки зрения классической теории линейных алгебраических систем система с n неизвестными имеет единственное решение, если определитель системы отличен от нуля [image: image4.wmf]0
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Метод прогонки
Метод прогонки принадлежит к числу прямых методов решения систем линейных уравнений и используется в тех случаях, в которых многие коэффициенты матрицы равны нулю. Это обстоятельство учтено при реализации метода прогонки, в котором исключаются преобразования с нулевыми элементами. В методе прогонки применительно к системе линейных уравнений, имеющих трехдиагональную матрицу, можно выделить следующие этапы.

• Приведение трехдиагональной матрицы к верхней треугольной (прямой ход), В случае трехдиагональной матрицы это означает приведение к двухдиагональной, т. е. приведение исходной системы к системе, содержащей по два неизвестных в каждом уравнении, кроме последнего, в котором содержится только одно неизвестное. 

• Запись обратного хода в виде [image: image5.wmf]1
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, так как преобразованная матрица – двухдиагональная.

•Вывод рекуррентного соотношения для [image: image6.wmf]1
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 и получение соотношения для [image: image10.wmf]2
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• Осуществление обратного хода метода прогонки и определение всех неизвестных.

Рассматриваемый метод прогонки представляет собой модификацию метода исключения Гаусса, использующую специальный регулярный вид матрицы системы. Запишем систему линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей в виде


[image: image13.wmf].
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  i = 1,2,…, n, 
(2.6)
Запись (2.6) представляет собой так называемый КАНОНИЧЕСКИЙ ВИД СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДА ПРОГОНКИ. При этом матрица система (2.6) имеет вид
[image: image14.wmf].
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Прямой ход метода прогонки сводится к исключению неизвестного [image: image15.wmf]1
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 в каждом уравнении системы. Получаемая в результате прямого хода система содержит в каждом уравнении только два неизвестных [image: image16.wmf]i
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, и матрица ее – верхняя треугольная с двумя диагоналями. Запишем i-ю строку преобразованной двухдиагональной матрицы в виде
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(2.7)

Если система (2.6) приведена к виду (2.7), то обратный ход метода Гаусса очевиден. Однако использование общих алгоритмов прямого и обратного хода нецелесообразно. Построим эффективную вычислительную схему, которая и составляет суть метода прогонки. Для этого, уменьшив в (2.7) индекс на единицу, запишем
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Подставляя [image: image20.wmf]1
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 в систему (2.6), получим соотношение
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из которого нетрудно получить

[image: image22.wmf][
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Сравнивая это соотношение с (2.7), можем записать рекуррентные соотношения


[image: image23.wmf][
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(2.8)

для вычисления так называемых ПРОГОНОЧНЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ.

Подчеркнем, что последующие значения прогоночных коэффициентов [image: image25.wmf]1
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 вычисляются только по известным коэффициентам системы (2.6) и известным предыдущим значениям прогоночных коэффициентов [image: image26.wmf].
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Для начала прямого хода метода прогонки необходимо задать начальные (стартовые) значения прогоночных коэффициентов, например,[image: image27.wmf].
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 Отметим, что, вообще говоря, начальные значения коэффициентов [image: image28.wmf].
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 в рассмотренной схеме вычислений не требуются, так как значения коэффициентов [image: image29.wmf]2
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вычисляются только через коэффициенты первого уравнения системы (2.6): при i = 1 из (2.6) получаем соотношение [image: image30.wmf].
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 Сравнивая это выражение с (2.7) при i =1, получаем [image: image31.wmf];
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 в обратном ходе вычисляем по соотношению [image: image34.wmf].
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 в качестве начальных значений целесообразно по двум причинам: сохраняется однородность вычислительного алгоритма для всех i = 2, 3, …,n; упрощается обсуждение и доказательство условия корректности и устойчивости метода прогонки. Из того обстоятельства, что коэффициенты  [image: image36.wmf]2
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 (в соотношениях(2.8) при i =1 коэффициенты [image: image38.wmf].
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 Для начала обратного хода метода прогонки необходимо для вычисления [image: image42.wmf]1
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, то из первого соотношения (2.8) вытекает, что [image: image45.wmf]0
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 и, следовательно, можно задать любое значение для [image: image46.wmf].
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Метод прогонки устойчив, если [image: image49.wmf].
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 Метод прогонки корректен, если [image: image50.wmf].
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Отметим, что при устойчивости метода прогонки ошибки округления не возрастают, а подавляются. Пусть [image: image51.wmf]1
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 - вычисленные с погрешностями значения решения. Пусть при этом коэффициенты [image: image52.wmf]1
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или

[image: image54.wmf].
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Из этой формулы при [image: image55.wmf],
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 следует, что в данном случае погрешность не возрастает.

Достаточным условием корректности метода прогонки и устойчивости его к погрешностям является условие преобладания диагональных коэффициентов:
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          i = 1,2, …, n. 
В самом деле, если хотя бы для одного значения i выполняется строгое неравенство 
[image: image57.wmf]1
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, то можно записать цепочку неравенств:
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Было показано, что можно положить [image: image59.wmf]0
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 и тогда, во-первых, для всех i выполняется 
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, что обеспечивает затухание погрешности, и, во-вторых, для всех i выполняется условие 
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 и, таким образом, не возникает ситуация деления на нуль. Так как условие [image: image62.wmf]i
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 является только достаточным, то невыполнение его не означает нарушения корректности и устойчивости.

Для реализации метода требуется примерно 8n операций, из которых 3n составляют операции типа умножения и 5n – операции типа сложения. При численном решении дифференциальных уравнений используются различные варианты метода прогонки: метод встречных прогонок, потоковая прогонка, матричная прогонка для систем векторных уравнений. Отметим, что
[image: image63.wmf][
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Метод прогонки обобщается на случай, при котором в системе (2.6) [image: image64.wmf]i
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- квадратные матрицы размерности [image: image65.wmf]m
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- векторы размерности m. Тогда соотношения (2.7) и (2.8) метода прогонки, в которых все действия совершаются уже над матрицами, а не над скалярами, сохраняются, а [image: image67.wmf][
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 в (2.8) является соответствующей обратной матрицей.

Условие устойчивости матричной прогонки выглядит как 
[image: image68.wmf]1
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3. Объекты исследования, оборудование, материалы и наглядные пособия

Объектом исследования данной лабораторной работы является метод  численного решения системы линейных алгебраических уравнений. 

Для выполнения работы необходимы ПК и соответствующее программное обеспечение: 

- MS WINDOWS;

- Delphi (любая другая оболочка языка высокого уровня);

- MS Office (для оформления отчета).

4. Задание на работу (рабочее задание)
1. Изучить метод прогонки и разработать его алгоритм. 

2. Разработать ПО для решения СЛАУ методом прогонки.

5. Ход работы (порядок выполнения работы)
Для выполнения лабораторной работы необходимо:

1) Ознакомиться с теоретической справкой;

2) Выполнить анализ поставленной задачи, выявить входную и выходную информацию и определить ее формат;

3) Разработать алгоритм решения задачи;

4) Разработать программное обеспечение;

5) Представить ПО преподавателю и получить допуск к защите работы;

6) Оформить отчет по лабораторной работе;

7) Защитить работу преподавателю, ответив на вопросы по ее содержанию и выполнению.
6. Содержание отчета
В отчете должны присутствовать следующие пункты:
1) задание;

2) математическое описание метода;

3) описание входных – выходных данных;
4) алгоритм  расчета;

5) текст программы (подпрограммы) расчета;

6) распечатка результатов работы программы;

7) проверка корректности работы программы.
Контрольные вопросы

Раздел 1. Метод Крамера и др.

1. Три составляющих погрешности

2. Для какой матрицы можно посчитать определитель? 

3. Условие существования обратной матрицы

4. Свойства нормы 

5. Формула расчета нормы вектора

6. Какие существуют нормы для матрицы?

7. Когда СЛАУ плохо обусловлена?

8. Условие существования решения СЛАУ

9. Алгоритм решения СЛАУ методом Крамера

10. Вид количество арифметических действий в методе Крамера

Раздел 2. Метод Гаусса.

1. Прямой ход метода Гаусса в теории, блок-схеме и программе (их согласование)

2. Обратный ход метода Гаусса в теории, блок-схеме и программе (их согласование)

3. Зачем применяют в алгоритме выбор главного элемента? 

4. Вид и количество арифметических действий в методе Гаусса
5. Какие задачи решают с помощью метода Гаусса?
Раздел 3. Метод прогонки.

1. Для каких систем можно применять метод прогонки?

2. Формулы расчета прогоночных коэффициентов

3. Условие устойчивости метода прогонки 

4. Условие корректности метода прогонки 

5. Какой прямой метод решения СЛАУ можно применять, если коэффициенты 
[image: image70.wmf]ij
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 сами являются матрицами [image: image71.wmf]m
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Раздел 4. Итерационные методы решения СЛАУ.

1. Условие сходимости метода простой итерации

2. Каким образом можно получить из уравнения Ax = b уравнение 
[image: image72.wmf]b
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3. Чем метод Зейделя отличается от метода простой итерации?

4. Какой из итерационных методов решения СЛАУ самый быстрый? 
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Лабораторная работа 2. 

Методы решения нелинейных уравнений.
1. Цель и задачи работы
Получить навык 

- анализа различных численных методов решения нелинейных алгебраических уравнений;

- разработки программных средств для решения численными методами нелинейных алгебраических уравнений.
2. Теоретические положения

В процессе приближенного отыскания корней уравнения выделяют два этапа: отделение корня и уточнение корня.

Под отделением корня понимается определение промежутка, содержащего один и только один корень уравнения. Одна из точек этого промежутка принимается за начальное приближения корня. Для этого применяется графический метод определения действительных корней, обладающей большой  наглядностью и позволяющий  относительно просто устанавливать возможность существования кратных корней. При графическом отделении корней бывает полезным представить уравнение
f(x) = 0
(1)

в эквивалентном виде [image: image73.wmf])
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2.1 Метод половинного деления
Пусть действительный корень уравнения f(x) = 0 отделен и функция f(x) непрерывна на интервале [a, b] отделения корня. Построим процесс сужения интервала [a, b] так, чтобы искомый корень всегда находился внутри суженного интервала. Очевидно, что в этом случае погрешность приближенного значения корня не превышает 
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 - граничные точки интервала на k-й итерации. Найдем середину отрезка 
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. Из двух половин отрезков выберем тот, в котором произведение является отрицательной величиной, и обозначим новые границы отрезка через [image: image82.wmf].
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 Затем новый отрезок разделим пополам, вновь составим аналогичные произведения и выберем тот из отрезков, в котором произведение – величина отрицательная.

2.2 Метод простой итерации нахождения корней нелинейных уравнений
При использовании метода простой итерации для уточнения корня уравнение f(x) = 0  заменяется эквивалентным уравнением
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Это означает, что из 
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 и наоборот. Привести уравнение (1) к уравнению (2) можно многими способами, например, положив [image: image86.wmf])
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 - непрерывная произвольная знакопостоянная функция.

Геометрически на интервале отделения корня уравнение представляется в виде двух пересекающихся линий [image: image88.wmf])
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 и  y  = x. Пологая, что известно начальное приближение [image: image89.wmf])
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, построим итерационный процесс
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изображенный на рисунке ломаной линией со стрелочками, указывающими направление движения. Для представленного на рисунке случая взаимного расположения линий y  = x и [image: image92.wmf])
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 неограниченное повторение вычислений по соотношению (2) позволяет сколь угодно близко подойти к точному значению корня 
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Рисунок 1. Графическая интерпретация метода простой итерации
2.3 Метод Ньютона
Вновь рассмотрим уравнение (1). Полагая, что погрешность [image: image95.wmf])
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 мала, а функция f(x) имеет непрерывную вторую производную, разложим 
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где [image: image98.wmf][
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. Учитывая, что 
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 и оставляя только линейную часть разложения в ряд (отсюда и другое название метода – МЕТОД ЛИНЕАРИЗАЦИИ), можем записать приближенное, линейное относительно погрешности, уравнение
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из которого для погрешности имеем

[image: image101.wmf]).
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Так как использована лишь линейная часть разложения в ряд, то при подстановке (3) в соотношение [image: image102.wmf],
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 следующее из соотношения для погрешности, получим вместо 
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 лишь приближенное уточненное значение корня, которое обозначим [image: image104.wmf].
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 Тогда можем записать основное соотношение метода Ньютона в виде


[image: image105.wmf].
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Это соотношение позволяет построить последовательность приближений [image: image106.wmf],...
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 к точному значению корня по заданному приближению [image: image107.wmf].
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Геометрически процесс (4) означает замену на каждой итерации кривой y = f(x) на касательную к ней в точке [image: image108.wmf][
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 и определение значения [image: image109.wmf])
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 как координаты точки пересечения касательной и оси абсцисс (рис. 2). С рассмотренной интерпретацией соотношения (4) связано еще одно название метода – МЕТОД КАСАТЕЛЬНЫХ.
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Рисунок 2. Графическая интерпретация метода Ньютона
Метод Ньютона имеет вблизи корня второй порядок сходимости: на каждой итерации ошибка меняется пропорционально квадрату ошибки на предыдущей итерации. Нетрудно видеть, что метод Ньютона является одношаговым. Достоинства метода Ньютона состоят в его квадратичной сходимости, возможности обобщения на случай систем уравнений, а также в том, что он является одношаговым. 
Однако метод Ньютона расходится в тех областях, где [image: image111.wmf]0
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2.4 Модифицированный метод Ньютона

Существует вариант метода Ньютона с постоянным значением производной; значение производной вычисляется только в начальной точке [image: image113.wmf])
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 полагаются постоянными, равными [image: image115.wmf]).
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Последовательные приближения вычисляются по формуле

[image: image116.wmf]).
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[image: image117.jpg]



Рисунок 3. Графическая интерпретация модифицированного метода Ньютона 
Геометрически замена производной на каждой итерации постоянным значением означает, что наклон прямой, точка пересечения которой с осью абсцисс принимается за новое приближение для корня уравнения, считается постоянным. Часто эта модификация метода Ньютона рекомендуется, как позволяющая уменьшить объем вычислений за счет отказа от вычисления производной на каждой итерации. Однако следует учитывать, что метод Ньютона с постоянным значением производной имеет лишь первый порядок сходимости – вблизи корня соотношение для погрешности имеет вид
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и, следовательно, сходится медленнее, чем метод Ньютона. Это, в конечном счете, нередко приводит к увеличению общего объема вычислений.

2.5 Метод секущих

В методе секущих, иначе называемом МЕТОДЕ ХОРД, приближенное значение производной [image: image119.wmf])
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 в формуле (4) определяется по двум последовательным приближениям  [image: image120.wmf][
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что приводит к замене касательной в точке [image: image123.wmf][
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 секущей, проведенной через две точки кривой y = f(x) или, что то же самое, - к аппроксимации функции f(x) на этом интервале линейной функцией.

Условия сходимости метода секущих аналогичны условиям сходимости метода Ньютона. Порядок сходимости метода секущих определяется соотношениями
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где [image: image125.wmf]),
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Рисунок 4. Графическая интерпретация метода секущих
К особенностям метода следует отнести следующее: в методе не требуется непосредственного вычисления производной 
[image: image128.wmf])
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 на каждой итерации, которое может привести к существенному уменьшению объема вычислений; метод является двухшаговым, и, в частности, на первой итерации вычислений необходимо знать два начальных значения [image: image129.wmf])
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; сходимости метода может быть немонотонной даже в малой окрестности корня; в знаменателе формулы для вычисления [image: image131.wmf])
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 которые имеют вблизи корня малые и близкие значения, что может привести к заметным погрешностям вычислений, особенно для кратных корней.

2.5 Метод парабол

Рассмотренный метод секущих можно интерпретировать как метод, в котором на каждой итерации исходная функция аппроксимируется линейной функцией (секущей), построенной по двум точкам, принадлежащим f(x). Развивая далее идеи аппроксимации, можно для построения итерационных формул использовать информацию о функции в нескольких точках, предшествующих точке [image: image133.wmf].
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строится многочлен второй степени (парабола), приближающий исходную функцию. Иначе этот метод называют МЕТОДОМ МЮЛЛЕРА или методом КВАДРАТИЧНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ. За новое приближение берется обычно ближайший к [image: image135.wmf])
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 корень соответствующего квадратного уравнения. Геометрическая интерпретация метода парабол дана на рис.5.

В качестве [image: image136.wmf])
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 выбирается тот из корней квадратного уравнения, для которого величина [image: image137.wmf])
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где p = 1,839.
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Рисунок 5. Графическая интерпретация метода парабол
Это означает, что, несмотря на привлечение дополнительной информации о функции, метод парабол имеет порядок сходимости, лишь немного превышающий порядок сходимости метода секущих. Вместе с тем возникают задачи решения квадратного уравнения, выбора одного из двух корней многочлена и, самое важное, определение области гарантированной сходимости метода. Если три приближения для построения многочлена выбраны далеко от корня и содержат погрешности, то возможно самое неожиданное поведение решения.

Отметим, что метод парабол успешно применяется для отыскания корней многочленов, в том числе комплексных; при этом метод обладает тем замечательным свойством, что начальное приближение может быть действительным. Метод парабол является трехшаговым методом.

3. Объекты исследования, оборудование, материалы и наглядные пособия

Объектом исследования данной лабораторной работы являются нелинейное алгебраическое уравнение и методы ее численного решения. 

Для выполнения работы необходимы ПК и соответствующее программное обеспечение: 

- MS WINDOWS;

- Delphi (любая другая оболочка языка высокого уровня);

- MS Office (для оформления отчета).

4. Задание на работу (рабочее задание)
Разработать ПО решения нелинейного уравнения f(x)=0 одним из численных методов: 

1) методом половинного деления, 

2) методом простой итерации, 

3) методом Ньютона, 

4) модифицированным методом Ньютона, 

5) методом секущих, 

6) методом парабол с заданной точностью.

Варианты заданий: 
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5. Ход работы (порядок выполнения работы)
Для выполнения лабораторной работы необходимо:

1) Ознакомиться с теоретической справкой;

2) Выполнить анализ поставленной задачи, в том числе, подобрать устойчивую правую часть в методе простой итерации, выявить входную и выходную информацию и определить ее формат;

3) Выполнить графическое отделение корня уравнения;

4) Разработать алгоритм решения задачи заданным методом;

5) Разработать программное обеспечение метода;

6) Представить ПО преподавателю и получить допуск к защите работы;

7) Оформить отчет по лабораторной работе;

8) Защитить работу преподавателю, ответив на вопросы по ее содержанию и выполнению.
6. Содержание отчета
В отчете должны присутствовать следующие пункты:

1) задание;

2) Графическое отделение корня;

3) математическое описание методов, включая доказательство устойчивости метода простой итерации;

4) описание входных – выходных данных;
5) алгоритмы расчетов;

6) текст программы (подпрограммы) расчета;

7) распечатка результатов работы программы;

8) проверка корректности работы программы.

Контрольные вопросы

1. Какая теорема лежит в основе метода половинного деления?

2. Графическая интерпретация метода половинного деления

3. Шаговость и порядок скорости сходимости метода половинного деления

4. Преимущества и недостатки метода половинного деления

5. Графическая интерпретация метода простой итерации

6. Шаговость и порядок скорости сходимости метода простой итерации

7. Преимущества и недостатки метода простой итерации

8. Условие сходимости метода простой итерации

9. Графическая интерпретация метода Ньютона

10. Шаговость и порядок скорости сходимости метода Ньютона

11. Преимущества и недостатки метода Ньютона

12. Графическая интерпретация модифицированного метода Ньютона

13. Шаговость и порядок скорости сходимости модифицированного метода Ньютона

14. Преимущества и недостатки модифицированного метода Ньютона

15. Графическая интерпретация метода секущих

16. Шаговость и порядок скорости сходимости метода секущих

17. Преимущества и недостатки метода секущих

18. Графическая интерпретация метода парабол

19. Шаговость и порядок скорости сходимости метода парабол

20. Преимущества и недостатки метода парабол

21. Какой метод нельзя применять, если функция задана таблично?

22. Какой метод самый быстрый?

23. Понятие сходимости

24. Понятие шаговости 
25. Условие устойчивости метода простой итерации для решения СНУ

26. Условие устойчивости и корректности метода Ньютона для решения СНУ

7. Список использованных источников
3. Пирумов, У.Г. Численные методы / У.Г. Перумов. – М.: Дрофа, 2007. – 222 с.

4. Математика : практикум по численным методам / Белорус. нац. техн. ун-т, Каф. "Высшая математика №1"; сост. :А.В.Грекова [и др.] .— Минск, 2006 .— 127с. — Библиогр.в конце кн. — ISBN 985-479-453-9
Лабораторная работа 3. 

Интерполирование с помощью многочленов.
1. Цель и задачи работы
Получить навык 

- построения интерполяционного многочлена с заданными характеристиками;

- разработки программных средств для интерполяции функции, заданной таблично.
2. Теоретические положения

Рассмотрим задачу интерполирования функции f с помощью алгебраических многочленов. В этом случае аппроксимирующая функция 
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 имеет вид
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Выбор конкретного значения n во многом определяется свойствами аппроксимируемой функции, требуемой точностью, а также узлами интерполирования. На выбор величины n существенное влияние оказывает и вычислительный процесс, привносящий в результат дополнительную погрешность.

В качестве критерия согласия принимается условие совпадения 
[image: image172.wmf]j

 и f в узловых точках. Для однозначного определения n+1 коэффициентов 
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 многочлена 
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 необходимо потребовать совпадения f и 
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 в (n+1)-й узловой точке:
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Многочлен 
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(

x

P

n

, удовлетворяющий условиям (2), называется интерполяционным многочленом.
Задача интерполирования.

На сетке 
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 заданы значения 
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 (i = 0,1,…,n) функции f. Требуется построить интерполяционный многочлен 
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,  совпадающий с f в узлах 
[image: image182.wmf]i
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Существует несколько классических подходов к определению вида интерполяционного многочлена.

2.1 Интерполяционный многочлен Лагранжа

Базовой формой интерполяционного многочлена является многочлен Лагранжа, который представляет собой линейную комбинацию 
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где 
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Учитывая, что 
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Можно записать многочлен Лагранжа в виде
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Пример записи многочлена Лагранжа второго порядка:
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Интерполяционный многочлен Лагранжа для равноотстоящих узлов интерполяции (т.е. 
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 где h – шаг интерполяции) можно записать в виде
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где 
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2.2. Интерполяционные многочлены Стирлинга и Бесселя

Рассмотрим задачу построения интерполяционного многочлена для функции f, заданной своими значениями 
[image: image192.wmf]i
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 и 
[image: image193.wmf]i

x

 равномерной сетки с шагом h.

Пусть точка х* расположена вблизи некоторого узла, который обозначим 
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. Требуется построить интерполяционный многочлен четной степени. В качестве узлов интерполирования следует выбрать сетку, симметричную относительно узла 
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Для представления интерполяционных многочленов Стирлинга и Бесселя используют центральные конечные разности и средние арифметические соседних конечных разностей одного и того же порядка 
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Центральные разности  
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Первого порядка: 
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или 
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k-ого порядка 
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средние арифметические  соседних конечных разностей одного и того же порядка:
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Интерполяционный многочлен Стирлинга от переменной t обычно обозначается 
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Пусть теперь точка интерполирования 
[image: image205.wmf]*
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 лежит между узлами 
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 можно получить интерполяционный многочлен Бесселя, обычно обозначаемый 
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Итак, рассмотрено два интерполяционных многочлена: многочлен Стирлинга, который используется при построении многочлена четной степени и строится по нечетному числу узлов, и многочлен Бесселя, который используется при построении многочлена нечетной степени и строится по четному числу узлов.

Если же степень многочлена фиксирована не жестко, т.е. может быть как четной, так и нечетно, то целесообразно использовать многочлен Стирлинга в случае, когда 
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т.е. когда точка интерполирования 
[image: image215.wmf]*

x

 расположена ближе к узлу 
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, чем к середине между узлами. Многочлен Бесселя следует использовать в случае, когда
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т.е. когда точка интерполирования 
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 расположена ближе к середине между узлами
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 и 
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. Одно из условий (10) или (11) всегда может быть обеспечено выбором соответствующего узла  в качестве 
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2.3 Интерполяционные многочлены Ньютона для сетки 
с постоянным шагом
Если точка интерполирования 
[image: image222.wmf]*
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 находится в начале или в конце таблицы, то не всегда возможно выбрать достаточное количество узлов слева и справа от 
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 для построения необходимых конечных разностей. В этом случае используются специальные формы интерполяционного многочлена.

Пусть точка 
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 расположена в близи первого узла сетки
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 . рассмотрим переменную t, определяемую соотношением (5), и построим интерполяционный многочлен, используя восходящие конечные разности:
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Первый интерполяционный многочлен Ньютона обычно обозначается 
[image: image228.wmf]I
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Пусть точка 
[image: image230.wmf]*
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 расположена вблизи последнего узла сетки 
[image: image231.wmf]0
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. Для этой сетки, снова используя переменную t, определяемую соотношением (5), построим интерполяционный многочлен, используя нисходящие конечные разности:
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Второй интерполяционный многочлен Ньютона обычно обозначается 
[image: image234.wmf]II
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Формулы (13) и (15) часто называют соответственно интерполяционными формулами Ньютона для интерполирования вперед и назад.
2.4 Интерполяционный многочлен Ньютона 
для произвольной сетки узлов
Для представления интерполяционного многочлена Ньютона для произвольной сетки узлов используют разделенные разности:
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Разделенные разности нулевого порядка 
[image: image237.wmf](
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 совпадают со значениями функции в точках 
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. Разделенными разностями первого порядка называются отношения 
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Разделенная разность k-го порядка определяется через разделенную разность(k-1)-го порядка по формуле
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Отметим, что в формуле (16) интерполяционного многочлена на узлы накладывается  единственное условие - их несовпадение. Поэтому нумерацию узлов можно произвести в произвольном порядке. 

3. Объекты исследования, оборудование, материалы и наглядные пособия

Объектом исследования данной лабораторной работы является интерполяционная формула для функции, заданной таблично. 

Для выполнения работы необходимы ПК и соответствующее программное обеспечение: 

- MS WINDOWS;

- Delphi (любая другая оболочка языка высокого уровня);

- MS Office (для оформления отчета).

4. Задание на работу (рабочее задание)
1) Построить интерполяционный многочлен n-ой степени (1) для функции, заданной таблично на интервале [a, b] используя соответствующий варианту многочлен;

2) рассчитать значение функции по интерполяционной зависимости для произвольного аргумента 
[image: image241.wmf]*
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3) построить график исходной функции и ее интерполяции на интервале [a, b].
Варианты заданий: 
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Восходящий интерполяционный многочлен Ньютона
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Интерполяционный многочлен Лагранжа с постоянным шагом сетки узлов
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Восходящий интерполяционный многочлен Ньютона
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Нисходящий Интерполяционный многочлен Ньютона
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Интерполяционный многочлен Лагранжа с произвольной сеткой узлов
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Интерполяционный многочлен Лагранжа с постоянным шагом сетки узлов
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Интерполяционный многочлен Стирлинга
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Интерполяционный многочлен Бесселя
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Интерполяционный многочлен Ньютона с произвольной сеткой узлов
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Интерполяционный многочлен Лагранжа с произвольной сеткой узлов
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Интерполяционный многочлен Лагранжа с постоянным шагом сетки узлов
	30.
	
[image: image271.wmf]1

2

lg

2

)

(

+

-

=

х

x

x

f


Интерполяционный многочлен Стирлинга


5. Ход работы (порядок выполнения работы)
Для выполнения лабораторной работы необходимо:

1) Ознакомиться с теоретической справкой;

2) Выполнить анализ поставленной задачи, выявить входную и выходную информацию и определить ее формат;

3) Разработать алгоритм решения задачи;

4) Разработать программное обеспечение;

5) Представить ПО преподавателю и получить допуск к защите работы;

6) Оформить отчет по лабораторной работе;

7) Защитить работу преподавателю, ответив на вопросы по ее содержанию и выполнению.
6. Содержание отчета
В отчете должны присутствовать следующие пункты:

1) задание;

2) математическое описание интерполяционной формы соответствующего многочлена по варианту;

3) описание входных – выходных данных;

4) алгоритм построения интерполяционного многочлена
5) текст программы (подпрограммы) расчета;

6) распечатка результатов работы программы: параметры интерполяционного многочлена, график исходной функции и ее интерполяции, значение интерполяционной функции в произвольной точке.
7. Контрольные вопросы
1) Способы задания функциональных зависимостей при решении задач аппроксимации.
2) Базовые функции при интерполировании.

3) Критерий согласия Чебышева.

4) Критерий согласия, используемый в методе наименьших квадратов. 

5) Достоинства метода наименьших квадратов.

6) Что такое аппроксимация?

7) Что такое интерполяция?

8) Что такое экстраполяция?

9) Критерий согласия интерполяционных методов.

10) Расчетная формула восходящей конечной разности

11) Расчетная формула нисходящей конечной разности

12) Расчетная формула центральной конечной разности

13) Для построения каких интерполяционных формул применяют центральные конечные разности?

14) Для построения каких интерполяционных формул применяют восходящие конечные разности?

15) Для построения каких интерполяционных формул применяют нисходящие конечные разности?

16) Свойства конечных разностей

17) В каком случае применяют интерполяционный многочлен Стирлинга? 
18) В каком случае применяют интерполяционный многочлен Бесселя?
19) Сравнение многочленов Стирлинга и Бесселя. Что общего и что их разделяет.

20) Условие применения многочлена Стирлинга при нефиксированной степени многочлена

21) Условие применения многочлена Бесселя при нефиксированной степени многочлена

22) В каком случае используют многочлены Ньютона?

23) В чем разница в применении первого и второго многочленов Ньютона?

24) Расчетная формула разделенной разности.

25) Свойства разделенной разности

26) В каких случаях выгоднее применять интерполяционный многочлен Лагранжа?

27) В каких случаях целесообразнее использовать для интерполирования форму Ньютона?

28) Что является результатом применения итерационно-интерполяционного метода Эйткина?

29) Что такое кратное интерполирование?

30) Что такое интерполирование по Лагранжу?
31) Каким образом по входным данным определяется степень интерполяционного многочлена Эрмита?
32) Какой метод аппроксимации обладает сглаживающими свойствами?
33) Применение МНК при нахождении аппроксимирующего многочлена.

34) Каким образом по входным данным определяется степень аппроксимирующего многочлена в МНК?
35) Условие выбора оптимальной степени многочлена в МНК

8. Список использованных источников
5. Пирумов, У.Г. Численные методы / У.Г. Перумов. – М.: Дрофа, 2007. – 222 с.

6. Математика : практикум по численным методам / Белорус. нац. техн. ун-т, Каф. "Высшая математика №1"; сост. :А.В.Грекова [и др.] .— Минск, 2006 .— 127с. — Библиогр.в конце кн. — ISBN 985-479-453-9
Лабораторная работа 4. 
Численное дифференцирование.
1. Цель и задачи работы
Получить навык 

- построения расчетной интерполяционной формулы для нахождения производной;

- разработки программных средств для дифференцирования функции, заданной таблично.
2. Теоретические положения

2.1. Постановка задачи численного дифференцирования и простейшие формулы численного дифференцирования

Простейшие выражения для производных получаются в результате дифференцирования  интерполяционных форм. Рассмотрим следующую задачу. На сетке 
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 заданы значения 
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 функции f, непрерывно дифференцируемой n+m+1 раз. Требуется вычислить производную 
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 и оценить погрешность. 

Один из возможных способов решения этой задачи  заключается в следующем. Построим для функции f по узлам 
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 интерполяционный многочлен  с остаточным членом 
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Продифференцируем правую и левую части соотношения (1) m раз и положим 
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Для достаточно гладких функций, т.е. для функций с ограниченными производными, необходимым количеством узлов и заданной точностью величиной, величина 
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 является хорошим приближенным для  
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Остановимся более подробно на получении расчетных формул для 
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 в узлах равномерной сетки. Для получения производных в узловых точках целесообразно использовать интерполяционный многочлен Стирлинга и его остаточный член. Так дифференцируя многочлен Стирлинга и его остаточный член по x и полагая 
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Дифференцируя многочлен Стирлинга два раза по x и вычисляя значение второй производной в точке 
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Для вычисления производной точно в середине между узлами 
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 применяют многочлен Бесселя. В этом случае соответствующие формулы для производной имеют вид 
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Практический интерес представляют также так называемые формулы одностороннего дифференцирования, позволяющие вычислить 
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 (i=0,1,…,k,… или i=0,- 1,…,- k,…). Построение этих формул удобно провести с помощью первого и второго интерполяционных многочленов Ньютона.

Дифференцируя первый многочлен Ньютона по x  и вычисляя значение производной в точке 
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 (t = 0) для k=1 и  k=2 получим соответственно следующие формулы:


[image: image300.wmf];

2

1

1

)

(

2

0

0

h

M

f

h

x

f

±

D

=

¢


(10)


[image: image301.wmf].

3

1

2

1

1

)

(

2

3

0

2

0

0

h

M

f

f

h

x

f

±

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

-

D

=

¢


(11)

Из соотношений (4), (6) и (8) имеем
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Соотношения (11) и (13) соответственно дают
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Пример. Вычислить 
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 для функции f(x), заданной в виде таблицы.

Таблица
	x
	1,2
	1,3
	1,4
	1,5
	1,6

	y=f(x)
	0,18
	0,26
	0,34
	0,41
	0,47


На основании формул (17) и (19) получаем:
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3. Объекты исследования, оборудование, материалы и наглядные пособия

Объектом исследования данной лабораторной работы являются система линейных алгебраических уравнений и методы ее численного решения. 

Для выполнения работы необходимы ПК и соответствующее программное обеспечение: 

- MS WINDOWS;

- Delphi (любая другая оболочка языка высокого уровня);

- MS Office (для оформления отчета).

4. Задание на работу (рабочее задание)
Разработать программное обеспечение для численного расчета: первой и второй производных функции, заданной таблично.  Для формирования таблицы значений взять следующую функцию
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5. Ход работы (порядок выполнения работы)
Для выполнения лабораторной работы необходимо:

1) Ознакомиться с теоретической справкой;

2) Выполнить анализ поставленной задачи, выявить входную и выходную информацию и определить ее формат;

3) Разработать алгоритм нахождения производной в произвольной точке на заданном отрезке;

4) Разработать программное обеспечение по разработанным алгоритмам;

5) Представить ПО преподавателю и получить допуск к защите работы;

6) Оформить отчет по лабораторной работе;

7) Защитить работу преподавателю, ответив на вопросы по ее содержанию и выполнению.
6. Содержание отчета
В отчете должны присутствовать следующие пункты:

1) задание;

2) математическое описание вывода формул численного дифференцирования функции, заданной таблично, 

3) описание входных – выходных данных;
4) алгоритмы расчетов;

5) текст программы (подпрограммы) расчета;

6) распечатка результатов работы программы.
7. Контрольные вопросы
1) В каком случае для получения производных используют интерполяционный многочлен Стирлинга?

2) В каком случае для получения производных используют интерполяционный многочлен Бесселя?

3) В каком случае для получения производных используют первый и второй интерполяционные многочлены Ньютона?

4) Формулы вычисления производной первого порядка

5) Формулы вычисления производных второго порядка 

6) Формулы вычисления оптимального шага

7) Формулы погрешностей при вычислении производных

8) В каком случае при вычислении производных оценить погрешность невозможно?

9) Как в таком случае вычисляют значения производной?

8. Список использованных источников
1. Пирумов, У.Г. Численные методы / У.Г. Перумов. – М.: Дрофа, 2007. – 222 с.

2. Математика : практикум по численным методам / Белорус. нац. техн. ун-т, Каф. "Высшая математика №1"; сост. :А.В.Грекова [и др.] .— Минск, 2006 .— 127с. — Библиогр.в конце кн. — ISBN 985-479-453-9
Лабораторная работа 5. 

Численное интегрирование.
1. Цель и задачи работы
Получить навык 

- вычисления определенного интеграла функции, заданной таблично;

- разработки программных средств для интегрирования функции, заданной таблично.
2. Теоретические положения

2.1. Постановка задачи численного интегрирования

Пусть требуется вычислить интеграл
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Из курса математического анализа известно, что для непрерывной на отрезке [a,b] функции f  интеграл (1) существует и равен разности значений для первообразной F  для функции f в точках b и a:
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Однако в подавляющем большинстве практических задач первообразную F не удается выразить через элементарные функции. Кроме того, функция f часто задается в виде таблицы ее значений для определенных значений аргумента. Все это порождает потребность в приближенных методах вычислении интеграла (1), которые можно условно подразделить на аналитические и численные. Первые заключаются в приближенном построении первообразной и дальнейшем использовании формулы (2). Вторые позволяют непосредственно найти числовое значение интеграла, основываясь на известных значениях подынтегральной функции (а иногда и ее производной) в заданных точках, называемых  узлами. Сам процесс численного определения интеграла называется квадратурой, а соответствующие формулы – квадратурными.

Задача: На отрезке [a,b]  в узлах 
[image: image342.wmf]i
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 заданы значения 
[image: image343.wmf]i
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 некоторой функции f, принадлежащей определенному классу F. Тре6уется приближенно вычислить интеграл (19). Так обычно ставится задача численного интегрирования в том случае, когда подынтегральная функция задана в виде таблицы.

Один из способов решения сформулированной задачи основан на использовании различных квадратурных формул вида 
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С известным остаточным членом 
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 или его оценкой.

В общем случае, как узловые точки 
[image: image346.wmf]i
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, так и весовые множители (веса) 
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 заранее не известны  и подлежат определению при выводе каждой конкретной квадратурной формулы на основе предъявляемых к ней требований.

Алгоритм решения задачи:
1) Выбирают конкретную квадратурную формулу (3) и вычисляют 
[image: image348.wmf]n
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. Если значения функции 
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 заданы приближенно, то фактически вычисляют лишь приближенное значение 
[image: image350.wmf]n

I

 для точного 
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2) Приближенно принимают, что 
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3) Пользуясь конкретным выражением для остаточного члена или оценкой его для выбранной квадратурной формулы, вычисляют погрешность метода:
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4) Определяют погрешность вычисления 
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по погрешности приближения значений 
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5) Находят полную абсолютную погрешность приближенного значения 
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6) Получают решение задачи в виде 
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Используемые в алгоритме квадратурные формулы строятся на основании тех или иных критериев, определяющих положение узловых точек и величины весовых множителей. Такими критериями могут быть: представление интеграла в виде интегральной суммы; аппроксимация подынтегральной функции (например, многочленом) и последующее интегрирование аппроксимирующей функции; требование, чтобы формула (3) была абсолютно точной для определенного класса функций, и др. 

2.2. Простейшие квадратурные формулы
Формулы прямоугольников. Как известно, определенный интеграл в силу своего построения есть предел интегральных сумм:
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каждая, из которых соответствует некоторому разбиению 
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 отрезка 
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 и произвольному набору точек 
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 для каждого разбиения; 
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Ограничиваясь конечным числом слагаемых в правой части равенства (22) и принимая в качестве набора 
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Рисунок 5.1 – Графическая интерпретация формулы прямоугольников:

а) левых прямоугольников

б) правых прямоугольников

в) центральных прямоугольников
Пример 1: С помощью формул левых и правых прямоугольников вычислить 
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Зная приделы интегрирования  a = 1 и b = 9, находим шаг 
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Далее найдем числовое значение интеграла, пользуясь  формулой (23):
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Если вычисление определенного интеграла произвести по формуле (24), то получим:
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Наиболее часто используемой формулой, основанной на идее представления определенного интеграла в виде интегральной суммы, является формула прямоугольников, где в качестве 
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где 
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Выражение для остаточного члена квадратурной формулы (7):
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Таким образом, оценку погрешности квадратурной формулы (7) можно представить в следующем виде:
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где 
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Суммарная вычислительная погрешность 
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Эта погрешность не зависит от числа разбиений отрезка интегрирования, а пропорциональна только его длине.

 Пример 1: Вычислить с помощью формулы прямоугольников интеграл 
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, полагая n = 4. Оценить погрешность полученного приближенного значения.

По заданным пределам интегрирования и числу разбиений n определим шаг: 
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Вычислив необходимые значения функции с тремя верными в узком смысле знаками 
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Погрешность метода оценим по формуле (27), для чего предварительно найдем максимум абсолютной величины второй производной подынтегральной функции:
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Таким образом, погрешность метода есть 
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Пользуясь формулой (10), найдем вычислительную погрешность:
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Следовательно за полную погрешность приближенного вычисления интеграла можно принять 
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, а окончательный ответ записать в виде 
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 Для сравнения приведем несколько знаков точного значения вычислительного интеграла: 
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Формула трапеций. Перейдем теперь к другому способу построения квадратурных формул, связанному с аппроксимацией подынтегральной функции интерполяционным многочленом. Рассмотрим простейший случай аппроксимации многочленом первой степени с узлами в точках a и b:
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Интегрируя правую и левую части этого равенства и используя вторую теорему о среднем значении функции при интегрировании последнего слагаемого правой части, находим:
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Таким образом, предполагая, что отрезок интегрирования мал, получаем квадратурную формулу, называемую формулой трапеций:
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с остаточным членом
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Используя выражение (27) для остаточного члена, опенку погрешности квадратурной формулы (29) можно представить в виде
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где 
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Полученные выражения для остаточного члена (12) и погрешности (13) показывают, что квадратурная формула (11) является точной для всех линейных функций, поскольку вторая производная таких функций равна нулю, а, следовательно, равны пулю остаточный член и погрешность.

Пример 2:  Вычислить с помощью формулы трапеций интеграл 
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.    Оценить погрешность полученною приближенного значения. 

На основании формулы (11) имеем


[image: image420.wmf](

)

(

)

[

]

1

0

5

,

0

2

f

f

I

+

=

.

Вычислив необходимые значения функции, получим
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Погрешность метода оценим по формуле (13), используя значение М=2:
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Вычислительная погрешность, очевидно, равна нулю, так как значе​ния функции и 
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, найдены абсолютно точно.

Итак, окончательно имеем 
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Отметим, что в примере 2 получилось гораздо менее точное решение, чем в примере 1. Однако использование в примере 2 формулы трапеций имеет свои преимущества. Во-первых, если подынтегральная функция задана в виде таблицы ее значений в узлах 
[image: image425.wmf]i
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, то для использования формулы прямоугольников необходимо определить значения этой функции еще и в точках
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, что вносит дополнительные трудности и дополни​тельную погрешность. Во-вторых, в примере 3 значения подынтегральной функции были вычислены всего лишь в двух точках, в то время как в примере 2 - в четырех точках, что, естественно, потребовало большего времени.
Ценность квадратурной формулы определяется не только формой ее остаточного члена (или погрешности), но и другими факторами, например временем счета.
3. Объекты исследования, оборудование, материалы и наглядные пособия

Объектом исследования данной лабораторной работы являются система линейных алгебраических уравнений и методы ее численного решения. 

Для выполнения работы необходимы ПК и соответствующее программное обеспечение: 

- MS WINDOWS;

- Delphi (любая другая оболочка языка высокого уровня);

- MS Office (для оформления отчета).

4. Задание на работу (рабочее задание)
Разработать программное обеспечение для численного расчета:

с помощью формул левых, правых, центральных прямоугольников и формулы трапеции определенного интеграла. 
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5. Ход работы (порядок выполнения работы)
Для выполнения лабораторной работы необходимо:

1) Ознакомиться с теоретической справкой;

2) Выполнить анализ поставленной задачи, выявить входную и выходную информацию и определить ее формат;

3)  Разработать алгоритм нахождения определенного интеграла на заданном отрезке с помощью заданных методов;

4) Разработать программное обеспечение по разработанным алгоритмам;

5) Представить ПО преподавателю и получить допуск к защите работы;

6) Оформить отчет по лабораторной работе;

8) Защитить работу преподавателю, ответив на вопросы по ее содержанию и выполнению.
6. Содержание отчета
В отчете должны присутствовать следующие пункты:

1) задание;

2) математическое описание методов нахождения определенного интеграла;

3) описание входных – выходных данных;
4) алгоритмы расчетов;

5) текст программы (подпрограммы) расчета;

6) распечатка результатов работы программы.
7. Контрольные вопросы
1) В чем заключаются аналитические методы интегрирования?

2) В чем заключаются численные методы интегрирования?

3) Что такое квадратура?

4) Способы задания подынтегральной функции

5) Алгоритм нахождения интеграла функции, заданной таблично (задача 1)

6) Алгоритм нахождения интеграла функции, заданной в виде аналитического выражения (задача 2)

7) Критерии, определяющие положение узловых точек и величины весовых множителей
8) Три формулы прямоугольников

9) Графические интерпретации формул левых, правых и центральных прямоугольников

10) Формула погрешности метода центральных прямоугольников

11) Для каких функций метод формулы центральных прямоугольников является точным? почему?

12) Формула суммарной вычислительной погрешности квадратурных формул

13) Зависима ли вычислительная погрешность квадратурных формул от числа разбиений отрезка интегрирования и его длины?

14) Формула трапеции и формула ее остаточного члена

15) Формула оценки погрешности формулы трапеции

16) Для каких функций формула трапеции является точной? почему?
17) Достоинства и недостатки применения формул прямоугольников

18) Достоинства и недостатки применения формулы трапеции 

19) На чем основаны интерполяционные методы численного интегрирования?
20) В каких случаях подынтегральную функцию целесообразно представлять в виде произведения двух сомножителей 
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21) Три свойства, которыми должны обладать произведения
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22) Интерполяционная квадратурная формула и формула ее коэффициентов 
[image: image459.wmf]i
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23) Формула вычисления погрешности интерполяционной квадратурной формулы, если произведение 
[image: image460.wmf](
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 сохраняет знак на отрезке интегрирования

24) Формула вычисления погрешности интерполяционной квадратурной формулы, если произведение 
[image: image461.wmf](
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25) квадратурные формулы Ньютона-Котеса в общем виде

26) Для каких случаев применимы квадратурные формулы Ньютона-Котеса?
27) Свойства коэффициентов Котеса

28) Формула Симпсона

29) Для многочленов какой степени формула Симпсона является точной?
30) Каким свойством обладает формула Симпсона?
31) Формула оценки погрешности формулы Симпсона
32) Оценка погрешности по методу Пикара

33) Какие методы интегрирования дифференциальных уравнений с помощью степенных рядов вы знаете?

34) Область применения метода Эйлера

35) Правило "двойного просчета" в методе Эйлера

36) Какой метод является более точным: Эйлера или Рунге-Кута?

37) Порядок точности метода Рунге-Кута?

38) В каком случае целесообразнее применять метод Адамса?

39) Принцип Рунге для оценки погрешности
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