МИНОБРНАУКИ РОССИИ

Федеральное государственное бюджетное
образовательное учреждение высшего образования
«Тульский государственный университет»


Институт высокоточных систем им. В.П. Грязева
Кафедра «Приборы управления»


	Утверждено на заседании кафедры
«Приборы управления»
 «15» ____01____ 2019 г., протокол №_13__


	Заведующий кафедрой
_________________________В.Я. Распопов





МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
по проведению практических (семинарских) занятий
по дисциплине 
«Основы теории обработки изображения»

основной профессиональной образовательной программы 
[bookmark: _Toc291574499][bookmark: _Toc291574600]высшего образования – программы бакалавриата
[bookmark: _Toc291574500][bookmark: _Toc291574601]
по направлению подготовки 
12.03.02 «Оптотехника»

с направленностью (профилем) 
«Оптические и оптико-электронные приборы»


Форма обучения: очная



Идентификационный номер образовательной программы: 120302-01-19



Тула, 2019 год
[bookmark: _GoBack]
 
Содержание

Общие требования 
Правила техники безопасности 
Практическая работа №1 Расчет частотных характеристик цифровых систем.
Практическая работа №2 Нахождение дискретного преобразования  Фурье.
Практическая работа №3  Расчет КИХ-фильтров методом взвешивания.
Практическая работа №4 Расчет коэффициентов БИХ-фильтра.
Практическая работа №5 Создание цифровой системы методом отображения дифференциалов.
Практическая работа №6 Инвариантное преобразования импульсной характеристики.
Практическая работа №7 Билинейное z-преобразование.
Практическая работа №8 Обработка изображений с помощью двумерных разностных уравнений.
Практическая работа №9 Расчет  спектра сигнала (БПФ).



































ОБЩИЕ ТРЕБОВАНИЯ

Студенты должны являться на занятия, изучив необходимые разделы лекций по данной дисциплине, в часы, предусмотренные общеинститутским расписанием занятий. Вход в аудиторию, а также выход из нее разрешается лишь в течении перерыва между занятиями.
Прежде чем начать практическое занятие, студент должен ознакомиться с описанием лабораторной работы. В ходе занятия студент должен делать необходимые записи в ученической тетради. Все расчеты и построения должны быть выполнены в системе СИ и по ЕСКД.
По проделанным работам каждым студентом оформляется отчет. Отчет по практическим занятиям заверяется преподавателем. Сдача отчетов производится в индивидуальном порядке. При этом студент должен знать задачи и цели проведенного практического занятия, уметь объяснить результаты расчетов и ответить на контрольные вопросы. Отчет выполняется на листах формата А4. Образец титульного листа приведен в приложении.

ПРАВИЛА ТЕХНИКИ БЕЗОПАСНОСТИ

При выполнении практических занятий на персональных компьютерах необходимо соблюдать общую инструкцию по технике безопасности при проведении лабораторных работ на кафедре ПУ. Инструктаж по технике безопасности проводится перед началом практических занятий, о чем делается запись в журнале. Работу следует проводить на своем рабочем месте, которое закрепляется за каждым студентом на первом занятии.










Практическая работа №1 Расчет частотных характеристик цифровых систем.
Цель: научиться рассчитывать частотные характеристики цифровых систем
Основные сведения:



Для описания ЛПП-систем в частотной области будет используем специальный класс входных последовательностей, имеющих вид . Как будет показано, этот класс последовательностей является набором собственных функций ЛПП-систем дискретного времени, т. е. для них выходная последовательность совпадает с входной, умноженной на некоторый комплексный коэффициент, зависящий только от .
Рассмотрим класс входных последовательностей вида
[image: ]
Если такая последовательность поступает на вход ЛПП-системы с импульсной характеристикой h(n), то на выходе [см. (11а)] появится последовательность
[image: ]

Таким образом, для выбранного класса входных последовательностей отклик совпадает с входной последовательностью с точностью до комплексного множителя , который выражается через импульсную характеристику системы следующим образом:
[image: ]




Поскольку последовательность вида функционально эквивалентна дискретизованной синусоиде с частотой , то множитель  называют частотной характеристикой системы, так как он представляет коэффициент передачи ЛПП-системы для каждого значения .
[image: ]
Рис. 9. Импульсная и частотная характеристики системы первого порядка.


Вычислим в качестве примера частотную характеристику ЛПП - системы с импульсной характеристикой . Частотная характеристика имеет вид
[image: ]

Так как |а|<1, то сумма геометрической прогрессии (34) будет равна

[image: ]




На рис. 9. графически представлены h(n), а также модуль и фаза  как функции частоты  в диапазоне .




Отметим некоторые свойства частотной характеристики. Нетрудно заметить, что частотная характеристика является периодической функцией , причем ее период равен . Эта периодичность связана со спецификой дискретизованного колебания: входная последовательность с частотой , где  (m= ± 1, ±2, ...) не отличается от входной последовательности с частотой , т. е.
[image: ]



Поскольку — периодическая функция, то для полного описания достаточно задать ее на любом интервале длиной. Обычно для этой цели используют интервал .





Другим важным свойством частотной характеристики является то, что для действительных h(n) (как обычно и бывает на практике) модуль  симметричен, а фаза антисимметрична на интервале . Аналогично действительная часть  симметрична, а мнимая — антисимметрична на том же интервале. Поэтому при действительных импульсных характеристиках интервал частот, на котором задают частотную характеристику, обычно сокращают до .

Задача для разбора с преподавателем:
Найти частотную характеристику системы с разностным уравнением вида
[image: ]

Задача для самостоятельного решения:

Найти частотную характеристику системы с разностным уравнением вида
[image: ]


Практическая работа №2 Нахождение дискретного преобразования  Фурье.
Цель: Найти дискретное преобразование Фурье заданной последовательности
Основные сведения:


В тех случаях, когда последовательность периодична (а также, как будет показано,  когда она имеет конечную длительность), ее можно представить рядом Фурье. Итак, рассмотрим периодическую) последовательность  с периодом в N отсчетов. Ее можно записать следующим образом:

  (99)







причем частоты спектральных составляющих, образующих , могут принимать только значения , поскольку периоды других частот не кратны N. В равенстве (99) коэффициенты  представляют амплитуды синусоид с частотами . Запись вида (99) избыточна вследствие периодичности функции , так как комплексные экспоненты с частотами  и , не отличаются друг от друга, т. е.

  (100)
Следовательно, равенство (99) можно переписать в виде

  (101)
подчеркивающем наличие всего N различных комплексных экспонент с периодом в N отсчетов. Для удобства перепишем равенство (101) в общепринятом виде

  (102)



где деление на N не изменяет способа представления. Чтобы выразить коэффициенты  через , умножим обе части равенства (102) на  и просуммируем результаты по n:

  (103)
Меняя в правой части (103) порядок суммирования и используя формулу

   (104)
получим

  (105)
Все периодические последовательности отмечены индексом р или [после перестановки левой и правой частей равенства (105) и замены индекса m на k]

  (106)
Соотношение (106) носит название дискретного преобразования Фурье (ДПФ), а (102) — обратного дискретного преобразования Фурье   (ОДПФ).

Задача для разбора с преподавателем:
Найти дискретное преобразование Фурье для последовательности
[image: ]

Задача для самостоятельного решения:
Найти дискретное преобразование Фурье для последовательности
Xp(n)={10,12,14,16,14,12,10,8} c периодом 8 отччетов

Практическая работа №3  Расчет КИХ-фильтров методом взвешивания.
Цель: Рассчитать КИХ фильтр методом взвешивания
Основные сведения: 

Поскольку частотная характеристика любого цифрового фильтра  является периодической функцией частоты, ее можно представить рядом Фурье:

 ,                                              (1)  
где
[image: ]



Видно, что коэффициенты Фурье h(n) совпадают с коэффициентами импульсной характеристики цифрового фильтра. Использование соотношения (1) для проектирования КИХ-фильтров связано с двумя трудностями. Во-первых, импульсная характеристика фильтра имеет бесконечную длину, поскольку суммирование в (1) производится в бесконечных пределах. Во-вторых, фильтр физически нереализуем, так как импульсная характеристика начинается в , т. е. никакая конечная задержка не сделает фильтр физически реализуемым. Итак, фильтр, рассчитываемый на основе представления функции  рядом Фурье, оказывается физически нереализуемым БИХ-фильтром.

Один из возможных методов получения КИХ-фильтра, аппроксимирующего заданную функцию , заключается в усечении бесконечного ряда Фурье (1) за n=±М. Однако простое усечение ряда приводит к хорошо известному явлению Гиббса, которое проявляется в виде выбросов и пульсаций определенного уровня до и после точки разрыва в аппроксимируемой частотной характеристике. Так, например, при аппроксимации стандартных фильтров типа идеального фильтра нижних частот или полосового фильтра максимальная амплитуда пульсаций частотной характеристики составляет около 9% и не уменьшается с увеличением длины импульсной характеристики, т. е. учет все большего числа членов ряда Фурье не приводит к уменьшению максимальной амплитуды пульсаций. Вместо этого по мере увеличения N уменьшается ширина выброса. Поскольку простое усечение ряда (1) не приводит к приемлемой аппроксимации идеального фильтра нижних частот (к чему необходимо стремиться), этот метод непригоден для проектирования КИХ-фильтров.















Лучшие результаты дает метод проектирования КИХ-фильтров, основанный на использовании весовой последовательности конечной длины w(n), называемой окном, для модификации коэффициентов Фурье h(n) в формуле (1) с тем, чтобы управлять сходимостью ряда Фурье. Метод взвешивания иллюстрируется на рис. 1. Сверху показаны заданная периодическая частотная характеристика  и ее коэффициенты Фурье {h(n)}. Ниже изображена весовая последовательность конечной длины w(n) и ее преобразование Фурье . Для большинства приемлемых окон функция  имеет главный лепесток, содержащий почти всю энергию окна, и боковые лепестки, которые обычно быстро затухают. Чтобы получить КИХ-аппроксимацию функции , формируется последовательность , в точности равная нулю за пределами интервала — . Третья пара графиков на рис. 1 представляет последовательность  и ее преобразование Фурье , равное, очевидно, круговой свертке функций  и , поскольку  является произведением  и . Наконец, внизу на рис. 1 приведена физически реализуемая последовательность , которая равна задержанной последовательности и может быть использована в качестве искомой импульсной характеристики фильтра.
На простом примере, иллюстрируемом на рис. 1, можно проследить влияние операции  взвешивания  коэффициентов  Фурье фильтра на его частотную характеристику. 
[image: ]
Рис. 1. Иллюстрация метода взвешивания.




Прежде всего по обе стороны от точек разрыва заданной функции  появляются переходные полосы. Ясно, что поскольку результирующая частотная характеристика фильтра равна круговой свертке идеальной частотной характеристики и частотной характеристики окна, то ширина переходных полос зависит от ширины главного лепестка функции . Кроме того, на всех частотах ω возникают ошибки аппроксимации, имеющие вид пульсаций частотной характеристики, которые обусловлены боковыми лепестками функции . Получаемые фильтры ни в каком смысле не являются оптимальными (даже если окна и удовлетворяют тому или иному критерию оптимальности), поскольку их частотные характеристики рассчитываются через свертку. После общего рассмотрения метода взвешивания возникают два вопроса: какими свойствами должны обладать окна и насколько точно они могут быть реализованы на практике? Ответ на первый вопрос относительно прост. Желательно, чтобы окно обладало следующими свойствами:
1. Ширина главного лепестка частотной характеристики окна, содержащего по возможности  большую  часть общей энергии, должна быть малой.


2. Энергия в боковых лепестках частотной характеристики окна должна быстро уменьшаться при приближении  к .
Было предложено много окон, аппроксимирующих заданные характеристики. В последующих разделах будут рассмотрены три окна, а именно прямоугольное окно, «обобщенное» окно Хэмминга и окно Кайзера. Эти окна обладают свойствами всех возможных видов окон и позволяют достаточно хорошо понять преимущества и недостатки метода взвешивания.

[bookmark: _Toc244260489][bookmark: _Toc330548301]1 Прямоугольное окно

N-точечное прямоугольное окно, соответствующее простому усечению (без модификации) ряда Фурье, описывается весовой функцией

[image: ]

Здесь и в следующих разделах, посвященных окнам, предполагается, что N — нечетное. Предполагается также, что последовательность окна имеет нулевую задержку. Частотная характеристика прямоугольного окна описывается соотношением

[image: ]
График частотной характеристики (5) представлен на рис. 2 для случая N = 25.

[image: ]
Рис. 2. Частотная характеристика прямоугольного окна.

[bookmark: _Toc244260490][bookmark: _Toc330548302]2  «Обобщенное» окно Хэмминга

Второе из рассматриваемых окон, называемое обобщенным окном Хэмминга, имеет вид
[image: ]





причем  лежит в пределах . Случай  = 0,54 соответствует окну Ханна, случай,  = 0,54 — окну Хэмминга. Частотную характеристику рассматриваемого окна легко получить, если учесть, что оно может быть представлено в виде произведения прямоугольного окна и окна, определяемого формулой (50), но для всех n, т. е.

[image: ]



где  — прямоугольное окно, определяемое формулой (3). Следовательно, частотная характеристика обобщенного окна Хэмминга равна круговой свертке частотной характеристики прямоугольного окна  с последовательностью импульсов и может быть записана в виде
[image: ]

откуда
[image: ]





На рис. 3 наверху изображены графики трех компонент характеристики , а внизу — результирующая частотная характеристика (здесь принято  = 0,54 и N = 25). Создается впечатление, что частотная характеристика окна Хэмминга не имеет пульсаций на частотах выше , однако на самом деле это не так. Пульсации настолько малы, что при линейной шкале на рис. 3 они не видны. Из сравнения рис. 2 и 3 видно, что ширина главного лепестка частотной характеристики окна Хэмминга в два раза больше, чем для прямоугольного окна. Однако уровень боковых лепестков в случае окна Хэмминга значительно ниже, чем у характеристики прямоугольного окна. При  = 0,54, т. е. для обычного окна Хэмминга, 99,96% общей энергии спектра содержится в главном лепестке, а максимумы боковых лепестков на 40 дБ ниже главного максимума. В отличие от окна Хэмминга максимум боковых лепестков в спектре прямоугольного окна ниже главного максимума всего на 14 дБ.
[image: ]

Рис. 4. Частотная характеристика окна Хэмминга при  = 0,54.



Из рис. 3 хорошо видно, каким образом при использовании окна Хэмминга достигается подавление боковых лепестков при одновременном расширении главного лепестка: боковые лепестки функций  находятся в противофазе с боковыми лепестками , поэтому общий уровень боковых лепестков значительно уменьшается. В то же время пропорционально увеличивается ширина главного лепестка частотной характеристики. Ниже будет показано, что при расчете фильтра нижних частот расширение главного лепестка соответствует расширению переходной полосы между полосами пропускания и непропускания, тогда как уменьшение уровня боковых лепестков соответствует меньшим пульсациям в полосе пропускания и лучшему подавлению в полосе непропускания фильтра.

[bookmark: _Toc244260491][bookmark: _Toc330548303]3 Окно Кайзера

Задача расчета хороших окон фактически сводится к математической задаче отыскания ограниченных во времени функций, преобразования Фурье которых наилучшим образом аппроксимируют функции, ограниченные по частоте, т. е. имеют минимальную энергию за пределами заданного интервала частот. При решении этой задачи в замкнутой форме для непрерывных функций времени был введен класс так называемых вытянутых сфероидальных волновых функций. Эти функции имеют достаточно сложный вид. Поэтому Кайзер в качестве наилучшего окна предложил относительно простую аппроксимацию этих функций. Эта аппроксимация, названная окном Кайзера, записывается в виде
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где  — константа, определяющая компромисс между максимальным уровнем боковых лепестков и шириной главного лепестка (или долей общей энергии в главном лепестке) частотной характеристики окна,  — функция Бесселя нулевого порядка. Как именно величина  оказывает влияние на этот компромисс, будет проиллюстрировано ниже с помощью табл. 1.
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Частотная характеристика дискретного окна Кайзера в замкнутой форме не получена, но Кайзер показал, что для непрерывной функции окна частотная характеристика пропорциональна
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где величина ωβ приблизительно равна ширине главного лепестка частотной характеристики. Поскольку нельзя найти аналитического выражения для частотной характеристики окна Кайзера, для иллюстрации его свойств будут использованы графики частотной характеристики.
Окно Кайзера является по существу оптимальным окном в том смысле, что оно представляет последовательность конечной длины, которая имеет минимум энергии спектра за пределами некоторой заданной частоты. Все боковые лепестки в спектре этого окна имеют одинаковый уровень. Однако, как уже говорилось, ни одно из этих окон не позволяет получить оптимальную в минимаксном смысле аппроксимацию произвольной идеальной частотной характеристики, поскольку в действительности характеристика фильтра является результатом свертки частотных характеристик окна и идеального фильтра. Таким образом, несмотря на наличие оптимальных окон, оптимальных фильтров, которые рассчитывались бы с их помощью, не существует.

Задачи для разбора с преподавателем:
C помощью окна Кайзера рассчитать импульсную характеристику НЧ фильтра с частотой среза 10рад/с и пульсациями в полосе пропускания не хуже 0,3

Задачи для самостоятельного решения:
C помощью окна Ханна рассчитать импульсную характеристику НЧ фильтра с частотой среза 10рад/с и пульсациями в полосе пропускания не хуже 0,1


Практическая работа №4 Расчет коэффициентов БИХ-фильтра.
Цель: Получить коэффициенты БИХ фильтра для заданной последовательности
Основные сведения:
Метод отображения дифференциалов

Один из наиболее простых методов дискретизации аналоговой системы заключается в замене дифференциалов в ее дифференциальном уравнении на конечные разности, что дает возможность получить разностное уравнение, аппроксимирующее исходное дифференциальное уравнение. Простейшая замена состоит в замене первого дифференциала на прямую или обратную разность. При этом дифференциальное уравнение (20) после дискретизации принимает вид



где х(п) — последовательность на входе цифрового фильтра, у (п) — на его выходе, а i-я разность  определяется соотношением


причем



Так, при использовании обратных разностей вторая разность  будет равна


При любом отображении непрерывного пространства в дискретное должны выполняться следующие требования:

1. Ось  из s-плоскости должна отображаться в единичную окружность на z-плоскости.
2. Точки из левой половины s-плоскости (для них {Re [s] < 0}) после отображения должны располагаться внутри единичной окружности в z-плоскости (т. е. для отображенных точек |z|< 1).
Выполнение первого требования позволяет сохранить (благодаря свойству равномерности отображения) селективные свойства аналоговой системы, а выполнение второго гарантирует, что получающаяся в результате отображения устойчивой аналоговой системы дискретная система также является устойчивой. Рассмотрим, насколько хорошо замена дифференциалов прямыми или обратными разностями позволяет удовлетворить сформулированным требованиям.
Обратные разности. При использовании обратных разностей производится следующая замена:


С точки зрения операторов преобразования она соответствует соотношению


или



При  из формулы (27) следует, что


Запишем действительную и мнимую части z:
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Рис. 5. Отображение оси  из s-плоскости в z-плоскость для метода обратных разностей.



Таким образом, прямая  (при —< Q <) отображается на z-плоскости в окружность, уравнение которой имеет вид



Центр этой окружности (рис. 5) находится в точке с координатами Re [z] = 1/2, Im [z] = 0, а ее радиус равен 1/2. Видно, что все точки оси  из s-плоскости после отображения не попадают на единичную окружность в z-плоскости (за исключением области весьма малых значений T). Это означает, что первое из сформулированных выше требований не удовлетворяется. Проверим, выполняется ли второе требование. Для этого положим, что





где  и  — действительные числа, причем  < 0. Тогда соотношение (27) принимает вид


откуда


Таким образом, при использовании обратных разностей устойчивый аналоговый фильтр будет отображаться в устойчивый цифровой фильтр, но избирательные свойства аналогового фильтра не будут сохраняться.
Прямые разности. При использовании прямых разностей производится следующая замена:


для которой


или
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Рис. 6. Отображение оси  из s-плоскости в z-плоскость для метода прямых разностей.

При s = имеем


Контуры на s-плоскости и z-плоскости для рассматриваемого метода отображения показаны на рис. 6. Видно, что первое требование, предъявляемое к отображениям, не удовлетворяется. Не удовлетворяется и второе требование, так как если


то



         
при
             [image: ]

Обобщенные разности. Более сложная методика дискретизации аналоговых фильтров, основанная на замене дифференциалов разностями, заключается в использовании разностей более высокого порядка для замены дифференциалов более низкого порядка. Положим, например, что первая разность  определяется вместо (23) следующим выражением:

где L — порядок используемых разностей. Тогда соотношение между операторами, описывающее отображение s-плоскости в z-плоскость, будет иметь вид






Докажем, что оно удовлетворяет первому требованию. Для этого покажем, что при z =  оператор s будет иметь вид s = так, что единичная окружность на z-плоскости будет результатом отображения оси  из s-плоскости. Подставив z = в формулу (41), получим







Выбрав соответствующим образом значения коэффициентов , можно добиться того, что функция  будет аппроксимировать практически любую заданную нечетную функцию от , так что ось  из s-плоскости будет монотонно отображаться в единичную окружность на z-плоскости. Кроме того, можно показать, что отображение, описываемое оператором (41), является конформным, поэтому точки левой полуплоскости s будут располагаться после отображения внутри единичного круга в z-плоскости, так что оба требования, предъявляемые к отображениям, будут удовлетворяться. Однако в связи с трудностями в определении коэффициентов , необходимых для выполнения отображения, а также из-за наличия более простых методов дискретизации аналоговых фильтров рассмотренный метод использования разностей более высокого порядка не нашел широкого практического применения.
 Общие замечания о методе замены дифференциалов разностями. Достоинство метода замены дифференциалов простыми разностями заключается в том, что с помощью простых подстановок типа (26) или (35) можно от рациональной передаточной функции от s непосредственно перейти к рациональной передаточной функции от z. Однако независимо от того, используются простые прямые или простые обратные разности, характеристики аналогового фильтра при этом не сохраняются, поэтому для дискретизации аналоговых фильтров обычно применяют другие методы.

Задачи для разбора с преподавателем: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием замены дифференциалов конечными разностями при шаге дискретизации 1мс.
Задачи для самостоятельного решения: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием замены дифференциалов конечными разностями при шаге дискретизации 1мс.


Практическая работа №5 Создание цифровой системы методом отображения дифференциалов.
Цель: научиться рассчитывать частотные характеристики цифровых систем методом отображения дифференциалов
Основные сведения:
[bookmark: _Toc330548323]Метод отображения дифференциалов

Один из наиболее простых методов дискретизации аналоговой системы заключается в замене дифференциалов в ее дифференциальном уравнении на конечные разности, что дает возможность получить разностное уравнение, аппроксимирующее исходное дифференциальное уравнение. Простейшая замена состоит в замене первого дифференциала на прямую или обратную разность. При этом дифференциальное уравнение (20) после дискретизации принимает вид



где х(п) — последовательность на входе цифрового фильтра, у (п) — на его выходе, а i-я разность  определяется соотношением


причем



Так, при использовании обратных разностей вторая разность  будет равна


При любом отображении непрерывного пространства в дискретное должны выполняться следующие требования:

1. Ось  из s-плоскости должна отображаться в единичную окружность на z-плоскости.
2. Точки из левой половины s-плоскости (для них {Re [s] < 0}) после отображения должны располагаться внутри единичной окружности в z-плоскости (т. е. для отображенных точек |z|< 1).
Выполнение первого требования позволяет сохранить (благодаря свойству равномерности отображения) селективные свойства аналоговой системы, а выполнение второго гарантирует, что получающаяся в результате отображения устойчивой аналоговой системы дискретная система также является устойчивой. Рассмотрим, насколько хорошо замена дифференциалов прямыми или обратными разностями позволяет удовлетворить сформулированным требованиям.
Обратные разности. При использовании обратных разностей производится следующая замена:


С точки зрения операторов преобразования она соответствует соотношению


или



При  из формулы (27) следует, что


Запишем действительную и мнимую части z:
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Рис. 5. Отображение оси  из s-плоскости в z-плоскость для метода обратных разностей.



Таким образом, прямая  (при —< Q <) отображается на z-плоскости в окружность, уравнение которой имеет вид



Центр этой окружности (рис. 5) находится в точке с координатами Re [z] = 1/2, Im [z] = 0, а ее радиус равен 1/2. Видно, что все точки оси  из s-плоскости после отображения не попадают на единичную окружность в z-плоскости (за исключением области весьма малых значений T). Это означает, что первое из сформулированных выше требований не удовлетворяется. Проверим, выполняется ли второе требование. Для этого положим, что





где  и  — действительные числа, причем  < 0. Тогда соотношение (27) принимает вид


откуда


Таким образом, при использовании обратных разностей устойчивый аналоговый фильтр будет отображаться в устойчивый цифровой фильтр, но избирательные свойства аналогового фильтра не будут сохраняться.
Прямые разности. При использовании прямых разностей производится следующая замена:


для которой


или
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Рис. 6. Отображение оси  из s-плоскости в z-плоскость для метода прямых разностей.

При s = имеем


Контуры на s-плоскости и z-плоскости для рассматриваемого метода отображения показаны на рис. 6. Видно, что первое требование, предъявляемое к отображениям, не удовлетворяется. Не удовлетворяется и второе требование, так как если


то



         
при
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Обобщенные разности. Более сложная методика дискретизации аналоговых фильтров, основанная на замене дифференциалов разностями, заключается в использовании разностей более высокого порядка для замены дифференциалов более низкого порядка. Положим, например, что первая разность  определяется вместо (23) следующим выражением:

где L — порядок используемых разностей. Тогда соотношение между операторами, описывающее отображение s-плоскости в z-плоскость, будет иметь вид






Докажем, что оно удовлетворяет первому требованию. Для этого покажем, что при z =  оператор s будет иметь вид s = так, что единичная окружность на z-плоскости будет результатом отображения оси  из s-плоскости. Подставив z = в формулу (41), получим







Выбрав соответствующим образом значения коэффициентов , можно добиться того, что функция  будет аппроксимировать практически любую заданную нечетную функцию от , так что ось  из s-плоскости будет монотонно отображаться в единичную окружность на z-плоскости. Кроме того, можно показать, что отображение, описываемое оператором (41), является конформным, поэтому точки левой полуплоскости s будут располагаться после отображения внутри единичного круга в z-плоскости, так что оба требования, предъявляемые к отображениям, будут удовлетворяться. Однако в связи с трудностями в определении коэффициентов , необходимых для выполнения отображения, а также из-за наличия более простых методов дискретизации аналоговых фильтров рассмотренный метод использования разностей более высокого порядка не нашел широкого практического применения.
 Общие замечания о методе замены дифференциалов разностями. Достоинство метода замены дифференциалов простыми разностями заключается в том, что с помощью простых подстановок типа (26) или (35) можно от рациональной передаточной функции от s непосредственно перейти к рациональной передаточной функции от z. Однако независимо от того, используются простые прямые или простые обратные разности, характеристики аналогового фильтра при этом не сохраняются, поэтому для дискретизации аналоговых фильтров обычно применяют другие методы.

Задачи для разбора с преподавателем: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием замены дифференциалов обобщенными разностями при шаге дискретизации 1мс.
Задачи для самостоятельного решения: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием замены дифференциалов обобщенными разностями при шаге дискретизации 1мс.

Практическая работа №6 Инвариантное преобразования импульсной характеристики.
Цель: научиться рассчитывать частотные характеристики цифровых систем методом инвариантного преобразования импульсной характеристики

Основные сведения:
[bookmark: _Toc330548324]Метод инвариантного преобразования импульсной характеристики

Второй метод дискретизации аналоговых фильтров называется методом инвариантного преобразования импульсной характеристики. (Его называют также методом стандартного z-преобразования) Отличительной особенностью этого метода является то, что в качестве импульсной характеристики рассчитываемого цифрового фильтра используется дискретизованная импульсная характеристика соответствующего аналогового фильтра. В результате частотная характеристика цифрового фильтра образуется путем наложений частотной характеристики дискретизованного аналогового фильтра.
Для того чтобы предемонстрировать метод дискретизации аналогового фильтра с использованием инвариантного преобразования его импульсной характеристики, разложим передаточную функцию этого фильтра (19) на простые дроби:


где



причем каждый коэффициент  определяет положение i-го полюса. При записи разложения (44) предполагалось, что порядок числителя М меньше порядка знаменателя N и что все полюсы Н(s) простые. Предположение о том, что М < N, обязательно должно выполняться для дискретизуемого фильтра, поскольку в противном случае наложения в частотной характеристике цифрового фильтра станут недопустимыми. Если же не все полюсы H(s) простые, то результаты, которые будут получены в настоящем разделе, следует несколько модифицировать.
Импульсная характеристика h(t) аналогового фильтра с передаточной функцией вида (44) описывается соотношением


Дискретизуя ее, получим импульсную характеристику цифрового фильтра


где Т — период дискретизации. Найдем ее z-преобразование

Изменив порядок суммирования и просуммировав по п, получим


Сравним формулы (49) и (44). Видно, что для простых полюсов переход от Н (s) к Н (z) осуществляется с помощью отображения, при котором используется замена






Если полюсы  комплексные, то остатки  в (44) также будут комплексными. Функция h(t) действительная, поэтому должны существовать также комплексно сопряженные полюс d* и остаток с*. Просуммируем эти комплексно сопряженные члены в (44):




Положив  и , получим

Использование   отображающей   замены   (50)   применительно к каждому слагаемому в формуле (51) дает

Из формул (52) и (54) получаем

(индекс i здесь опущен, а числители поделены на 2g).


Приведем два полезных частных случая этой отображающей замены, соответствующих аналоговым фильтрам с импульсными характеристиками  и :


Выше было отмечено, что частотная характеристика цифрового фильтра, рассчитываемого методом инвариантного преобразования импульсной характеристики, образуется путем наложений частот-
[image: ]
Рис. 7. Отображение из s-плоскости в z-плоскость для метода инвариантного преобразования импульсной характеристики.
ной характеристики дискретизуемого аналогового фильтра. Таким образом, можно записать





где  — угловая частота дискретизации цифрового фильтра. На рис. 7 показано соответствующее инвариантному преобразованию импульсной характеристики отображение из s-плоскости в z-плоскость. Каждая горизонтальная полоса шириной  из s-плоскости отображается на z-плоскость. Поэтому все смежные полосы из s-плоскости будут при отображении накладываться друг на друга в z-плоскости. Отсюда следует, что для того, чтобы частотные характеристики исходного аналогового фильтра и рассчитываемого методом инвариантного преобразования импульсной характеристики цифрового фильтра соответствовали друг другу, необходимо, чтобы полоса пропускания аналогового фильтра находилась в пределах диапазона . Для выполнения этого условия необходимо до начала преобразования вводить дополнительный фильтр нижних частот, гарантирующий соответствующее ограничение полосы пропускания  аналогового фильтра.
Пример инвариантного преобразования импульсной характеристики. Для иллюстрации этого метода дискретизуем аналоговый фильтр с передаточной функцией вида
[image: ]
Непосредственное   использование  отображающей  замены (50) дает
[image: ]
[image: ]
Рис. 8. Амплитудная и фазовая характеристики аналогового фильтра.
Частотная характеристика  аналогового  фильтра  определяется соотношением
[image: ]

На рис. 8 представлены амплитудная и фазовая характеристики этого фильтра. Характеристики соответствующего цифрового фильтра для разных значений периода дискретизации  изображены на рис. 9. Ясно, что при уменьшении Т (т. е. при увеличении частоты дискретизации Fs) эффекты наложения могут оказаться пренебрежимо малыми и частотные характеристики аналогового и цифрового фильтров станут похожими друг на друга.

Задачи для разбора с преподавателем: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием метода инвариантного преобразования импульсной характеристики при шаге дискретизации 1мс.
Задачи для самостоятельного решения: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием метода инвариантного преобразования импульсной характеристики при шаге дискретизации 1мс.

Практическая работа №7 Билинейное z-преобразование.
Цель: научиться рассчитывать частотные характеристики цифровых систем методом билинейного преобразования импульсной характеристики.
Основные сведения:
[bookmark: _Toc330548325]Билинейное z-преобразование


Достоинство первого из двух рассмотренных выше методов расчета цифрового фильтра по характеристикам аналогового фильтра, основанного на замене дифференциалов конечными разностями, заключалось в том, что z-преобразование импульсной характеристики цифрового фильтра элементарно получалось из преобра-зования Лапласа импульсной характеристики аналогового фильтра с помощью простой алгебраической подстановки. Недостатки же этого метода состояли в том, что ось  из s-плоскостп не отображалась, вообще говоря, в единичную окружность на z-плоскости, а устойчивый аналоговый фильтр (в случае использования прямых разностей) не всегда отображался в устойчивый цифровой фильтр.
Амплитуда
[image: ]
1,0        1,5       2,0 Частота, Щ
Рис. 4.9. Амплитудная и  фазовая характеристики цифровых фильтров, рассчитанных методом инвариантного преобразования импульсной характеристики аналогового фильтра, представленного на рис. 8.
Существует, однако, простое конформное отображение s-плоскости в z-плоскость, свободное от этих недостатков и в то же время сохраняющее удобную алгебраическую форму преобразования. Оно называется билинейным преобразованием, использующим следующую замену:



Характер этого преобразования проще всего понять, если обратиться к рис. 10, где показано, каким образом s-плоскость отображается в z-плоскость. Видно, что вся ось  из s-плоскости отображается в единичную окружность на z-плоскости; левая полуплоскость s отображается в единичный круг, а правая полуплоскость s — в область, расположенную вне единичного круга на z-плоскости. Эти свойства легко проиллюстрировать, если из формулы (4.59) найти выражение для z:



При s = 





Отсюда видно, что |z| = 1. При  = 0 имеем z = 1 и при z=-1, в промежутке z монотонно меняется от 0 до ;. Подставив
[image: ]
Рис. 10. Отображение s-плоскости в z-плоскость при билинейном преобразовании.

в формулу (60) , получим



При < 0 (для левой полуплоскости s) | z | <; 1, т. е. точки располагаются внутри единичной окружности.
При билинейном преобразовании передаточная функция цифрового фильтра Н(z) рассчитывается с помощью алгебраической подстановки (59), т. е.


Из этого соотношения видно, что порядки знаменателей функций Н(z) и Н(s) совпадают, но порядки числителей могут отличаться. Действительно, передаточная функция
[image: ]
имеет числитель нулевого порядка, а знаменатель — первого порядка. В то же время получаемая методом билипейного преобразования функция Н (z) равна
[image: ]

где и числитель, и знаменатель первого порядка. Причиной этого является то, что функция Н(s) имеет нуль на бесконечности (s = ), который при билинейном преобразовании отображается в точку z = —1.
[image: ]
Рис. 11. Соотношение между частотными шкалами аналогового и цифрового фильтров при билинейном преобразовании.





Так как в единичную окружность на z-плоскости отображается вся ось  из s-плоскости, то эффекты, связанные с наложениями в частотной характеристике цифрового фильтра, характерные для метода инвариантного преобразования импульсной характеристики, в данном случае будут отсутствовать. Однако соотношение между частотами аналогового фильтра  и цифрового фильтра  оказывается существенно нелинейным. Рассмотрим характер этой нелинейности, положив в (59) z = и , что дает


или
[image: ]
откуда



Это соотношение представлено на рис. 11 для случая Т = 2. При небольших  отображение почти линейно, однако для основной части частотной шкалы оно существенно нелинейно и сильно ограничивает область применения билинейного преобразования. Действительно, амплитудная характеристика преобразуемого анало-
[image: ]
Рис. 12. Методика учета нелинейного искажения частотной шкалы при билинейном преобразовании.





гового фильтра должна быть ступенчатообразной функцией частоты, так как в противном случае частотная характеристика цифрового фильтра будет представлять собой деформированную характеристику аналогового фильтра. По этой причине, например, билинейное преобразование нельзя использовать для преобразования аналогового дифференцирующего фильтра в цифровой дифференциатор. Существует, правда, довольно большой класс фильтров, для которых частотная деформация, описываемая соотношением (65), может быть скомпенсирована. К ним относятся фильтры нижних и верхних частот, полосовые и режекторные. Метод компенсации деформации достаточно прост (рис. 12). Совокупность характерных частот среза цифрового фильтра известна. Пусть в данном случае их будет четыре: 1,  2,  х,  4  (они показаны на рис. 12 справа внизу). Используя нелинейное соотношение (65) между частотными шкалами цифрового и аналогового фильтров, пересчитаем все частоты среза цифрового фильтра в частоты среза аналогового фильтра, которые будут равны  (см. на рис. 12 вверху). Теперь рассчитаем аналоговый фильтр, все характерные частоты которого совпадали бы с этими пересчитанными частотами среза цифрового фильтра. Амплитудная характеристика такого аналогового фильтра изображена на рис. 12 слева вверху. Выполнив билинейное преобразование этого аналогового фильтра, получим цифровой фильтр, все частоты среза которого будут совпадать с заданными. Ниже в настоящей главе будут даны примеры расчета фильтров нижних и верхних частот методом билинейного преобразования.

Итак, билинейное преобразование обеспечивает простое отображение между аналоговыми и цифровыми фильтрами и является алгебраическим преобразованием, при котором ось  полностью отображается в единичную окружность на z-плоскости. Кроме того, ему присуще свойство отображать физически реализуемый устойчивый аналоговый фильтр также в физически реализуемый и устойчивый цифровой фильтр. Более того, аналоговые широкополосные фильтры с резкими скатами могут быть отображены в широкополосные цифровые фильтры с резкими скатами без искажений частотной характеристики, связанных с наложениями, которые характерны для метода инвариантного преобразования импульсной характеристики. Недостаток метода билинейного преобразования заключается в том, что эффекты нелинейности соотношения между частотными шкалами аналогового и цифрового фильтров удается учесть лишь в том случае, когда частотная характеристика аналогового фильтра имеет вид ступенчатообразной функции. Кроме того, при билинейном преобразовании ни импульсная, ни фазовая характеристики аналогового и цифрового фильтров не будут совпадать.

Задачи для разбора с преподавателем: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием метода билинейного преобразования при шаге дискретизации 1мс.
Задачи для самостоятельного решения: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием метода билинейного преобразования при шаге дискретизации 1мс.

Практическая работа №8 Обработка изображений с помощью двумерных разностных уравнений.
Цель: изучить алгоритм обработки изображений на примере двумерных разностных уравнений
Основные сведения: Двумерные разностные уравнения.

Как и в одномерном случае двумерный ЛПП фильтр описывается  линейным разностным уравнением 

,
Выделим выходной сигнал на текущем шаге Y(n1,n2)

Y(n1,n2) =  

/(0,0),
где m1 и m2  0 одновременно. 
  Основная теорема о свертке одномерных ЛПП систем остается в силе и для двумерного случая. Это означает, что если  на вход двумерной системы с импульсной характеристикой h(n1,n2) поступает последовательность х(n1,n2), то на выходе системы получим:





   Изобразим это разностное уравнение графически
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b-100

  ПлоскостьХосьх ПлоскостьYосьy

  
     .      .      .      .      .       .   
n2     03  02  01   00     .
   .     13  12  11   10    .
   .     23  22  21   20    .
   .    33  32  31   30     .
    .      .     .      .       .      .
                               n2        (n1)

   .       .      .       .       .      .
n2      03  02  01     .      .
   .     13  12  11   10    .
   .     23  22  21   20    .
   .    33  32  31   30     .
    .      .     .      .       .      .
                               n2        (n1)

N1 = N2 = M1 = M2 = 4
Рассмотрим частотные характеристики двумерных систем.
Пусть на вход системы поступает синусоидный сигнал:


     x(n1,n2) =   при     
По формуле о свертке, получим:

Y(n1,n2) = = 



 =

=x(n1,n2)H - частотная характеристика второй системы, она имеет вид двумерного преобразования Фурье 


 = ,
Коэффициенты ряда можно вычислить по формуле:


=,
Найти коэффициенты Фурье для идеального фильтра нижних частот с характеристикой

,
т.е. АЧХ представляет собой прямоугольный параллелепипед





Из данного примера видно, что данная функция является разделимой.
    Двумерное z-преобразование:


Сумма определена в некоторой области сходимости.
   Обратное z-преобразование:

.
Как и для одномерных систем найдем z-преобразование последовательности:





        n2

        n2
        n2
        n2
         k      n1      n1      n1               n1
Причем, последнее сходится, если:




· 1 свойство:
Для конечных последовательностей z-преобразование сходится всегда.
· 2 свойство:
    Если последовательность Y(n1,n2) равна двумерной свертке входной последовательности x(n1,n2) c импульсной характеристикой h(n1,n2), то, перейдя на z плоскость можно показать, что:
y(n1,n2) = x(n1n2)*h(n1n2)
Y(z1,z2) = X(z1,z2)*H(z1,z2).


Задачи для разбора с преподавателем: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием метода билинейного преобразования при шаге дискретизации 1мс.
Задачи для самостоятельного решения: Передаточная функция аналоговой системы имеет вид  найти ее дискретный аналог с использованием метода билинейного преобразования при шаге дискретизации 1мс.

Практическая работа №9 Расчет  спектра сигнала (БПФ).
Цель: при помощи БПФ рассчитать спектр заданной последовательности.
Основные сведения:
В цифровом виде спектральный анализ осуществляется на основе дискретного преобразования Фурье, при этом введем понятие поворачивающий множитель:


где N — число точек в спектре сигнала, приходящееся на 1 период частотной характеристики сигнала или на 1 период спектра сигнала.
Т.о. дискретное преобразование Фурье можно определить как:

 0≤k≤N-1  Ӿ
Обратное дискретное преобразование Фурье:

0≤n≤N-1  Ӿ
ωk=kΔω=2πk/NT
tn=nT
Модуль дискретного преобразования Фурье X(k) называется амплитудным спектром, аргумент функции X(k) является фазовым спектром (тоже самое, что АЧХ и ФЧХ).
Однако прямое вычисление дискретного преобразования Фурье по формулам Ӿ для больших N крайне неэффективно и может быть препятствием для реализации обработки спектра на ЭВМ, особенно если обработку нужно производить в реальном времени.
Для уменьшения вычислительных затрат разработаны алгоритмы быстрого вычисления дискретного преобразования Фурье, называется быстрым преобразованием Фурье (БПФ).
Рассмотрим несколько вариантов БПФ.

[bookmark: _Toc244260648][bookmark: _Toc330548350]Алгоритм БПФ с прореживанием по времени

Идея этого алгоритма состоит в периодичности ядра Wnnk. Идея состоит в том, чтобы разделить N-точечную последовательность на две, из дискретного преобразования Фурье которых можно получить дискретное преобразование Фурье N-точечной последовательности.
Разделим  N-точечную последовательность на две  N/2-точечных, в одной из которых занесем значения с четными номерами x1(n)=x(2n), а в другую — с нечетными номерами x2(n)=x(2n+1). В этом случае N-точечное дискретное преобразование Фурье x(n) преобразуется в два  N/2-точечных.
Дискретное преобразование Фурье будет определяться:
              X1(k)+ WnkX2(k)    k≤N/2
X(k)=    
              X1(k)- WnkX2(k)     k>N/2
Операцию, представленную в формуле, называют базовой операцией «бабочка».
[image: ]                                                                                       
                                                                          
                                                                                                  
Для нахождения БПФ последовательность x(n) разделяют на четные и нечетные члены несколько раз, пока не останутся только пары (т.е. последовательности x1(n) и x2(n) тоже разделяются на четные и нечетные, и деление происходит, пока не останутся 2 члена), для которых применяется формула дискретного преобразования Фурье.
Рассмотрим алгоритм БПФ для ряда из четырех членов. Обозначим их как {x(0), x(1), x(2), x(3)}. Коэффициенты дискретного преобразования Фурье можно определить из матрицы:


Рассмотрим положение вращающих множителей на единичную окружность
[image: ]

 Т.о. в матрице можно записать:



Т.о. для того, чтобы упростить выражение, применим представление умножения матриц в следующем виде:



Перегруппируем члены с четными и нечетными индексами:
  x(0) x(1) x(2) x(3)



Условно представим, что:
[x(0) x(2)] [x(1) x(3)]



Вынесем из последних столбцов:
[x(0) x(2)]      [x(1) x(3)]



Также очевидно, что: W44=W40=1;  W46=W42=-1;  W42=-W40;  W43=-W41
            x(0) x(2)     x(1) x(3)



Как видим, в матрице появились столбцы с одинаковыми членами. Их элементы принимают значение 1 и -1, причем для любого 4-х точечного преобразования эти коэффициенты постоянны. Т.о. операция умножения может быть заменена операцией сложения (множитель равен +1) или операцией вычитания (множитель равен -1).
[image: ]Для того, чтобы упростить процесс вычисления последнего выражения, составим схему вычислений. Для этого сначала разделим последовательность на четные и нечетные члены.
Для вычисления БПФ необходимо последовательность чисел с числом членов, равным степени двойки. Иногда (если число членов не равно степени двойки) выборку дополняют тем же сигналом, по которому считается спектр.
Основная идея алгоритма БПФ состоит в разделении последовательностей на ряды, состоящие из четных и нечетных членов последовательности. 
Покажем, что для сортировки элементов последовательности указанным способом можно применить так называемую бит-реверсию.
Рассмотрим последовательность из 8 членов и их коды.
х(0)     000       х(0)            х(0)     000
х(1)     001       х(2)            х(4)     100
х(2)     010       х(4)            х(2)     010
х(3)     011       х(6)            х(6)     110
х(4)     100       х(1)            х(1)     001
х(5)     101       х(3)            х(5)     101
х(6)     110       х(5)            х(3)     011
х(7)     111       х(7)            х(7)     111

Задачи для разбора с преподавателем: рассчитать быстрое преобразование Фурье последовательности x(n)={0,1,4,1,-1,-4,-1,0}
Задачи для самостоятельного решения: рассчитать быстрое преобразование Фурье последовательности x(n)={0,1,1,0,1,1,0,1}
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