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Цели и задачи работы
Самостоятельная работа является составной частью программы по изучению дисциплины «Математическая статистика». Самостоятельная работа позволит студенту глубже усвоить понятия, обсуждаемые на занятиях, применить на практике знания, полученные в процессе изучения курса, и познакомиться с теми вопросами, которые выходят за рамки аудиторных занятий.
Задания для самостоятельной работы
1. Оценка генеральной средней по выборочной средней. Устойчивость выборочных средних
Пусть из генеральной совокупности (в результате независимых наблюдений над количественным признаком Х) извлечена повторная выборка объема n со значениями признака х1, х2, …, хn. Не уменьшая общности рассуждений, будем считать эти значения признака различными. Пусть генеральная средняя хг неизвестна и требуется оценить ее по данным выборки. В качестве оценки генеральной средней принимают выборочную среднюю

[image: image1.emf]
Убедимся, что [image: image2.emf] – несмещенная оценка, т.е. покажем, что математическое ожидание этой оценки равно [image: image3.png]


. Будем рассматривать [image: image4.emf] как случайную величину и х1, х2, …, хn как независимые, одинаково распределенные случайные величины Х1, Х2, …, Хn. Поскольку эти величины одинаково распределены, то они имеют одинаковые числовые характеристики, в частности одинаковое математическое ожидание, которое обозначим через а. Так как математическое ожидание среднего арифметического одинаково распределенных случайных величин равно математическому ожиданию каждой из величин
[image: image5.png]M(X,)=M[X,+X,+ ...+ X,)n]=a





(*)
Приняв во внимание, что каждая из величин Х1, Х2, …, Хn имеет то же распределение, что и генеральная совокупность (которую мы также рассматриваем как случайную величину), заключаем, что и числовые характеристики этих величин и генеральной совокупности одинаковы. В частности, математическое ожидание а каждой из величин равно математическому ожиданию признака Х генеральной совокупности, т.е.
[image: image6.png]M (X)=x,=a.




Заменив в формуле (*) математическое ожидание а на [image: image7.png]


 окончательно получим
[image: image8.png]M (X,) = x;.




Тем самым доказано, что выборочная средняя есть несмещенная оценка генеральной средней.

Легко показать, что выборочная средняя является и состоятельной оценкой генеральной средней. Действительно, допуская, что случайные величины Х1, Х2, …, Хn имеют ограниченные дисперсии, мы вправе применить к этим величинам теорему Чебышева (частный случай), в силу которой при увеличении n среднее арифметическое рассматриваемых величин, т.е. [image: image9.emf], стремится по вероятности к математическому ожиданию а каждой из величин, или, что то же, к генеральной средней [image: image10.png]


 (так как [image: image11.png]


 = a).

Итак, при увеличении объема выборки n выборочная средняя стремится по вероятности к генеральной средней, а это и означает, что выборочная средняя есть состоятельная оценка генеральной средней. Из сказанного следует также, что если по нескольким выборкам достаточно большого объема из одной и той же генеральной совокупности будут найдены выборочные средние, то они будут приближенно равны между собой. В этом и состоит свойство устойчивости выборочных средних.

Заметим, что если дисперсии двух одинаково распределенных совокупностей равны между собой, то близость выборочных средних к генеральным не зависит от отношения объема выборки к объему генеральной совокупности. Она зависит от объема выборки: чем объем выборки больше, тем меньше выборочная средняя отличается от генеральной. Например, если из одной совокупности отобран 1% объектов, а из другой совокупности отобрано 4% объектов, причем объем первой выборки оказался большим, чем второй, то первая выборочная средняя будет меньше отличаться от соответствующей генеральной средней, чем вторая.
2. Доверительные интервалы для оценки среднего квадратического отклонения σ нормального распределения
Пусть количественный признак Х генеральной совокупности распределен нормально. Требуется оценить неизвестное генеральное среднее квадратическое отклонение σ по «исправленному» выборочному среднему квадратическому отклонению s. Поставим перед собой задачу найти доверительные интервалы, покрывающие параметр σ с заданной надежностью γ.

Потребуем, чтобы выполнялось соотношение
[image: image12.png]P(lo—s|< 8=y, nm P(s—8<o<s+8=y.




Для того чтобы можно было пользоваться готовой таблицей, преобразуем двойное неравенство

[image: image13.png]s—8<o<s+46




в равносильное неравенство
[image: image14.png]s(1—8/s) <o < s(1+98/s).




Положив δ/s=q, получим
[image: image15.png]s(1—gq) <o <s(l1+q).






(*)
Остается найти q. С этой целью введем в рассмотрение случайную величину «хи»:
[image: image16.png]x=(S/o)V n—1,




где n – объем выборки.

Величина S2(n-1)/σ2 распределена по закону χ2 с n-1 степенями свободы, поэтому квадратный корень из нее обозначают через χ·

Плотность распределения χ имеет вид 
[image: image17.png]yn=-3g=%'/2

R
(03 n):—w_m T
r(2)







(**)
Это распределение не зависит от оцениваемого параметра σ, а зависит лишь от объема выборки n.

Преобразуем неравенство (*) так, чтобы оно приняло вид χ1<χ<χ2. Вероятность этого неравенства равна заданной вероятности γ, т.е.
[image: image18.png]As
Y R max=y.
*




Предполагая, что q<1, перепишем неравенство (*) так:
[image: image19.png]1

1 |
stir9 <7 <sa=9




У множив все члены неравенства на [image: image20.png]SV n—1.



, получим
[image: image21.png]Vian—1 SVn—l<Vn—l
I+4+gq o T—q




или

[image: image22.png]Van—1
144q





Вероятность того, что это неравенство, а следовательно, и равносильное ему неравенство (*) будет осуществлено, равна
[image: image23.png]Vasi/u-a

R (%, n)dy=n.
Va=1/u+q




Из этого уравнения можно по заданным n и γ найти q. Практически для отыскания q пользуются таблицей значений q=q(γ, n).

Вычислив по выборке s и найдя по таблице q, получим искомый доверительный интервал (*), покрывающий σ с заданной надежностью γ, т.е. интервал 
[image: image24.png]s(l—q) <o <s(l+49).




3. Метод моментов для точечной оценки параметров распределения
Можно доказать, что начальные и центральные эмпирические моменты являются состоятельными оценками соответственно начальных и центральных теоретических моментов того же порядка. На этом основан метод моментов, предложенный К. Пирсоном. Достоинство метода – сравнительная его простота. Метод моментов точечной оценки неизвестных параметров заданного распределения состоит в приравнивании теоретических моментов рассматриваемого распределения соответствующим эмпирическим моментам того же порядка.

А. Оценка одного параметра. Пусть задан вид плотности распределения f(х, θ), определяемой одним неизвестным параметром θ. Требуется найти точечную оценку параметра θ.

Для оценки одного параметра достаточно иметь одно уравнение относительно этого параметра. Следуя методу моментов, приравняем, например, начальный теоретический момент первого порядка начальному эмпирическому моменту первого порядка: ν1=М1. Учитывая, что ν1=М (Х), М1=[image: image25.emf], получим 
М(Х) = [image: image26.emf].





(*)
Математическое ожидание М(Х), как видно из соотношения
[image: image27.png]MX)= § xf (x; 8)dx=0(0),




есть функция от θ, поэтому (*) можно рассматривать как уравнение с одним неизвестным θ. Решив это у равнение относительно параметра θ, тем самым найдем его точечную оценку θ *, которая является функцией от выборочной средней, следовательно, и от вариант выборки:
[image: image28.png]



Б. Оценка двух параметров. Пусть задан вид плотности распределения f(х; θ1, θ2), определяемой неизвестными параметрами θ1 и θ2. Для отыскания двух параметров необходимы два уравнения относительно этих параметров. Следуя методу моментов, приравняем, например, начальный теоретический момент первого порядка начальному эмпирическому моменту первого порядка и центральный теоретический момент второго порядка центральному эмпирическому моменту второго порядка:

ν1=Ml, μ2=m2.

Учитывая, что ν1=M(X), μ2=D(X), М1=[image: image29.emf], m2=Dв, получим 
[image: image30.png]M (X) = X, }
D (X)=D,.








(**)

Математическое ожидание и дисперсия есть функции от θ1 и θ2, поэтому (**) можно рассматривать как систему двух уравнений с двумя неизвестными θ1 и θ2. Решив эту систему относительно неизвестных параметров, тем самым получим их точечные оценки θ*1 и θ*2. Эти оценки являются функциями от вариант выборки:
[image: image31.png]0=, (1 X --vy Xa),
05 =P, (X3, Xz» ---r Xg).




4. Сведение первоначальных вариант к равноотстоящим
На практике, как правило, данные наблюдений не являются равноотстоящими числами. Естественно, возникает вопрос: нельзя ли соответствующей обработкой наблюдаемых значений признака свести вычисления к случаю равноотстоящих вариант? Оказывается, можно. С этой целью интервал, в котором заключены все наблюдаемые значения признака (первоначальные варианты), делят на несколько равных частичных интервалов. (Практически в каждый частичный интервал должно попасть не менее 8-10 первоначальных вариант.) Затем находят середины частичных интервалов, которые и образуют последовательность равноотстоящих вариант.

В качестве частоты каждой «новой» варианты (середины частичного интервала) принимают общее число первоначальных вариант, попавших в соответствующий частичный интервал.

Ясно, что замена первоначальных вариант серединами частичных интервалов сопровождается ошибками (первоначальные варианты левой половины частичного интервала будут увеличены, а варианты правой половины уменьшены), однако эти ошибки будут в основном погашаться, поскольку они имеют разные знаки.
5. Оценка отклонения эмпирического распределения от нормального. Асимметрия и эксцесс
Для оценки отклонения эмпирического распределения от нормального используют различные характеристики, к числу которых относятся асимметрия и эксцесс. Смысл этих характеристик аналогичен смыслу асимметрии и эксцесса теоретического распределения.

Асимметрия эмпирического распределения определяется равенством
as=m3/σв3,
где m3 – центральный эмпирический момент третьего порядка.

Эксцесс эмпирического распределения определяется равенством 

ek=m4/ σв4- 3,

где m4 – центральный эмпирический момент четвертого порядка.

Моменты m3 и m4 удобно вычислять методом произведений, используя формулы:
[image: image32.png]mg =[M;—3M3iM;i-+ 2 (M;)*] k3, }
g = [ Mi— 4AMsM3+BM5(M3)2—3 (M) ]he.




6. Отыскание параметров выборочного уравнения прямой линии регрессии по сгруппированным данным

Для определения параметров уравнения прямой линии регрессии Y на Х была получена система уравнений
[image: image33.png](Zx) oyt (Zx) b= xy, }
(Bx) pyet+nb=Iy.







(*)

Предполагалось, что значения Х и соответствующие им значения Y наблюдались по одному разу. Теперь же допустим, что получено большое число данных (практически для удовлетворительной оценки искомых параметров должно быть хотя бы 50 наблюдений), среди них есть повторяющиеся, и они сгруппированы в виде корреляционной таблицы. Запишем систему (*) так, чтобы она отражала данные корреляционной таблицы. Воспользуемся тождествами:
[image: image34.png]S x=nx (cnenctshe us %= x/n);
Sy=ny (crenctsue us y= N y/n);
3 x? = nx® (caencTshe 3 xt= 3 x*/n),




Σху=Σnxy xy (учтено, что пара чисел (х, у) наблюдалась nxy раз). Подставив правые части тождеств в систему (*) и сократив обе части второго уравнения на n, получим
[image: image35.png](nX?) pye +(nx) b= 2y XY,
) pye+b=y. }



 


(**)

Решив эту систему, найдем параметры ρyx и b и, следовательно, искомое уравнение
[image: image36.png]Ye=pyxX+0b.




Однако более целесообразно, введя новую величину – выборочный коэффициент корреляции, написать уравнение регрессии в ином виде. Сделаем это. Найдем b из второго уравнения (**):
[image: image37.png]b=y—p,.x.




Подставив правую часть этого равенства в уравнение [image: image38.png]Us=p,x X+ b,



 получим
[image: image39.png]Yx—Y = Pyx (x—2).



 


(***)

Найдем из системы (*) коэффициент регрессии, учитывая, что [image: image40.png]x—(xp=0



:

[image: image41.png]_ Zrwpy—nig _ Fnepy—nij
n[x—(x? nod





Умножим обе части равенства на дробь [image: image42.png]3./,



:

[image: image43.png]_ Drwymy—niy
o,






(****)

Обозначим правую часть равенства через rв и назовем ее выборочным коэффициентом корреляции
[image: image44.png]



Подставим rв в (****)
[image: image45.png]Pyx0/0y =Ty,




Отсюда

[image: image46.png]



Подставив правую часть этого равенства в (***), окончательно получим выборочное уравнение прямой линии регрессии Y на Х вида
[image: image47.png]



7. Методика вычисления выборочного коэффициента корреляции

Пусть требуется по данным корреляционной таблицы вычислить выборочный коэффициент корреляции. Можно значительно упростить расчет, если перейти к условным вариантам (при этом величина rв не изменится)

ui = (xi-C1)/h1 и υi = (yj-C2)/h2
В этом случае выборочный коэффициент корреляции вычисляют по формуле
[image: image48.png]



Величины [image: image49.png]


и [image: image50.png]


 можно найти методом произведений, а при малом числе данных непосредственно исходя из определений этих величин. Остается указать способ вычисления Σnuυuυ, где nuυ – частота пары условных вариант (u, υ).

Можно доказать, что справедливы формулы:

[image: image51.png]N tv =2 0U, tae U =3 n,u,
nguv=uV, rae V=2n,“,v.




Для контроля целесообразно выполнить расчеты по обеим формулам и сравнить результаты; их совпадение свидетельствует о правильности вычислений.
8. Пример на отыскание выборочного уравнения прямой линии регрессии

Когда известно, как вычисляют rв уместно привести пример на отыскание уравнения прямой линии регрессии.

Поскольку при нахождении rв уже вычислены [image: image52.png]


[image: image53.png]


то целесообразно пользоваться формулами:

[image: image54.png]



9. Корреляционное отношение как мера корреляционной связи. Достоинства и недостатки этой меры
Установлено: при η=0 признаки не связаны корреляционной зависимостью; при η=1 имеет место функциональная зависимость.

Убедимся, что с возрастанием η корреляционная связь становится более тесной. С этой целью преобразуем соотношение Dобщ = Dвнгр+Dмежгр так:

Dвнгр=Dобщ [1-(Dмежгр/Dобщ)],
или

Dвнгр=Dобщ(l-η2).
Если η→1, то Dвнгр→0, следовательно, стремится к нулю и каждая из групповых дисперсий. Другими словами, при возрастании η значения Y, соответствующие определенному значению Х, все меньше различаются между собой и связь Y с Х становится более тесной, переходя в функциональную при η=1.

Поскольку в рассуждениях не делалось никаких допущений о форме корреляционной связи, η служит мерой тесноты связи любой, в том числе и линейной, формы. В этом состоит преимущество корреляционного отношения перед коэффициентом корреляции, который оценивает тесноту лишь линейной зависимости. Вместе с тем корреляционное отношение обладает недостатком: оно не позволяет судить, насколько близко расположены точки, найденные по данным наблюдений, к кривой определенного вида, например к параболе, гиперболе и т.д.

Это объясняется тем, что при определении корреляционного отношения форма связи во внимание не принималась.
10. Дополнительные сведения о выборе критической области. Мощность критерия

Необходимо строить критическую область, исходя из требования, чтобы вероятность попадания в нее критерия была равна α при условии, что нулевая гипотеза справедлива. Оказывается целесообразным ввести в рассмотрение вероятность попадания критерия в критическую область при условии, что нулевая гипотеза неверна и, следовательно, справедлива конкурирующая.

Мощностью критерия называют вероятность попадания критерия в критическую область при условии, что справедлива конкурирующая гипотеза. Другими словами, мощность критерия есть вероятность того, что нулевая гипотеза будет отвергнута, если верна конкурирующая гипотеза.

Пусть для проверки гипотезы принят определенный уровень значимости и выборка имеет фиксированный объем. Остается произвол в выборе критической области.

Покажем, что ее целесообразно построить так, чтобы мощность критерия была максимальной. Предварительно убедимся, что если вероятность ошибки второго рода (принять неправильную гипотезу) равна β, то мощность равна 1-β. Действительно, если β – вероятность ошибки второго рода, т.е. события «принята нулевая гипотеза, причем справедлива конкурирующая», то мощность критерия равна 1-β.

Пусть мощность 1-β возрастает; следовательно, уменьшается вероятность β совершить ошибку второго рода. Таким образом, чем мощность больше, тем вероятность ошибки второго рода меньше.
Итак, если уровень значимости уже выбран, то критическую область следует строить так, чтобы мощность критерия была максимальной. Выполнение этого требования должно обеспечить минимальную ошибку второго рода, что, конечно, желательно.
11. Сравнение нескольких дисперсий нормальных генеральных совокупностей по выборкам одинакового объема. Критерий Кочрена

Пусть генеральные совокупности Х1, Х2, …, Хl распределены нормально. Из этих совокупностей извлечено l независимых выборок одинакового объема n и по ним найдены исправленные выборочные дисперсии s12, s22, …, sl, все с одинаковым числом степеней свободы k=n-1. 
Требуется по исправленным дисперсиям при заданном уровне значимости α проверить нулевую гипотезу, состоящую в том, что генеральные дисперсии рассматриваемых совокупностей равны между собой:

H0: D(X1)=D(X2)= . . . = D(Xl).

Другими словами, требуется проверить, значимо или незначимо различаются исправленные выборочные дисперсии.

В рассматриваемом случае выборок одинакового объема можно по критерию Фишера-Снедекора сравнить наибольшую и наименьшую дисперсии; если окажется, что различие между ними незначимо, то подавно незначимо и различие между остальными дисперсиями.

Недостаток этого метода состоит в том, что информация, которую содержат остальные дисперсии, кроме наименьшей и наибольшей, не учитывается.

Можно также применить критерий Бартлетта. Однако, известно лишь приближенное распределение этого критерия, поэтому предпочтительнее использовать критерий Кочрена, распределение которого найдено точно.

Итак, в качестве критерия проверки нулевой гипотезы примем критерий Кочрена-отношение максимальной исправленной дисперсии к сумме всех исправленных дисперсий:

G = S2max/(S12+S22+ . . . + Sl2).

Распределение этой случайной величины зависит только от числа степеней свободы k=n-1 и количества выборок l.

Критическую область строят правостороннюю, исходя из требования, чтобы вероятность попадания критерия в эту область в предположении справедливости нулевой гипотезы была равна принятому уровню значимости:

P [G > Gкр(α; k, l)]=α.

Критическую точку Gкр(α; k, l) находят по таблице «Критические точки распределения Кочрена», и тогда правосторонняя критическая область определяется неравенством G>Gкр а область принятия нулевой гипотезы-неравенством G< Gкр·

Обозначим значение критерия, вычисленное по данным наблюдений, через Gнабл и сформулируем правило проверки нулевой гипотезы.

Правило. Для того чтобы при заданном уровне значимости α проверить гипотезу об однородности дисперсий нормально распределенных совокупностей, надо вычислить наблюдаемое значение критерия и по таблице найти критическую точку.

Если Gнабл<Gкр – нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу.

Если Gнабл > Gкр – нулевую гипотезу отвергают.
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