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Введение в анализ
1.  Пределы

Пусть каждому натуральному числу  

  приведено в соответствие в силу некоторого закона число  

  Тогда говорят, что определена последовательность чисел  

  или, короче, последовательность  

  Отдельные числа  

  называются ее элементами.

Определение  1.1.  Число  

  называется пределом последовательности  

,  если для любого положительного числа  

  найдется зависящее от него натуральное число  

  такое, что для всех натуральных чисел  

  выполняется неравенство:   

  При этом пишут:   


Определение  1.2.  Говорят, что функция  

  стремится к  

 

  при стремлении к  

, где  

  и  

числа, или  

, если для любого  

  существует  

  такое, что  

  при  


Аналогично,  

,  если  

  при  

  и  

  если  

  при  

  где  

 произвольное положительное число.

При вычислении пределов можно использовать следующие теоремы.         1.  Если существуют конечные  

,  то









                                         2.  Если  

  (А  – конечно), то

                   


     если  

    (А  – конечно), то

                                


Эти утверждения справедливы, если вместо двух функций  

  и  

  взять соответственно две последовательности:  

  и  

.

В простейших случаях нахождение предела сводится к подстановке в данное выражение предельного значения аргумента, часто, однако, приходится, прежде чем перейти к пределу, проводить преобразование данного выражения. Это следует делать в тех случаях, когда имеют место так называемые неопределенности:  


Пример 1.1.  При отыскании предела отношения двух целых многочленов относительно  

  при  

  или  

  при  

  для последовательностей (неопределенность  

)  оба члена соотношения полезно предварительно разделить на  

  или, соответственно, 

где  

 – наивысшая степень этих многочленов.

Аналогичный прием во многих случаях можно применить и для дробей, содержащих иррациональности.

а)  


      

   старшая степень  


      делится на  


б)  


                                              








(неопределенность  

, старшая степень  

  делится на  

).

в)  




           


                                                 


           


Пример 1.2.  Если  

  и  

 целые многочлены  

  или  

  то предел рациональной дроби  

  при  

  находится непосредственно. Если же  

  (неопределенность  

),  то дробь  

  рекомендуется сократить один или несколько раз на  








Пример 1.3.  Одним из примеров нахождения предела от иррационального выражения является перевод иррациональности из числителя в знаменатель или наоборот (неопределенность  

).

а)  


                  


              


      


                                                     




                         


б)  


    


       


Пример 1.4.  При вычислении пределов во многих случаях используют «первый замечательный предел»:

                                                         


следствием которого являются пределы:

                    


а)  


     


     


     


     


б)  


     


Пример 1.5.  При вычислении предела выражения, содержащего тригонометрические функции, когда  

  и  

  рекомендуется предварительно провести замену  




  при  





                                 


Пример 1.6.  При вычислении пределов вида  

  необходимо иметь в виду, что

1)  если существуют конечные пределы  


    то  


2)  если  

  то вопрос о нахождении

    предела  

  решается непосредственно;

3)  если  

  то следует воспользоваться

    «вторым замечательным пределом»:  

  где

    

  при  

  и  


а)   

  т.к.

       


б)   

  т.к.  


       


в)   


     


г)   


       


2.  Бесконечно малые и бесконечно большие функции

Определение  2.1.  Если  

  то функция  

  называется бесконечно малой в окрестности точки  

  (при  

).

Сумма и произведение конечного числа бесконечно малых функций при  

  есть также бесконечно малая при  

.

Определение  2.2.  Если  

  и  

 бесконечно малые при  

  и  

  где  

 некоторое число, отличное от нуля, то функции  

  и  

 называются бесконечно малыми одного порядка при  

,  если  

  то говорят, что  

  – бесконечно малая высшего порядка по сравнению с  

  при  

.

Бесконечно малая  

  называется бесконечно малой порядка  

  по сравнению с  

 при  

, если




Пример  2.1.  При  

  определить порядок малости функции  

  относительно  








           


Этот предел будет равен константе  

  при  

  следовательно, функция  

  имеет порядок малости  

  относительно  

  при  

.

Сумма двух бесконечно малых различных порядков равносильна тому из слагаемых, порядок которого ниже.

Пример  2.2.  Определить порядок малости относительно  

  при  

  суммы  

.

Слагаемое  

  имеет порядок малости  

  относительно  

,  а слагаемое  

 порядок  

, следовательно, сумма имеет порядок малости  

  относительно  

  при  

.

Определение  2.3.  Если  

  то бесконечно малые  

  и  

  называются эквивалентными при  

:  

~

.

Например, при  

  будем иметь:

      


   


Предел отношения двух бесконечно малых не изменится, если члены отношения заменить эквивалентными им величинами.

Пример  2.3.
а)           


        


                                                                                                


б)      


в)    


      


Определение  2.4.  Если  

,  то функция  

  называется бесконечно большой при  

.

Подобно тому, как .то сделано для бесконечно малых, вводится понятие бесконечно больших различных порядков.

Пример  2.4.  Пусть  

. Определить порядок бесконечно большой  

  по сравнению с  

.




при  


Определение  2.5.  

1)  Пусть функция  

 бесконечно большая или бесконечно малая при  

  и  

  где  

  и  

 константы, тогда функция  

  называется асимптотикой или асимптотически эквивалентной функции  

  при  

.

2)  Пусть функция  

 бесконечно большая или бесконечно малая при  

  и  

 где  

  и  

 константы, тогда функция  

  называется асимптотикой или асимптотически эквивалентной функции  

  при  

.

Пример  2.5.
а)  Найти асимптотику (асимптотическое представление) функции  

  при  

.

      


                     


следовательно, асимптотикой функции  

  при  

  является функция  


б)  Найти асимптотику функции  

  при  

.

При  

  функции  

  является бесконечно большой: 


Асимптотикой в данном случае является функция  


в)  Найти асимптотику функции  

  при  

.

В данном случае при  

  функция  

  является бесконечно малой; 


Получаем асимптотику  


3.  Непрерывность функции.

Определение  3.1.  Если  

  и  

  то условно пишут  

  аналогично, если    

    

  то    

  Числа



  и  

  называют соответственно пределом слева функции  

  в точке  

  и пределом справа функции  

  в точке  

 (если эти числа существуют).

Для существования предела функции  

  при  

  необходимо и достаточно, чтобы имело место равенство:  


Определение  3.2.  Функция  

  называется непрерывной в точке  

, если

1)  она определена в этой точке;

2)  


Точки, в которых нарушается условие непрерывности, называются точками разрыва.

Пример  3.1.
а)  Найти точки разрыва функции  

  пределы слева и справа в этих точках, сделать схематический чертеж.

[image: image311.bmp]
Функция  

  имеет разрыв в точке  

  т.к. она в этой точке не определена. При этом:

    





б)  Найти точки разрыва и величину скачка в этих точках функции

              


Точкой разрыва данной функции является точка  

  т.к. в ней функция не определена.






  т.к. при  

  имеем:

   


Величина скачка  


в)  Найти точки разрыва, величину скачка  

  и построить график функции  


Данная функция непрерывна для  


Исследуем только точки  

  и  

  т.к. в них меняется аналитическое выражение функции.

        




  следовательно, в точке  

  функция  

  непрерывна.

         


[image: image2.png]





следовательно, точка  

 точка разрыва. Величина скачка




Дифференциальное исчисление функции одной переменной

1.  ЭКСТРЕМУМЫ  ФУНКЦИИ  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ

Функция  

  называется возрастающей (убывающей) на некотором интервале (отрезке), если для любых точек  

,  принадлежащих данному интервале (отрезку), из неравенства  

  следует неравенство  

  Если  

  непрерывна на отрезке  

  и  

  при  

  то  

  возрастает (убывает) на отрезке  

.

[image: image3.png]



В простейших случаях область существования функции  

  можно разбить на конечное число промежутков возрастания и убывания функции (промежутков монотонности). Эти промежутки ограничены критическими точками  

 (где  

  или же  

  не существует).

Если существует такая двусторонняя окрестность точки  

, что для всякой точки  

  этой окрестности имеет место неравенство  

,  то точка  

  называется точкой минимума функции  

, а число  

 минимумом функции  

. Аналогично, если для всякой точки  

  некоторой окрестности точки  

  выполняется неравенство  

, то  

  называется точкой максимума функции  

,  а  

 максимумом функции. Точка минимума или максимума функции называется ее точкой экстремума, а минимум или максимум функции  –  экстремумом функции. Если  

 –  точка экстремума функции  

,  то  

  или же  

  не существует (необходимое условие существования экстремума). Обратное утверждение не верно: точки, в которых  

  или  

  не существует (критические точки), не обязательно являются точками экстремума функции  

.

Достаточный признак существования и отсутствия экстремума непрерывной функции  

  следующий: если существует такая окрестность  

  критической точки  

,  что  

  при  

  и  

  при  

,  то  

 –  точка максимума функции  

;  если же  

  при  

  и  

  при  

,  то  

 –  точка минимума функции  

.

Если, наконец, найдется такое положительное число  

,  что  

  сохраняет неизменный знак при  

,  то точка  

  не является точкой экстремума функции  

.

Наименьшее (наибольшее) значение непрерывной функции  

  на данном отрезке  

  достигается или в критических точках функции, или на концах отрезка  

.

Пример  1.1.  Найти экстремумы и интервалы монотонности функции  

                       


[image: image4.png]Ve





Область существования:  


Находим критические точки:







При  

  функция всегда возрастает и принимает наибольшее значение в критической точке  


Пример  1.2.  Найти экстремумы и интервалы монотонности функции  

                        


Область существования:  

.

Находим критические точки:









  не существует  

  Получили три критические точки.
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Так как  

  где  

  угловой коэффициент касательной, то при  

  и  

  касательная к графику функции перпендикулярна оси  





Пример  1.3.  Найти глубину открытого бассейна с квадратным дном и объемом  256 м

  такого, чтобы на облицовку его стен и дна пошло наименьшее количество материала.

Пусть  

 сторона квадрата основания,  

 глубина бассейна;
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  При  

  величина  

  будет наименьшей.
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Пример  1.4.  Две прямые железные дороги  

  и  

  перпендикулярны друг к другу и пересекаются в пункте  

  причем  

 км  и  

 км. Из пунктов  

  и  

  по направлению к  

  одновременно выходят два поезда со скоростями соответственно  

 км/ч  и  

 км/ч. Через сколько часов после отправления расстояние между поездами будет наименьшим ?

Отметим положение поездов в момент  

  точками  

  и  

.















  минимально, если минимальна величина  
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 точка минимума функции  

.  Через  

 часов после отправления расстояние между поездами будет наименьшим.

 2.  АСИМПТОТЫ

Если точка  

  непрерывно перемещается по кривой  

  так, что хотя бы одна из координат точки стремится к бесконечности, и при этом расстояние точки от некоторой прямой стремится к нулю, то эта прямая называется асимптотой кривой.

Если существует число  

  такое, что  

, то прямая  

  является асимптотой (вертикальная асимптота).

Если существуют конечные пределы  

  и  

,  то прямая  

  будет асимптотой (правая наклонная асимптота).

Если существуют конечные пределы  

  и  

,  то прямая  

  будет асимптотой (левая наклонная асимптота).

График функции  

  не может иметь более одной правой и более одной левой асимптоты.

Пример  2.1.  Найти асимптоты и построить график функции  


Область существования:  


Ищем вертикальные асимптоты.

Функция имеет разрыв в точке  

,  т.к. в ней функция не определена.







следовательно, 

  –  вертикальная асимптота.

Ищем наклонные асимптоты в виде  


[image: image10.png]



  


          


           


                 


  Следовательно, при  

  существует асимптота  


Пример  2.2.  Найти асимптоты и построить график функции  


Область существования:  

  и  





следовательно, данная функция четная, и можно построить ее график только при 

 а затем отразить его симметрично относительно оси 
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 вертикальная асимптота при  


Пусть  


    


    








             


При  

  получаем асимптоту  

  График данной функции пересекает ось  

  при  

  т.е. в точках  

.

Пример  2.3.  Найти асимптоты и построить график функции  


Область существования:  

  и  

.

В точках  

  и  

  функция терпит разрыв, т.к. в них она не определена.




[image: image12.png]






      

  вертикальная асимптота.





 EMBED Equation.2  
            

  вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты при  

  ищем в виде:  











При  

  получаем асимптоту  


 3.  НАПРАВЛЕНИЕ  ВОГНУТОСТИ.  ТОЧКИ  ПЕРЕГИБА

Говорят, что график дифференцируемой функции  

  вогнут вниз  на интервале  

 (вогнут вверх на интервале  

), если при  

[image: image13.png]AV







  дуга кривой расположена ниже (или соответственно при  

  выше) касательной, проведенной в любой точке интервала  

  (или интервала  

).  Достаточным условием вогнутости вниз (вверх) графика  

  является выполнение на соответствующем интервале неравенства  




Точка  

, в которой изменяется направление вогнутости графика функции, называется точкой перегиба. Для абсциссы точки перегиба  

  графика функции  

  вторая производная  

  или  

  не существует. Точки, в которых 

  или  

  не существует, называются критическими точками  2-го рода. Критическая точка  2-го рода  

  является абсциссой точки перегиба, если  

  сохраняет постоянные знаки в интервалах  

  и  

,  где  

 некоторое положительное число, причем эти знаки противоположны, и не является точкой перегиба, если знаки  

  в указанных выше интервалах одинаковы.

Пример.  Определить интервалы вогнутости и выпуклости, а также точки перегиба кривой  


Имеем:  

.  Приравняв вторую производную к нулю, найдем критические точки второго рода:  

  Эти точки разбивают всю область существования функции  

  на три интервала.
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Получили: кривая вогнута вверх при  

  и  

  и вогнута вверх при 

. Точки 

 точки перегиба.

4.  ПОСТРОЕНИЕ  ГРАФИКОВ  ФУНКЦИЙ  ПО

ХАРАКТЕРНЫМ  ТОЧКАМ

При построении графика функции следует, прежде всего, найти область существования этой функции и выяснить поведение функции на границе ее области существования. Полезно также предварительно отметить некоторые особенности функции (если они имеются): четность, периодичность и т.д.

Далее нужно найти точки разрыва, асимптоты, точки экстремума функции, точки перегиба и т.д. Найденные элементы позволяют выяснить общий характер графика функции.

Пример  4.1.  Провести полное исследование и построить график функции  


Область существования:  




 функция общего вида.

Так как функция определена при всех  

,  и у нее нет точек разрыва, то вертикальных асимптот нет. Наклонные асимптоты при  

  ищем в виде:  




  следовательно, наклонных асимптот также нет.

Исследуем функцию по первой производной.





 EMBED Equation.2  



  не существует    
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	max
	
	min
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 (касательная в этой точке перпендикулярна оси  

).



  (касательная в этой точке параллельна оси  

).

Исследуем функцию по второй производной.
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Пример  4.2.  Провести полное исследование и построить график функции  


Область существования:  




  функция общего вида.



 точка разрыва, т.к. в ней функция не определена.



       




 вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты при  

  ищем в виде:  


                


                


При  

  получаем асимптоту  


Исследуем функцию по первой производной.









  не существует     
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Исследуем функцию по второй производной.












  не существует     
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Пример  4.3.  Провести полное исследование и построить график функции  


Область существования:  




 функция общего вида.

В точке  

  функция терпит разрыв, т.к. в ней она не определена.



 вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты ищем в виде:  


1)  


     


        

  следовательно, при  

  наклонных асимптот нет.

2)  


              

;

              


при  

  получаем асимптоту  


Исследуем функцию по первой производной.






  не существует     
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Исследуем функцию по второй производной.
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  не существует     
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Пример  4.4.  Провести полное исследование и построить график функции  


[image: image17.png]><\/




Область существования:  

   




Функция общего вида.



 вертикальная асимптота.



 вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты ищем в виде:  




;




При  

  получаем асимптоту  


Исследуем функцию по первой производной.

	



	


	



	


	–
	–

	




	
	


     


      Экстремумов у функции нет.

Исследуем функцию по второй производной.



;
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 не входит в область существования.
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Точек перегиба нет.



;




Функции нескольких переменных

Определение. Если каждой паре 
[image: image19.wmf](,)

xy

 значений независимых  друг от друга переменных 
[image: image20.wmf]x

  и 
[image: image21.wmf]y

 из некоторой  области  их изменения  
[image: image22.wmf]D

, соответствует некоторое значение величины 
[image: image23.wmf]z

, то говорят, что  
[image: image24.wmf]z

 есть функция двух независимых переменных 
[image: image25.wmf]x

  и 
[image: image26.wmf]y

, определяемая в области 
[image: image27.wmf]D

.

Обозначают: 
[image: image28.wmf](,),(,)

zzxyzfxy

==

 и т.п. 

Определение. Область 
[image: image29.wmf]D

, т.е. множество всех возможных пар 
[image: image30.wmf](,)

xy

 значений независимых  друг от друга переменных 
[image: image31.wmf]x

  и 
[image: image32.wmf]y

, при которых функция не теряет числового смысла, т.е. принимает единственное действительное значение, называют областью определения функции двух переменных.

Аналогично определяется функция трех и более независимых переменных.

Определение. Число A называется пределом функции 
[image: image33.wmf](,)
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 при стремлении точки 
[image: image34.wmf](,)

Mxy

 к точке 
[image: image35.wmf]000
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, если для любого числа 
[image: image36.wmf]0
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 найдётся число 
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 такое, что для всех точек 
[image: image38.wmf](,)
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 из 
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-окрестности точки 
[image: image40.wmf]000
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Mxy

, выполняется неравенство 
[image: image41.wmf](,)
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e
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. Символически это записывается следующим образом: 


[image: image42.wmf]0
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Определение. Функция 
[image: image43.wmf](,)

zfxy
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 называется непрерывной в точке 
[image: image44.wmf]000
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, если она определена в этой точке и выполняется равенство 
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, причём 
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 любым образом, оставаясь в области определения 
[image: image47.wmf]D

.

Определение. Функция 
[image: image48.wmf](,)
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, непрерывная в каждой точке области 
[image: image49.wmf]D

, называется непрерывной в этой области.

Если функция не является непрерывной в некоторой точке 
[image: image50.wmf]000
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, то эту точку называют точкой разрыва функции.

Выражение 
[image: image51.wmf]0000
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fxxyyfxyz
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 называется полным приращением функции 
[image: image52.wmf](,)
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 в точке 
[image: image53.wmf]000
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, т.к. приращение функции вызвано одновременным приращением обоих аргументов. Функция 
[image: image54.wmf](,)

zfxy
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 непрерывна в точке 
[image: image55.wmf]000
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, если её полное приращение 
[image: image56.wmf]z

D

 стремится к нулю при  стремлении к нулю приращений аргументов в этой точке.

Заметим, что кроме полного приращения функции рассматриваются и частные приращения 
[image: image57.wmf]0000
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 и  
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, вызванные приращениями в точке  
[image: image59.wmf]000
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 лишь одного аргумента x или y.

Определение. Частной производной по переменной x от функции 
[image: image60.wmf](,)

zfxy
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 в точке 
[image: image61.wmf]000
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 называется предел отношения частного приращения 
[image: image62.wmf]x
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D

 функции по x к вызвавшему его  приращению аргумента 
[image: image63.wmf]x
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, когда 
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Обозначают частную производную любым из символов: 
[image: image65.wmf]00

,,(,)

xx

z

zfxy

x

¶

¢¢

¶

. Исходя из определения получаем


[image: image66.wmf]0000

00

(,)(,)

limlim

x

xx

zzfxxyfxy

xxx

D®D®

¶D+D-

==

¶DD

.

Частное приращение по 
[image: image67.wmf]x

 
[image: image68.wmf]x
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 зависит только от изменения 
[image: image69.wmf]x

, при этом 
[image: image70.wmf]y

 сохраняет постоянное значение, поэтому и частная производная по  
[image: image71.wmf]x

 зависит только от 
[image: image72.wmf]x

 и должна вычисляться в предположении, что 
[image: image73.wmf]y

 – есть постоянная.

Аналогично определяется и частная производная по переменной 
[image: image74.wmf]y

:
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Аналогично 
[image: image76.wmf]z
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 должна вычисляться в предположении, что 
[image: image77.wmf]x

 – постоянная, 
[image: image78.wmf]y

 – переменная. Но тогда правила вычисления частных производных совпадают с правилами вычисления  производных для функций одной переменной.

Полное приращение дифференцируемой функции 
[image: image79.wmf](,)
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 может быть записано в виде  
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а полный дифференциал в виде 
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Аналогично определяется полный дифференциал функции трех переменных 
[image: image83.wmf](,,)
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:
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Пример. Найти частные производные
[image: image85.wmf]z
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 функции двух переменных 
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Пример. Найти полный дифференциал функции 
[image: image90.wmf]433
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Найдем частные производные
[image: image91.wmf]z
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Тогда 
[image: image95.wmf](

)

(

)

332423

89633

x

dzxyxyedxxyxdy

=++++-

.

Касательная плоскость и нормаль к поверхности

Определение. Касательной плоскостью к поверхности в точке 
[image: image96.wmf]0000
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 называется плоскость, содержащая в себе все касательные к кривым, проведенным на поверхности через точку 
[image: image97.wmf]0000
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Определение. Нормалью к поверхности в точке 
[image: image98.wmf]0000
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 называется прямая, проходящая через точку 
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 и перпендикулярная касательной плоскости.

Пусть поверхность задана уравнением 
[image: image100.wmf](,,)0
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. Тогда уравнение касательной плоскости в точке 
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 поверхности имеет вид:
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где 
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- значения частных производных в точке 
[image: image104.wmf]0000

(,,)

Mxyz

, а  
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- текущие координаты точки касательной плоскости.

Уравнение нормали к поверхности в точке 
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 имеет вид:
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Здесь 
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- значения частных производных в точке 
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, а  
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- текущие координаты точки нормали.

Если же уравнение поверхности задано явным образом, т.е. уравнением  
[image: image111.wmf](,)
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, то  уравнение касательной плоскости в точке 
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а уравнение нормали  в виде  
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Пример. Найти уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image116.wmf]222
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 в точке 
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Так как поверхность задана уравнением 
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, то воспользуемся  уравнением касательной плоскости в виде:
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Найдем частные производные
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и их значения в заданной точке 
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Запишем уравнение касательной плоскости:
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или окончательно              
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Уравнение нормали к поверхности в точке 
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 имеет вид:
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Производная по направлению

Пусть функция 
[image: image137.wmf](,,)
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 определена в некоторой области D. Возьмём в этой области некоторую точку 
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 и рассмотрим некоторый  луч 
[image: image139.wmf]l

, исходящий из неё. Направление этого луча зададим углами 
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 соответственно. Если функция 
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 дифференцируема в точке 
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 существует в этой точке и может быть найдена по формуле
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где 
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-направляющие косинусы луча, а значения частных производных вычислены в точке 
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Градиент

Определение. Градиентом функции 
[image: image149.wmf](,,)
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 называется вектор, проекциями которого служат значения частных производных этой  функции, т.е. 
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Пример. Найти градиент и производную функции 
[image: image151.wmf]2334
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Найдем частные производные
[image: image154.wmf]z
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и их значения в заданной точке 
[image: image158.wmf](
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Воспользуемся формулой: 
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Получаем                         
   
[image: image162.wmf]167
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Производную по направлению вычислим по формуле:
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Найдем направляющие косинусы вектора 
[image: image164.wmf]l

, для чего найдем сначала длину вектора 
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: 
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Тогда направляющие косинусы вектора 
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 равны 
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Частные производные высших порядков

Пусть функция 
[image: image171.wmf](,)
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 определена в некоторой области D и имеет в ней частные производные 
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, которые называются частными производными первого порядка. Эти производные сами являются функциями от переменных x и y. Поэтому они могут в некоторых точках области   или во всех в свою очередь иметь частные производные, которые для исходной функции называются вторыми частными производными или частными производными второго порядка. 

Частных производных второго порядка для функции двух переменных имеется четыре:
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Каждая из вторых частных производных также является функцией и можно рассматривать их частные производные (их будет уже восемь), они называются  частными производными третьего порядка.

Пример.  Найти частные производные первого и второго порядков.
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Найдем частные производные первого порядка:
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Найдем частные производные второго порядка:
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 EMBED Equation.3  [image: image182.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image183.wmf](
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Экстремумы функций нескольких переменных

Определение.  Говорят, что функция 
[image: image184.wmf](,)
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 имеет максимум (минимум) в точке 
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 и отличных от неё выполняется неравенство  
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Точка 
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 называется точкой максимума (минимума) или экстремума, а значение 
[image: image192.wmf](
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В случае большего числа переменных экстремум определяется аналогично.

Теорема (Необходимое условие существования экстремума).

Если дифференцируемая функция 
[image: image193.wmf](,)

zfxy

=

  достигает экстремума в точке 
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, то каждая её частная производная первого порядка 
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Определение. Точки, в которых частные производные первого порядка 
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 обращаются в нуль, называются стационарными. 

Определение.  Точки, в которых частные производные первого порядка 
[image: image199.wmf]z
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 обращаются в нуль или не существуют, называются критическими точками.

Теорема. (Достаточные условия существования экстремума)

Пусть в некоторой окрестности стационарной точки 
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 функция 
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 определена, непрерывна и имеет непрерывные частные производные первого и второго порядков. 

Обозначим  
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Составим дискриминант 
[image: image206.wmf]2
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· если 
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· если 
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, то ничего определённого сказать нельзя (нужны дополнительные исследования. 

Пример. Найти экстремумы функции 
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Найдем стационарные точки из условия: 
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Для этого найдем частные производные первого порядка:
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составим и решим систему: 
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откуда                                     
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Из второго уравнения получаем 
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откуда из условия 
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 получаем две стационарные точки 
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Выясним наличие экстремума в полученных точках, для чего найдем частные производные второго порядка:
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В точке 
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Значит, в точке 
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В точке 
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[image: image242.wmf]2

A

=

, 
[image: image243.wmf]4

C

=

 и 
[image: image244.wmf]2

B

=-

, тогда


[image: image245.wmf]2

8440

ACB

D=-=-=>

,

Значит, в точке 
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Пример. Исследовать на экстремум функцию 
[image: image250.wmf]6
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Решение.
1. Найдем частные производные заданной функции
                         
[image: image251.wmf]x
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2. Запишем необходимые условия существования экстремума
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 EMBED Equation.3  [image: image256.wmf]î
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значит точка 
[image: image257.wmf])
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 является стационарной точкой функции.

3. Проверим выполнение в точке М достаточного условия. Для этого найдем вторые частные производные функции
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В точке 
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[image: image265.wmf])

2

;

1

(

M

 является точкой максимума. Значение функции в этой точке 
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Функция двух независимых переменных 
[image: image267.wmf])
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 принимает наибольшее и наименьшее значения в области D,  ограниченной линией 
[image: image268.wmf]0
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, либо в стационарных точках, расположенных внутри области D, либо на границе этой области.

Задача об отыскании наибольшего и наименьшего значений функции 
[image: image269.wmf])
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 в заданной области D  решается по следующему плану:

1. Определяем стационарные точки функции, расположенные внутри области D, и вычисляем значения функции в этих точках.

2. Находим стационарные точки функции на границе 
[image: image270.wmf]0
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 области или на отдельных ее участках, заданных различными уравнениями, и вычисляем значения функции в этих точках.

3. Из всех вычисленных значений функции выбираем наибольшее и наименьшее.

Пример. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
[image: image271.wmf]y
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 в треугольнике, ограниченном прямыми 
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Решение.
1. Найдем стационарные точки функции из условий равенства нулю частных производных функции
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Стационарная точка 
[image: image278.wmf])
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 лежит внутри заданной области ОАВ.

Значение функции в точке М равно  
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2. Исследуем поведение функции на границах области:

а) на границе ОА 
[image: image280.wmf]x
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    В точке 
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 значение функции равно 
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Вычислим значения функции в крайних точках отрезка ОА.

    В точке 
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б) на границе ВА 
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    В точке 
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в) на границе ОВ 
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  при  всех 
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, следовательно, стационарных точек на 
    линии ОВ нет.

3. Из всех вычисленных значений заданной функции выбираем наибольшее и наименьшее:
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                − наибольшее значение функции в области ОАВ
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        − наименьшее значение функции в области ОАВ
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