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(подпись)
Введение в анализ

Число A  называют пределом функции y=f(x) в точке  a , если эта функция определена в некоторой окрестности точки  a , за исключением, быть может, самой точки a , и для каждого  (>0 найдется такое (>0, что для всех x, удовлетворяющих условию 
[image: image337.bmp], выполняется неравенство 
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     Вычисление пределов арифметических выражений  
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  по пределам функций 
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, из которых они составлены,  не всегда возможно. В этих случаях говорят, что возникают неопределенности следующих видов:
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     Для нахождения пределов таких  неопределенных  выражений  нужно

учитывать конкретный вид функции  
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 Например,
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предел отношения двух многочленов
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первый замечательный предел 
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второй замечательный предел 
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Величина 
[image: image13.wmf])

(

x

a

 называется бесконечно малой при 
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. Две бесконечно малые величины называются эквивалентными, если предел их отношения равен 1, то есть 
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. Под знаком предела любая бесконечно малая величина может быть заменена на эквивалентную ей. Приведем таблицу эквивалентных бесконечно малых при 
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	Пример. Вычислить пределы:

                        а) 
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Решение: 

а) Подстановка предельного значения аргумента х=-3 приводит к неопределенному выражению вида 
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Для устранения этой неопределенности разложим числитель и знаменатель дроби на множители и сократим дробь на множитель (х+3). Такое сокращение здесь возможно, так как множитель (х+3) отличен от нуля при х→ −3:
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б) При х→ ∞  выражение  
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  дает неопределенность вида  (∞ − ∞). Для ее устранения умножим и разделим это выражение на 
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, после чего разделим числитель и знаменатель полученной дроби на х , учитывая формулу (25):
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в) При 
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 получим неопределенность 
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. Обозначим arctg5x = y. Тогда 5х=tgy и   y → 0 при   х → 0. Применяя свойства пределов и формулу (26), имеем:
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Эту задачу можно решить, используя эквивалентные замены бесконечно малых величин (28). Поскольку при 
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г) При 
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 выражение 
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является неопределенностью вида 
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. Для устранения этой неопределенности представим основание степени в виде суммы  1 и бесконечно малой (при х → ∞) величины; после чего применим формулу второго замечательного предела (27):
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Дифференциальное исчисление функции одной переменной

Производной от функции 
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 по аргументу x называется предел отношения приращения функции (у к приращению аргумента (х, когда последнее стремится к нулю:
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Производная есть скорость изменения функции в точке х. 

Отыскание производной называется дифференцированием функции.

Основные правила дифференцирования:

1. 
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Таблица производных элементарных функций (
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Если в таблице положить 
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	Пример.    Найдите производные функций:

   а) 
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Решение: 

а) последовательно применяя правила дифференцирования  сложной функции, правила и формулы дифференцирования, имеем:
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в) в данном случае функциональная зависимость задана в неявном виде. Для нахождения производной 
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Из последнего уравнения находим 
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Исследование функции одной независимой переменной будем проводить по следующей схеме:

       1. Найдем область определения функции.

2. Исследуем функцию на непрерывность.

3. Установим, является ли данная функция четной, нечетной или функцией общего вида.

4. Найдем интервалы возрастания и убывания функции, точки экстремума.

5. Найдем интервалы выпуклости и вогнутости кривой, точки ее перегиба.

6. Найдем асимптоты кривой.

	Пример.  Исследовать функцию 
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  и построить ее график.


Решение. 
Реализуем приведенную схему исследования функции:

1. Функция определена при всех значениях аргумента х, кроме х=1.
2. Данная функция является элементарной, поэтому она непрерывна на своей области определения, то есть на интервалах 
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В точке х=1 функция терпит разрыв.
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3. Для установления четности или нечетности функции проверим выполнимость равенств 
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 (для нечетной функции) для любых х из области определения функции:  
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Следовательно, 
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, то есть данная функция является функцией общего вида.

4. Для исследования функции на экстремум найдем ее первую производную:
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Определим критические точки функции: 
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. Тем самым имеем две критические точки: х=0, х=1. Но точка х=1 не принадлежит области определения функции, экстремума в ней быть не может.

Разобьем числовую ось на три интервала 
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В первом и третьем интервалах первая производная отрицательна, следовательно, здесь функция убывает, во втором интервале − положительна, и данная функция возрастает. При переходе через точку x=0 первая производная меняет свой знак с минуса на плюс, поэтому в этой точке функция имеет минимум: 
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. Значит, А(0;−1) является точкой минимума.

5. Для определения точек перегиба графика функции и интервалов выпуклости и вогнутости кривой найдем вторую производную:
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Для второй производной 
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На первом интервале вторая производная 
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,  поэтому график является вогнутым. При переходе через точку 
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 вторая производная меняет свой знак, поэтому  в этой точке кривая имеет перегиб: 
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6. В точке 
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 функция терпит бесконечный разрыв (см. п. 2). Тогда прямая 
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Для определения уравнения наклонной асимптоты  
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При найденных значениях k и b прямая 
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 есть горизонтальная асимптота графика исследуемой функции, представленного на рисунке 1.
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Рисунок 1. График исследуемой функции.

	Пример. Резервуар, имеющий  форму  открытого сверху прямоугольного параллелепипеда с квадратным дном, нужно вылудить внутри оловом. Каковы должны быть размеры резервуара при его емкости 108 дм3, чтобы затраты на его лужение были наименьшими? 


Решение. Затраты на покрытие резервуара оловом будут наименьшими, если при данной вместимости площадь его поверхности будет минимальной.

Обозначим через  а (дм) − сторону основания, b (дм) − высоту резервуара. Тогда площадь его поверхности S =
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Полученное соотношение устанавливает зависимость между площадью поверхности резервуара S (функция) и стороной основания a (аргумент). Область определения этой функции 
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, так как а – сторона основания. Исследуем функцию S на экстремум. Найдем первую производную 
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Отсюда 
[image: image144.wmf]6

=

a

. Производная 
[image: image145.wmf])

(

a

S

¢

 не существует при 
[image: image146.wmf]0

=

a

, но это значение аргумента не принадлежит области определения функции. При 
[image: image147.wmf]6

0

<

<

a

 производная 
[image: image148.wmf]0

)

(

<

¢

a

S

, при 
[image: image149.wmf]6

>

a

 
[image: image150.wmf]0

)

(

>

¢

a

S

. Следовательно, при  
[image: image151.wmf]6

=

a

  функция S имеет минимум. Если  
[image: image152.wmf]6

=

a

, то  
[image: image153.wmf]3

=

b

. Таким образом, затраты на лужение резервуара емкостью 108 л будут наименьшими, если он имеет размеры   
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Функция нескольких переменных
Переменная величина z называется функцией двух переменных x и y, если каждой паре значений (x,y) из данной области соответствует единственное определенное значение 
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Для функции 
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 вводятся понятия частных производных первого порядка, которые определяются выражениями:
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и частных производных второго порядка:
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Функция 
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[image: image163.wmf])

,

(

0

0

0

y

x

M

 максимум (минимум), если значение этой функции в точке 
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 больше (меньше), чем значения функции в любой точке из окрестности точки 
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Необходимыми условиями существования экстремума (максимума или минимума) дифференцируемой функции 
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 является равенство нулю ее частных производных первого порядка:
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Точки, в которых частные производные обращаются в ноль, называются стационарными точками функции 
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. Для того чтобы стационарная точка являлась экстремумом, в ней должны выполняться достаточные условия.  Обозначим 
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Если в стационарной точке 
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	Пример. Исследовать на экстремум функцию 
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Решение.
1. Найдем частные производные заданной функции
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2. Запишем необходимые условия существования экстремума
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значит точка 
[image: image188.wmf])
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 является стационарной точкой функции.

3. Проверим выполнение в точке М достаточного условия. Для этого найдем вторые частные производные функции
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В точке 
[image: image192.wmf])

2

;

1

(

M

 
[image: image193.wmf]2

,

0

,

2

-

=

=

-

=

C

B

A

 и 
[image: image194.wmf]4

0

)

2

(

)

2

(

=

-

-

×

-

=

D

. Поскольку 
[image: image195.wmf]0

2

,

0

4

<

-

=

>

=

D

A

, точка 
[image: image196.wmf])

2

;

1

(

M

 является точкой максимума. Значение функции в этой точке 
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Функция двух независимых переменных 
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 принимает наибольшее и наименьшее значения в области D,  ограниченной линией 
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, либо в стационарных точках, расположенных внутри области D, либо на границе этой области.

Задача об отыскании наибольшего и наименьшего значений функции 
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 в заданной области D  решается по следующему плану:

1. Определяем стационарные точки функции, расположенные внутри области D, и вычисляем значения функции в этих точках.

2. Находим стационарные точки функции на границе 
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 области или на отдельных ее участках, заданных различными уравнениями, и вычисляем значения функции в этих точках.

3. Из всех вычисленных значений функции выбираем наибольшее и наименьшее.

	Пример. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
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 в треугольнике, ограниченном прямыми 
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Решение.
1. Найдем стационарные точки функции из условий равенства нулю частных производных функции
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Стационарная точка 
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Значение функции в точке М равно  
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2. Исследуем поведение функции на границах области:

а) на границе ОА 
[image: image211.wmf]x
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[image: image219.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

6

5

;

6

5

C

 значение функции равно 
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Вычислим значения функции в крайних точках отрезка ОА.

    В точке 
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б) на границе ВА 
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    В точке 
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в) на границе ОВ 
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    линии ОВ нет.

3. Из всех вычисленных значений заданной функции выбираем наибольшее и наименьшее:
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        − наименьшее значение функции в области ОАВ
ЗАДАЧИ ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
1. Найти пределы, не пользуясь правилом Лопиталя:

а) 
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 Ответ: 2
б) 
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Ответ: 3
д) 
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Ответ: 2
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    Ответ: 
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        Ответ: 2,5
2. Найти точки разрыва функции 
[image: image252.wmf]2

cosx,0;

()1,01;

,1.

x

fxxx

xx

ì

£

ï

=+<<

í

ï

³

î

  

Ответ: 
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3. Найти точки разрыва функции 
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Ответ: 
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4. Найти точки разрыва функции  
[image: image256.wmf](
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Ответ: 
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5. Найти точки разрыва функции  
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Ответ: 
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6. Определить характер разрыва функция 
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[image: image263.wmf]1

x

=

.

Ответ:  разрыв II рода
7. Найти производную функции 
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    Ответ: 
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      Ответ: – 24
8. К графику функции 
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 проведена касательная. Найти расстояние от начала координат до этой касательной. 
Ответ: 0,6 

9. Найти точки максимума функции   
[image: image282.wmf](

)

4

32

2125

4

x

fxxxx

=--+-

.
             Ответ: 2     
10. Сколько точек экстремума имеет функция   
[image: image283.wmf]5
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                                    Ответ: 2
11. Найти длину интервала, на котором функция       
[image: image284.wmf]32
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        Ответ: 1,5
12. Найти количество целых чисел, принадлежащих промежутку убывания функции 
[image: image285.wmf]9
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  Ответ: 4
13. Найти модуль разности экстремумов функции 
[image: image286.wmf]32
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Ответ: 13,5

14. Найти значение функции 
[image: image287.wmf]2

91

хх

у

х

-+

=

 в точке ее минимума.
                      Ответ: 5
15. Найти наименьшее значение функции 
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Ответ: – 1

16. Найти наибольшее значение функции 
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    Ответ: 3
17. Найти асимптоты графика функции  
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Ответ:
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18. Найти асимптоты графика функции  
[image: image296.wmf]2
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Ответ:
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19. Функция 
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 задана в параметрическом виде 
[image: image300.wmf]2
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. Найти производную первого порядка функции 
[image: image301.wmf](
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                                                                                            Ответ: 
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20. Найти градиент  функции и = х у+2z-cos( zx) в точке А(1; 1;0) 
Ответ: 
[image: image304.wmf]2
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21.Найти градиент и производную функции 
[image: image305.wmf]23

zxyxy

=+-

 в точке 
[image: image306.wmf](

)

1;1

A

-

 по направлению вектора 
[image: image307.wmf]34

lij

=-

r

rr

 

Ответ: 
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22.Найти градиент и производную функции 
[image: image310.wmf]22
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 в точке 
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Ответ: 
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23.Найти значения частных производных первого порядка функции 
[image: image315.wmf]2242
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  в точке 
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Ответ: 
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24.Найти частную производную второго порядка 
[image: image318.wmf]2
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 функции 
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Ответ: 
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25.Найти смешанную частную производную второго порядка 
[image: image321.wmf]2
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         Ответ: 
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26.Найти экстремумы функции 
[image: image324.wmf]22
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Ответ: 
[image: image325.wmf](2,2)0
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27.Найти экстремумы функции 
[image: image326.wmf]2
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Ответ: 
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28.Найти уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 
[image: image328.wmf]4248
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 в точке 
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Ответ: касательная плоскость  
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29.Найти угол между нормалью к поверхности  
[image: image332.wmf]3
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[image: image335.wmf]90

о


БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК
1 Основная литература
1. Сборник задач по математике для втузов : в 4 ч. Ч.2 / А.В.Ефимов [и др.];под ред. А.В.Ефимова, А.С.Поспелова .— 4-е изд., перераб. и доп. — М. : Физматлит, 2004 .— 432с.
 2. Кузнецов Л.А. Сборник заданий по высшей математике: Типовые расчеты : учеб. пособие / Л. А. Кузнецов .— 9-е изд., стер .— СПб. [и др.] : Лань, 2007 .— 240 с.

3. Бермант А.Ф. Краткий курс математического анализа : учеб. пособие для вузов / А. Ф. Бермант, И. Г. Араманович .— 14-е изд., стер. — СПб. ; М. ; Краснодар : Лань, 2008 .— 736 с.   
4.  Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисления : учеб. пособие для втузов. в 2 т., Т.1 / Н.С.Пискунов .— Изд.стер. — М. : Интеграл-Пресс, 2007 .— 416с

5. Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисления : учеб. пособие для втузов. в 2 т., Т.2 / Н.С.Пискунов .— Изд.стер. — М.: Интеграл-Пресс, 2006 .— 544с.
6.  Сборник задач по математике для втузов : в 4 ч. Ч.1 / А.В.Ефимов [и др.]; под ред.А.В.Ефимова, А.С.Поспелова .— М. : Физматлит, 2004 .— 288с. 

2. Дополнительная литература
1. Аверин В.В. Математика: курс  лекций: учеб. пособие/ В.В. Аверин, М.Ю. Соколова, Д.В.Христич: ТулГУ – Тула: Изд. ТулГУ, 2010, Ч.1- 254с.

2. Аверин В.В. Математика: курс  лекций: учеб. пособие/ В.В. Аверин, М.Ю. Соколова, Д.В.Христич: ТулГУ – Тула: Изд. ТулГУ, 2010, Ч.2- 275с.
0





−





−





+





min





1





x





-0,5





−





+





+





перегиб





1





x





x





В





А





� EMBED Equation.3  ���





1





0





y





С





1,5





0,5





2





2





х





у





В





А





О





М








_1162904061.unknown

_1193675303.unknown

_1545624550.unknown

_1614240697.unknown

_1614253142.unknown

_1614254016.unknown

_1614586152.unknown

_1675260425.unknown

_1675260448.unknown

_1614586197.unknown

_1614254090.unknown

_1614327528.unknown

_1614327550.unknown

_1614327558.unknown

_1614327542.unknown

_1614254150.unknown

_1614254052.unknown

_1614253772.unknown

_1614253872.unknown

_1614253919.unknown

_1614253817.unknown

_1614253662.unknown

_1614253707.unknown

_1614253652.unknown

_1614252895.unknown

_1614252989.unknown

_1614253005.unknown

_1614253132.unknown

_1614252997.unknown

_1614252963.unknown

_1614252971.unknown

_1614252954.unknown

_1614252837.unknown

_1614252861.unknown

_1614252869.unknown

_1614252851.unknown

_1614240889.unknown

_1614240899.unknown

_1614240706.unknown

_1614240612.unknown

_1614240652.unknown

_1614240669.unknown

_1614240689.unknown

_1614240659.unknown

_1614240635.unknown

_1614240642.unknown

_1614240626.unknown

_1545628991.unknown

_1545630017.unknown

_1545630048.unknown

_1614148626.unknown

_1545630058.unknown

_1545630027.unknown

_1545629057.unknown

_1545629949.unknown

_1545629992.unknown

_1545629880.unknown

_1545628999.unknown

_1545629012.unknown

_1545624554.unknown

_1545624556.unknown

_1545628983.unknown

_1545624557.unknown

_1545624555.unknown

_1545624552.unknown

_1545624553.unknown

_1545624551.unknown

_1545624512.unknown

_1545624541.unknown

_1545624545.unknown

_1545624548.unknown

_1545624549.unknown

_1545624546.unknown

_1545624543.unknown

_1545624544.unknown

_1545624542.unknown

_1545624517.unknown

_1545624539.unknown

_1545624540.unknown

_1545624537.unknown

_1545624514.unknown

_1545624515.unknown

_1545624513.unknown

_1545624476.unknown

_1545624497.unknown

_1545624510.unknown

_1545624511.unknown

_1545624498.unknown

_1545624478.unknown

_1545624494.unknown

_1545624477.unknown

_1545624472.unknown

_1545624474.unknown

_1545624475.unknown

_1545624473.unknown

_1545624470.unknown

_1545624471.unknown

_1545624469.unknown

_1176312755.unknown

_1177433060.unknown

_1177433552.unknown

_1193675116.unknown

_1193675212.unknown

_1193675213.unknown

_1193675129.unknown

_1193675211.unknown

_1193675056.unknown

_1193675066.unknown

_1177433744.unknown

_1193674983.unknown

_1177433789.unknown

_1177433729.unknown

_1177433353.unknown

_1177433511.unknown

_1177433516.unknown

_1177433473.unknown

_1177433107.unknown

_1177433270.unknown

_1177433086.unknown

_1177430682.unknown

_1177431937.unknown

_1177432092.unknown

_1177432317.unknown

_1177432843.unknown

_1177432829.unknown

_1177432105.unknown

_1177431992.unknown

_1177431954.unknown

_1177431279.unknown

_1177431320.unknown

_1177431212.unknown

_1176314058.unknown

_1177429831.unknown

_1177430356.unknown

_1177430498.unknown

_1177430549.unknown

_1177430406.unknown

_1177430263.unknown

_1176314931.unknown

_1176315434.unknown

_1176315682.unknown

_1177429816.unknown

_1176315614.unknown

_1176314949.unknown

_1176314899.unknown

_1176313755.unknown

_1176313964.unknown

_1176314000.unknown

_1176313868.unknown

_1176313124.unknown

_1176313720.unknown

_1176313012.unknown

_1162907996.unknown

_1162918173.unknown

_1163011985.unknown

_1163012396.unknown

_1163012842.unknown

_1163012892.unknown

_1163013008.unknown

_1166277746.unknown

_1176312671.unknown

_1163013035.unknown

_1163013085.unknown

_1163013332.unknown

_1163013019.unknown

_1163012909.unknown

_1163012928.unknown

_1163012900.unknown

_1163012865.unknown

_1163012877.unknown

_1163012854.unknown

_1163012600.unknown

_1163012675.unknown

_1163012692.unknown

_1163012620.unknown

_1163012455.unknown

_1163012585.unknown

_1163012430.unknown

_1163012340.unknown

_1163012365.unknown

_1163012381.unknown

_1163012118.unknown

_1163012275.unknown

_1163012289.unknown

_1163012008.unknown

_1163010071.unknown

_1163010667.unknown

_1163011926.unknown

_1163011957.unknown

_1163010679.unknown

_1163010604.unknown

_1163010658.unknown

_1163010160.unknown

_1162918503.unknown

_1162918594.unknown

_1162918713.unknown

_1162918552.unknown

_1162918280.unknown

_1162918320.unknown

_1162918354.unknown

_1162918265.unknown

_1162917497.unknown

_1162917776.unknown

_1162917994.unknown

_1162918023.unknown

_1162917854.unknown

_1162917604.unknown

_1162917636.unknown

_1162917585.unknown

_1162917503.unknown

_1162908312.unknown

_1162908541.unknown

_1162917374.unknown

_1162917411.unknown

_1162917471.unknown

_1162917398.unknown

_1162917313.unknown

_1162908412.unknown

_1162908152.unknown

_1162908205.unknown

_1162908073.unknown

_1162906742.unknown

_1162907753.unknown

_1162907848.unknown

_1162907928.unknown

_1162907792.unknown

_1162906836.unknown

_1162906933.unknown

_1162906763.unknown

_1162906479.unknown

_1162906601.unknown

_1162906637.unknown

_1162906714.unknown

_1162906499.unknown

_1162906231.unknown

_1162906457.unknown

_1162904335.unknown

_1162906127.unknown

_1162904252.unknown

_1162809290.unknown

_1162901741.unknown

_1162903234.unknown

_1162903446.unknown

_1162903971.unknown

_1162904016.unknown

_1162903928.unknown

_1162903970.unknown

_1162903476.unknown

_1162903249.unknown

_1162903288.unknown

_1162903066.unknown

_1162903115.unknown

_1162903139.unknown

_1162902848.unknown

_1162901859.unknown

_1162901884.unknown

_1162900810.unknown

_1162901459.unknown

_1162901493.unknown

_1162901508.unknown

_1162901473.unknown

_1162901166.unknown

_1162901222.unknown

_1162900904.unknown

_1162809746.unknown

_1162810335.unknown

_1162810471.unknown

_1162900681.unknown

_1162900720.unknown

_1162810547.unknown

_1162810555.unknown

_1162810428.unknown

_1162810452.unknown

_1162810365.unknown

_1162809910.unknown

_1162810027.unknown

_1162809885.unknown

_1162809642.unknown

_1162809669.unknown

_1162809462.unknown

_1162807610.unknown

_1162808119.unknown

_1162808368.unknown

_1162808457.unknown

_1162808575.unknown

_1162808437.unknown

_1162808272.unknown

_1162808296.unknown

_1162808189.unknown

_1162807941.unknown

_1162808032.unknown

_1162808096.unknown

_1162807995.unknown

_1162807860.unknown

_1162807907.unknown

_1162807736.unknown

_1162807764.unknown

_1162807678.unknown

_1162807003.unknown

_1162807247.unknown

_1162807531.unknown

_1162807575.unknown

_1162807514.unknown

_1162807304.unknown

_1162807101.unknown

_1162807213.unknown

_1162807049.unknown

_986490941.unknown

_1162806751.unknown

_1162806982.unknown

_1162806503.unknown

_985721524.unknown

_985721599.unknown

_985721462.unknown

