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1 ВЕКТОРЫ. ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ
Векторная алгебра
Некоторые сведения из теории
Вектор – направленный отрезок.

Равенство

                             

                                                                 (1) означает, что  

 проекции вектора на оси координат или его декартовы координаты.

Формула

                           

                                                    (2) позволяет по координатам вектора определить его модуль.
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Если  

 углы, которые вектор образует с положительным направлением осей координат, то  

  называются направляющими косинусами вектора  

.

  

   

  

            (3)

   

                           (4)

Если известны начало вектора  

  и  конец  

, то координаты вектора находятся по формулам

                 

   

  

                                (5)

Если  

  и  

, то

                      

                                   (6)  и  

,  где  

 любое число.

Векторы, лежащие на одной или параллельных прямых, называются коллинеарными. Признак коллинеарности векторов  

  и  

:

                                       

                                                  (7)

Тройка векторов  

  называется координатным базисом:

                                   


Векторы  

  направлены по осям соответственно 

  в положительную сторону.

Любой вектор  

  может быть представлен в виде

                            

                                                          (8)

Скалярным произведением векторов  

  и  

  называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними.

                          

                                                   (9)

                   

                                         (10)

                            

                                                      (11) т.е. скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля.

                     

                                               (12) Если  

, то

                        

                                                 (13)

          

                          (14)

Если вектор  

  изображает силу, точка приложения которой перемещается из начала в конец вектора  

, то работа этой силы определяется

                                          

                                                     (15)

Векторным произведением вектора  

  на  

  называется такой вектор  

, который удовлетворяет следующим трем условиям:

1.  

,  где  

  угол между векторами  

  и  

;

2.  

  и  

;

3.  вектор  

  образует с векторами  

  и  

  «правую» тройку.

Векторное произведение зависит от порядка сомножителей

                              

.                                                        (16)  Модуль векторного произведения равен площади параллелограмма, построенного на векторах  

  и  

:

                                

                                                            (17)

                                

.                                                      (18)

Если векторы  

  и  

  коллинеарны, то  

 в частности, 


Если векторы заданы координатами   

, 

,  то

                             

                                             (19)

Если вектор  

  изображает силу, приложенную в какой-нибудь точке  

, а вектор  

  идет из некоторой точки  

  в точку  

, то вектор  

  представляет собой момент силы  

  относительно точки  

:

                               

.                                                          (20)

Смешанным произведением трех векторов  

  называется число, равное векторному произведению  

, умноженному скалярно на вектор  

, т.е.

                   

                                            (21)  Смешанное произведение  

  равно объему параллелепипеда, построенного на векторах  

, взятому со знаком «плюс», если тройка  

  правая, со знаком  «минус», если эта тройка левая.

                                

.                                                             (22)  Если векторы компланарны (лежат в одной плоскости), то  

                                     

.                                                            (23)  Для векторов  

, 

,  

  смешанное произведение определяется формулой

                                

                                            (24)

Задача 1.  На материальную точку действуют силы:

             

,   

,   

.

Найти работу равнодействующей этих сил  

  при перемещении точки из положения  

  в положение  

.

Решение.  Найдем равнодействующую

         

.

Вектор перемещения по формуле  (5)

                          


Искомую работу находим по формуле  (15)

                                 


Задача  2.  Дана сила  

  и точка ее приложения  

. Найти момент силы относительно начала координат и углы, составляемые им с координатными осями.

Решение.  По формуле  (20) 

. Вектор  

  по формуле  (5)  имеет координаты  

, по формуле  (19)

            


Итак, 

  Модуль момента находим по формуле  (2):

               


Направляющие косинусы по формуле  (3):

 

  

  


а углы, составляемые моментом силы с координатными осями, следующие

      


Контроль:  должно быть  

  У нас:

         


Задача 3.  Написать разложение вектора  

  по векторам  


Решение.  

1.  Разложение вектора  

  по базису  

  имеет вид

                


или в координатной форме

                  


2.  С учетом числовых значений координат векторов  

  и  

  получим систему уравнений относительно неизвестных  

:

   


3.  Разложение вектора  

  по векторам  

  имеет вид:

                       


Ответ: 


Задача  4.  В параллелепипеде  

  векторы  

  

   

  образуют базис. Разложить векторы  

  

  

  по выбранному базису, если точка  

  делит ребро  

  в отноше-

нии  1:2; точка  

 – точка пересечения диагоналей грани  

;  точка  

 – середина ребра  

.

Решение.
Построим чертеж. Непосредственно из чертежа следует:
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Ответ: 

  


             


2 ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКА
( 2.1  ЭКСТРЕМУМЫ  ФУНКЦИИ  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ

Функция  

  называется возрастающей (убывающей) на некотором интервале (отрезке), если для любых точек  

,  принадлежащих данному интервале (отрезку), из неравенства  

  следует неравенство  

  Если  

  непрерывна на отрезке  

  и  

  при  

  то  

  возрастает (убывает) на отрезке  

.
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В простейших случаях область существования функции  

  можно разбить на конечное число промежутков возрастания и убывания функции (промежутков монотонности). Эти промежутки ограничены критическими точками  

 (где  

  или же  

  не существует).

Если существует такая двусторонняя окрестность точки  

, что для всякой точки  

  этой окрестности имеет место неравенство  

,  то точка  

  называется точкой минимума функции  

, а число  

 минимумом функции  

. Аналогично, если для всякой точки  

  некоторой окрестности точки  

  выполняется неравенство  

, то  

  называется точкой максимума функции  

,  а  

 максимумом функции. Точка минимума или максимума функции называется ее точкой экстремума, а минимум или максимум функции  –  экстремумом функции. Если  

 –  точка экстремума функции  

,  то  

  или же  

  не существует (необходимое условие существования экстремума). Обратное утверждение не верно: точки, в которых  

  или  

  не существует (критические точки), не обязательно являются точками экстремума функции  

.

Достаточный признак существования и отсутствия экстремума непрерывной функции  

  следующий: если существует такая окрестность  

  критической точки  

,  что  

  при  

  и  

  при  

,  то  

 –  точка максимума функции  

;  если же  

  при  

  и  

  при  

,  то  

 –  точка минимума функции  

.

Если, наконец, найдется такое положительное число  

,  что  

  сохраняет неизменный знак при  

,  то точка  

  не является точкой экстремума функции  

.

Наименьшее (наибольшее) значение непрерывной функции  

  на данном отрезке  

  достигается или в критических точках функции, или на концах отрезка  

.

Пример  1.1.  Найти экстремумы и интервалы монотонности функции  
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Область существования:  


Находим критические точки:







При  

  функция всегда возрастает и принимает наибольшее значение в критической точке  


Пример  1.2.  Найти экстремумы и интервалы монотонности функции  

                        


Область существования:  

.

Находим критические точки:









  не существует  

  Получили три критические точки.
	



	


	– 1
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	+
	не сущ.
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	не сущ.
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	max
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Так как  

  где  

  угловой коэффициент касательной, то при  

  и  

  касательная к графику функции перпендикулярна оси  





Пример  1.3.  Найти глубину открытого бассейна с квадратным дном и объемом  256 м

  такого, чтобы на облицовку его стен и дна пошло наименьшее количество материала.

Пусть  

 сторона квадрата основания,  

 глубина бассейна;
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  При  

  величина  

  будет наименьшей.

[image: image7.png]Y
"

A e ‘vl =80 xm/u

K e
v, =60 Km/4
—
C ® @ *—>X

M B By




Пример  1.4.  Две прямые железные дороги  

  и  

  перпендикулярны друг к другу и пересекаются в пункте  

  причем  

 км  и  

 км. Из пунктов  

  и  

  по направлению к  

  одновременно выходят два поезда со скоростями соответственно  

 км/ч  и  

 км/ч. Через сколько часов после отправления расстояние между поездами будет наименьшим ?

Отметим положение поездов в момент  

  точками  

  и  

.















  минимально, если минимальна величина  
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 точка минимума функции  

.  Через  

 часов после отправления расстояние между поездами будет наименьшим.

( 2.2  АСИМПТОТЫ

Если точка  

  непрерывно перемещается по кривой  

  так, что хотя бы одна из координат точки стремится к бесконечности, и при этом расстояние точки от некоторой прямой стремится к нулю, то эта прямая называется асимптотой кривой.

Если существует число  

  такое, что  

, то прямая  

  является асимптотой (вертикальная асимптота).

Если существуют конечные пределы  

  и  

,  то прямая  

  будет асимптотой (правая наклонная асимптота).

Если существуют конечные пределы  

  и  

,  то прямая  

  будет асимптотой (левая наклонная асимптота).

График функции  

  не может иметь более одной правой и более одной левой асимптоты.

Пример  2.1.  Найти асимптоты и построить график функции  


Область существования:  


Ищем вертикальные асимптоты.

Функция имеет разрыв в точке  

,  т.к. в ней функция не определена.







следовательно, 

  –  вертикальная асимптота.

Ищем наклонные асимптоты в виде  
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  Следовательно, при  

  существует асимптота  


Пример  2.2.  Найти асимптоты и построить график функции  


Область существования:  

  и  





следовательно, данная функция четная, и можно построить ее график только при 

 а затем отразить его симметрично относительно оси 
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 вертикальная асимптота при  


Пусть  


    


    








             


При  

  получаем асимптоту  

  График данной функции пересекает ось  

  при  

  т.е. в точках  

.

Пример  2.3.  Найти асимптоты и построить график функции  


Область существования:  

  и  

.

В точках  

  и  

  функция терпит разрыв, т.к. в них она не определена.
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  вертикальная асимптота.





 EMBED Equation.2  
            

  вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты при  

  ищем в виде:  











При  

  получаем асимптоту  


( 2.3  НАПРАВЛЕНИЕ  ВОГНУТОСТИ.  ТОЧКИ  ПЕРЕГИБА

Говорят, что график дифференцируемой функции  

  вогнут вниз  на интервале  

 (вогнут вверх на интервале  

), если при  
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  дуга кривой расположена ниже (или соответственно при  

  выше) касательной, проведенной в любой точке интервала  

  (или интервала  

).  Достаточным условием вогнутости вниз (вверх) графика  

  является выполнение на соответствующем интервале неравенства  




Точка  

, в которой изменяется направление вогнутости графика функции, называется точкой перегиба. Для абсциссы точки перегиба  

  графика функции  

  вторая производная  

  или  

  не существует. Точки, в которых 

  или  

  не существует, называются критическими точками  2-го рода. Критическая точка  2-го рода  

  является абсциссой точки перегиба, если  

  сохраняет постоянные знаки в интервалах  

  и  

,  где  

 некоторое положительное число, причем эти знаки противоположны, и не является точкой перегиба, если знаки  

  в указанных выше интервалах одинаковы.

Пример.  Определить интервалы вогнутости и выпуклости, а также точки перегиба кривой  


Имеем:  

.  Приравняв вторую производную к нулю, найдем критические точки второго рода:  

  Эти точки разбивают всю область существования функции  

  на три интервала.

	



	


	


	


	


	



	


	+
	0
	–
	0
	–

	



	


	перегиб
	


	перегиб
	




Получили: кривая вогнута вверх при  

  и  

  и вогнута вверх при 

. Точки 

 точки перегиба.

( 2.4  ПОСТРОЕНИЕ  ГРАФИКОВ  ФУНКЦИЙ  ПО

ХАРАКТЕРНЫМ  ТОЧКАМ

При построении графика функции следует, прежде всего, найти область существования этой функции и выяснить поведение функции на границе ее области существования. Полезно также предварительно отметить некоторые особенности функции (если они имеются): четность, периодичность и т.д.

Далее нужно найти точки разрыва, асимптоты, точки экстремума функции, точки перегиба и т.д. Найденные элементы позволяют выяснить общий характер графика функции.

Пример  4.1.  Провести полное исследование и построить график функции  


Область существования:  




 функция общего вида.

Так как функция определена при всех  

,  и у нее нет точек разрыва, то вертикальных асимптот нет. Наклонные асимптоты при  

  ищем в виде:  




  следовательно, наклонных асимптот также нет.

Исследуем функцию по первой производной.





 EMBED Equation.2  



  не существует    


	



	


	– 2
	


	


	



	


	+
	не сущ.
	–
	0
	+

	




	
	max
	
	min
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 (касательная в этой точке перпендикулярна оси  

).



  (касательная в этой точке параллельна оси  

).

Исследуем функцию по второй производной.












  при  

  не существует при  


	



	


	


	


	


	



	


	–
	0
	+
	не сущест.
	+

	



	


	перегиб
	


	
	







Пример  4.2.  Провести полное исследование и построить график функции  


Область существования:  




  функция общего вида.



 точка разрыва, т.к. в ней функция не определена.



       




 вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты при  

  ищем в виде:  


                


                


При  

  получаем асимптоту  


Исследуем функцию по первой производной.









  не существует     


	



	


	


	


	



	


	+
	–
	0
	+

	




	
	
	min
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Исследуем функцию по второй производной.












  не существует     


	



	


	


	


	



	


	+
	+
	0
	–

	



	


	


	перегиб
	







Пример  4.3.  Провести полное исследование и построить график функции  


Область существования:  




 функция общего вида.

В точке  

  функция терпит разрыв, т.к. в ней она не определена.



 вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты ищем в виде:  


1)  


     


        

  следовательно, при  

  наклонных асимптот нет.

2)  


              

;

              


при  

  получаем асимптоту  


Исследуем функцию по первой производной.






  не существует     


	



	


	


	4
	



	


	–
	–
	0
	+

	




	
	
	min
	





Исследуем функцию по второй производной.
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  не существует     
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Пример  4.4.  Провести полное исследование и построить график функции  
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Область существования:  

   




Функция общего вида.



 вертикальная асимптота.



 вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты ищем в виде:  




;




При  

  получаем асимптоту  


Исследуем функцию по первой производной.
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      Экстремумов у функции нет.

Исследуем функцию по второй производной.



;
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 не входит в область существования.
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Точек перегиба нет.
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