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1. Модуль   действительного   числа.  
Уравнения  и  неравенства, содержащие модуль

По определению, 
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Чтобы решить уравнение или неравенство, содержащее переменную под знаком абсолютной величины (модуля), надо освободиться от знака модуля, используя его определение.

Для этого нужно:

1) найти критические точки, то есть значения переменной, при которых выражения, стоящие под знаком модуля, обращаются в ноль;

2) разбить область допустимых значений
 переменной на интервалы, на каждом из которых выражения, стоящие под знаком модуля, сохраняют знак;

3) на каждом из найденных интервалов решить уравнение (неравенство) без знаков модуля.

Совокупность (объединение) решений на указанных интервалов составляет все решения рассматриваемого уравнения или неравенства.
В некоторых частных случаях процедура решения уравнения упрощается.

Уравнение вида 
[image: image2.wmf]()()
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 можно заменить совокупностью систем двумя способами:

1) уравнение 
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 равносильно совокупности систем
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2) уравнение 
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 равносильно совокупности систем
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В частности, уравнение 
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 не имеет решений, при  
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 равносильно уравнению 
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 равносильно совокупности уравнений 
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Уравнение  
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 равносильно совокупности уравнений 
[image: image17.wmf]()(),

()().

fxgx

fxgx

=

é

ê

=-

ë


Пример 1.1. Решить уравнение 
[image: image18.wmf]538
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Решение.

Найдём критические точки:
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Решаем уравнение на каждом интервале:

1) 
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 (ложно), решений нет;
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 (не входит в рассматриваемый интервал), решений нет;

3) 
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 (верно). Уравнение выполняется при всех 
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 из рассматриваемого промежутка.

Ответ: 
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Пример 1.2. Решить неравенство 
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Решение.

Данное неравенство равносильно двойному неравенству 
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, то есть системе неравенств 
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Неравенство 
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 выполняется при 
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 выполняется при любом 
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Таким образом, множество решений исходного неравенства – интервал 
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Ответ: 
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2. Действия со степенями и радикалами. 
Тождественные преобразования алгебраических выражений
Формулы сокращённого умножения

1) 
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 – квадрат суммы;

2) 
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 – разность квадратов;
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Действия со степенями и корнями
1) 
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Пример 2.1. Вычислить
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Решение.
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Ответ: 0,235.

Пример 2.2. Упростить выражение
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Решение.
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Ответ: 1.

Пример 2.3. Упростить выражение
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Решение.


[image: image80.wmf]2221

111

3333

222

22221

11

21

1

33333

22

33

2

yzzyyzzyyzzy

yzyyzyzyzyz

yyz

---

+=+=+=

æö

-+--+

+

ç÷

èø



[image: image81.wmf]211

11

333

22

21222

111

33333

222

1

1

111111

111111

3

2

333333

222222

yzzyyz

yzzyyzzyyz

yz

yzyzyzyzyzyz

æö

-+-

ç÷

--+-

èø

=+===

æöæöæöæöæöæö

+

-+-+-+

ç÷ç÷ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèøèøèø



[image: image82.wmf]2

3

2

3

1

yz

yz

-

==

-

.

Ответ: 1.
3. Степенные функции. Квадратные уравнения.
Рациональные уравнения и неравенства
Функция 
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, называется степенной.
Действия со степенями и корнями

1) 
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Уравнение  
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 – дискриминант квадратного уравнения. При 
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 квадратное уравнение имеет два различных действительных корня: 
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 квадратное уравнение имеет два равных действительных корня: 
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 квадратное уравнение не имеет действительных корней.

Уравнение  
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 называется приведённым квадратным уравнением.

Теорема Виета: если приведённое квадратное уравнение имеет корни 
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Обратная теорема: если числа 
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Уравнение вида 
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 – многочлены, называется рациональным. Это уравнение равносильно системе 
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Рациональные неравенства – это неравенства вида 
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 – многочлены. Основной метод решения рациональных неравенств – метод интервалов.
Имеют место следующие соотношения:
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Неравенства вида 
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 решаются аналогично.

Пример 3.1: решить уравнение 
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Ответ: 2.

Пример 3.2: решить неравенство 
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Решение.
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Решениями последнего неравенства являются все числа из множества 
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Ответ: 
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4. Векторы и их геометрические приложения

Вектор – направленный отрезок.

Равенство

                             

                                                                 (1) означает, что  

 проекции вектора на оси координат или его декартовы координаты.

Формула

                           

                                                    (2) позволяет по координатам вектора определить его модуль.
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Если  

 углы, которые вектор образует с положительным направлением осей координат, то  

  называются направляющими косинусами вектора  

.

  

   

  

            (3)

   

                           (4)

Если известны начало вектора  

  и  конец  

, то координаты вектора находятся по формулам

                 

   

  

                                (5)

Если  

  и  

, то

                      

                                   (6)  и  

,  где  

 любое число.

Векторы, лежащие на одной или параллельных прямых, называются коллинеарными. Признак коллинеарности векторов  

  и  

:

                                       

                                                  (7)

Тройка векторов  

  называется координатным базисом:

                                   


Векторы  

  направлены по осям соответственно 

  в положительную сторону.

Любой вектор  

  может быть представлен в виде

                            

                                                          (8)

Скалярным произведением векторов  

  и  

  называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними.

                          

                                                   (9)

                   

                                         (10)

                            

                                                      (11) т.е. скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля.

                     

                                               (12) Если  

, то

                        

                                                 (13)

          

                          (14)

Если вектор  

  изображает силу, точка приложения которой перемещается из начала в конец вектора  

, то работа этой силы определяется

                                          

                                                     (15)

Векторным произведением вектора  

  на  

  называется такой вектор  

, который удовлетворяет следующим трем условиям:

1.  

,  где  

  угол между векторами  

  и  

;

2.  

  и  

;

3.  вектор  

  образует с векторами  

  и  

  «правую» тройку.

Векторное произведение зависит от порядка сомножителей

                              

.                                                        (16)  Модуль векторного произведения равен площади параллелограмма, построенного на векторах  

  и  

:

                                

                                                            (17)

                                

.                                                      (18)

Если векторы  

  и  

  коллинеарны, то  

 в частности, 


Если векторы заданы координатами   

, 

,  то

                             

                                             (19)

Если вектор  

  изображает силу, приложенную в какой-нибудь точке  

, а вектор  

  идет из некоторой точки  

  в точку  

, то вектор  

  представляет собой момент силы  

  относительно точки  

:

                               

.                                                          (20)

Смешанным произведением трех векторов  

  называется число, равное векторному произведению  

, умноженному скалярно на вектор  

, т.е.

                   

                                            (21)  Смешанное произведение  

  равно объему параллелепипеда, построенного на векторах  

, взятому со знаком «плюс», если тройка  

  правая, со знаком  «минус», если эта тройка левая.

                                

.                                                             (22)  

Если векторы компланарны (лежат в одной плоскости), то  

                                     

.                                                            (23)  

Для векторов  

, 

,  

  смешанное произведение определяется формулой

                                

                                            (24)

Пример 4.1.  На материальную точку действуют силы:

             

,   

,   

.

Найти работу равнодействующей этих сил  

  при перемещении точки из положения  

  в положение  

.

Решение.  

Найдем равнодействующую

         

.

Вектор перемещения по формуле  (5)

                          


Искомую работу находим по формуле  (15)

                                 


Пример 4.2.  Дана сила  

  и точка ее приложения  

. Найти момент силы относительно начала координат и углы, составляемые им с координатными осями.

Решение.  

По формуле  (20) 

. Вектор  

  по формуле  (5)  имеет координаты  

, по формуле  (19)

            


Итак, 

  Модуль момента находим по формуле  (2):

               


Направляющие косинусы по формуле  (3):

 

  

  


а углы, составляемые моментом силы с координатными осями, следующие

      


Контроль:  должно быть  

  У нас:

         


Пример 4.3. Написать разложение вектора  

  по векторам  


Решение.  

1.  Разложение вектора  

  по базису  

  имеет вид

                


или в координатной форме

                  


2.  С учетом числовых значений координат векторов  

  и  

  получим систему уравнений относительно неизвестных  

:

   


3.  Разложение вектора  

  по векторам  

  имеет вид:

                       


Ответ: 


Пример 4.4.  В параллелепипеде  

  векторы  

  

   

  образуют базис. Разложить векторы  

  

  

  по выбранному базису, если точка  

  делит ребро  

  в отноше-

нии  1:2; точка  

 – точка пересечения диагоналей грани  

;  точка  

 – середина ребра  

.

Решение.
Построим чертеж. Непосредственно из чертежа следует:

[image: image145.png]












Ответ: 

  


             


5. Показательная функция. Показательные уравнения и неравенства
Функция 
[image: image146.wmf]x

ya

=

, где 
[image: image147.wmf]0

a

>

, 
[image: image148.wmf]1

a

¹

, называется показательной.

Свойства показательной функции:

1) область определения: 
[image: image149.wmf]xR

Î

;

2) область значений: 
[image: image150.wmf](0;)

y

Î+¥

;

3) при 
[image: image151.wmf]1

a

>

 функция 
[image: image152.wmf]x

ya

=

 монотонно возрастает, а при 
[image: image153.wmf]01

a

<<

 – монотонно убывает.

Показательные уравнения:

1) 
[image: image154.wmf]()

()log

fx

a

abfxb
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, 
[image: image155.wmf]0
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, 
[image: image156.wmf]1
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, 
[image: image157.wmf]0
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;

2) 
[image: image158.wmf]()()
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fxgx

aafxgx
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, 
[image: image159.wmf]0

a
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, 
[image: image160.wmf]1
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;

3) 
[image: image161.wmf]()()

()()log

fxgx

a

abfxgxb

=Û=

, 
[image: image162.wmf]0

a

>

, 
[image: image163.wmf]1

a

¹

, 
[image: image164.wmf]0

b

>

, 
[image: image165.wmf]1

b

¹

;

4) уравнение вида 
[image: image166.wmf]2()()
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, где 
[image: image167.wmf],,

R
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, 
[image: image168.wmf]0
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, 
[image: image169.wmf]0
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, 
[image: image170.wmf]1
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¹

, с помощью подстановки 
[image: image171.wmf]()

fx
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 сводится к квадратному уравнению 
[image: image172.wmf]2

0

yy

abg
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.
Решение простейших показательных неравенств основано на свойстве монотонности показательной функции:


[image: image173.wmf]()()
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 при 
[image: image174.wmf]1
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[image: image175.wmf]()()

()()

fxgx

aafxgx

>Û<

 при 
[image: image176.wmf]01
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.

Пример 5.1: решить уравнение 
[image: image177.wmf]23
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.
Решение.

Так как 
[image: image178.wmf]46
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[image: image179.wmf]55
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, исходное уравнение равносильно уравнению 
[image: image180.wmf]5
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, тогда 
[image: image181.wmf]6
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Ответ: 6.

Пример 5.2: решить неравенство 
[image: image182.wmf](2)3
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Решение.

Так как 
[image: image183.wmf]2
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[image: image184.wmf]333
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, данное неравенство равносильно неравенству  

[image: image185.wmf]2
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[image: image186.wmf](3)(2)032
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Ответ: 
[image: image187.wmf](3;2)
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6. Логарифмическая функция. Логарифмические уравнения и неравенства
Логарифмом числа 
[image: image188.wmf]b

, 
[image: image189.wmf]0

b

>

, по основанию 
[image: image190.wmf]a

, 
[image: image191.wmf]0

a

>

, 
[image: image192.wmf]1

a

¹

, называется число 
[image: image193.wmf]a

, для которого 
[image: image194.wmf]ab

a
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, 
[image: image195.wmf]log

a

b

a
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.

Основные свойства логарифмов

1) 
[image: image196.wmf]log1

a

a

=

, 
[image: image197.wmf]0

a

>

, 
[image: image198.wmf]1

a

¹

;
2) 
[image: image199.wmf]log10

a

=

, 
[image: image200.wmf]0

a

>

, 
[image: image201.wmf]1

a

¹

;

3) 
[image: image202.wmf]log

a

b

ab

=

, 
[image: image203.wmf]0

a

>

, 
[image: image204.wmf]1

a

¹

, 
[image: image205.wmf]0

b

>

;

4) 
[image: image206.wmf]logloglog
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bcbc
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, 
[image: image207.wmf]0

a

>

, 
[image: image208.wmf]1

a

¹

, 
[image: image209.wmf]0

b

>

, 
[image: image210.wmf]0

c
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;

5) 
[image: image211.wmf]logloglog
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b
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, 
[image: image212.wmf]0

a

>

, 
[image: image213.wmf]1

a

¹

, 
[image: image214.wmf]0

b

>

, 
[image: image215.wmf]0

c

>

;

6) 
[image: image216.wmf]loglog

k
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bkb

=

, 
[image: image217.wmf]0

a

>

, 
[image: image218.wmf]1

a

¹

, 
[image: image219.wmf]0

b

>

, 
[image: image220.wmf]kR

Î

;

7) 
[image: image221.wmf]1

loglog

k

a

a

bb

k

=

, 
[image: image222.wmf]0

a

>

, 
[image: image223.wmf]1

a

¹

, 
[image: image224.wmf]0

b

>

, 
[image: image225.wmf]0

k

¹

;

8) 
[image: image226.wmf]log

log

log

c

a

c

b

b

a

=

, 
[image: image227.wmf]0

a

>

, 
[image: image228.wmf]1

a

¹

, 
[image: image229.wmf]0

b

>

, 
[image: image230.wmf]0

c

>

, 
[image: image231.wmf]1

c

¹

.

Свойства логарифмической функции 
[image: image232.wmf]log

a

yx

=

, 
[image: image233.wmf]0

a

>

, 
[image: image234.wmf]1

a

¹

:

1) область определения: 
[image: image235.wmf](0;)

x

Î+¥

;

2) область значений: 
[image: image236.wmf]yR

Î

;

3) при 
[image: image237.wmf]1

a

>

 функция 
[image: image238.wmf]log

a

yx

=

 монотонно возрастает, а при 
[image: image239.wmf]01

a

<<

 – монотонно убывает.

Логарифмические уравнения:

1) 
[image: image240.wmf]log()()

b

a

fxbfxa

=Û=

, 
[image: image241.wmf]0
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, 
[image: image242.wmf]1

a

¹

;

2) 
[image: image243.wmf]()(),
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, 
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a

¹

;

3) 
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]

()

()0,

()0,

log()

()1,

()().

gx

b

fx

gx

fxb

gx

fxgx

>

ì

ï

>

ï

=Û

í

¹

ï

ï

=

î


Решение простейших логарифмических неравенств основано на свойстве монотонности логарифмической функции:


[image: image247.wmf]()0,

log()log()

()()

aa

gx

fxgx

fxgx

>

ì

>Û

í

>

î

 при 
[image: image248.wmf]1
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[image: image249.wmf]()0,
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[image: image250.wmf]01
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.

Пример 6.1: решить уравнение 
[image: image251.wmf]444
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.

Решение.

ОДЗ уравнения: 
[image: image252.wmf]0,
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Так как 
[image: image253.wmf]44444
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, исходное уравнение можно записать в виде 
[image: image254.wmf]444

log2log(1)log2
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. На ОДЗ это уравнение равносильно уравнению  
[image: image255.wmf]22
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. Корни последнего уравнения 
[image: image256.wmf]1
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 и 
[image: image257.wmf]2
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, причём 
[image: image258.wmf]1
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 входит в ОДЗ, а 
[image: image259.wmf]2

x

 не входит.

Ответ: 2.

Пример 6.2 решить неравенство 
[image: image260.wmf]22
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.

Решение.

ОДЗ неравенства: 
[image: image261.wmf]260,3,
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На ОДЗ исходное неравенство равносильно неравенству 


[image: image262.wmf]222
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Решая последнее неравенство методом интервалов и учитывая ОДЗ, получим решение исходного неравенства: 
[image: image263.wmf]35
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.
Ответ: 
[image: image264.wmf](3;5)
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7. Тригонометрические    функции.  
Уравнения   и   неравенства, содержащие тригонометрические функции

Соотношения между тригонометрическими функциями одного и того же аргумента

[image: image265.wmf]1
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 (основное тригонометрическое тождество);
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Решение простейших тригонометрических уравнений

[image: image270.wmf]a
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Пример 7.1: решить уравнение 
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Решение.

Так как 
[image: image287.wmf]2
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, исходное уравнение равносильно уравнению
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а) 
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б) 
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Ответ: 
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Пример 7.2: найти все решения неравенства 
[image: image303.wmf]0
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Решение.

Перепишем исходное неравенство в виде 
[image: image305.wmf]0
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Так как 
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График функции 
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Ответ: 
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8. Производная. Исследование функций с помощью производной
Производной от функции 
[image: image315.wmf])
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 по аргументу x называется предел отношения приращения функции (у к приращению аргумента (х, когда последнее стремится к нулю:
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Производная есть скорость изменения функции в точке х. 

Отыскание производной называется дифференцированием функции.

Основные правила дифференцирования:
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Таблица производных элементарных функций (
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Если в таблице положить 
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Пример 8.1:

	   Найдите производные функций:
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Решение: 

а) последовательно применяя правила дифференцирования  сложной функции, правила и формулы дифференцирования, имеем:
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в) в данном случае функциональная зависимость задана в неявном виде. Для нахождения производной 
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Из последнего уравнения находим 
[image: image356.wmf]y

¢

:

[image: image357.wmf](

)

)

sin(

4

3

)

sin(

2

2

2

2

xy

y

xy

x

y

y

-

=

+

¢

;


[image: image358.wmf](

)

3

)

sin(

2

)

sin(

4

2

2

2

+

-

=

¢

xy

x

y

xy

y

y

.
Исследование функции одной независимой переменной будем проводить по следующей схеме:

       1. Найдем область определения функции.

2. Исследуем функцию на непрерывность.

3. Установим, является ли данная функция четной, нечетной или функцией общего вида.

4. Найдем интервалы возрастания и убывания функции, точки экстремума.

5. Найдем интервалы выпуклости и вогнутости кривой, точки ее перегиба.

6. Найдем асимптоты кривой.

Пример 8.2:

	  Исследовать функцию 
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  и построить ее график.


Решение. 

Реализуем приведенную схему исследования функции:

1. Функция определена при всех значениях аргумента х, кроме х=1.
2. Данная функция является элементарной, поэтому она непрерывна на своей области определения, то есть на интервалах 
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В точке х=1 функция терпит разрыв.
3. Для установления четности или нечетности функции проверим выполнимость равенств 
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 (для нечетной функции) для любых х из области определения функции:  
[image: image365.wmf]2

)

1

(

1

2

)

(

-

-

-

-

=

-

x

x

x

f

,   
[image: image366.wmf]2

)

1

(

1

2

)

(

-

-

-

=

-

x

x

x

f

.
Следовательно, 
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, то есть данная функция является функцией общего вида.

4. Для исследования функции на экстремум найдем ее первую производную:
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Определим критические точки функции: 
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Разобьем числовую ось на три интервала 
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В первом и третьем интервалах первая производная отрицательна, следовательно, здесь функция убывает, во втором интервале − положительна, и данная функция возрастает. При переходе через точку x=0 первая производная меняет свой знак с минуса на плюс, поэтому в этой точке функция имеет минимум: 
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5. Для определения точек перегиба графика функции и интервалов выпуклости и вогнутости кривой найдем вторую производную:
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6. В точке 
[image: image392.wmf]1

=

x

 функция терпит разрыв, причем 
[image: image393.wmf]¥

=

-

-

®

2

1

)

1

(

1

2

lim

x

x

x

. Прямая 
[image: image394.wmf]1

=

x

 является вертикальной асимптотой графика функции. Для определения уравнения наклонной асимптоты  
[image: image395.wmf]b

kx

y

+

=

 воспользуемся формулами:

[image: image396.wmf]x

x

f

k

x

)

(

lim

¥

®

=

,  
[image: image397.wmf](

)

kx

x

f

b

x

-

=

¥

®

)

(

lim

.
Тогда    
[image: image398.wmf]0

)

1

(

1

2

2

lim

=

-

-

=

¥

®

x

x

x

k

x

,    
[image: image399.wmf]0

)

1

(

1

2

2

lim

=

-

-

=

¥

®

x

x

b

x

.
При найденных значениях k и b прямая 
[image: image400.wmf]0

=

y

 есть горизонтальная асимптота графика исследуемой функции, представленного на рисунке 8.1.

[image: image401.wmf]5

,

0

-

                           


Рисунок 8.1 – График исследуемой функции
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