PAGE  

Министерство образования и науки РФ

Федеральное государственное бюджетное 

общеобразовательное учреждение высшего образования

«Тульский государственный университет»

Институт прикладной математики и компьютерных наук 

Кафедра вычислительной механики и математики

                                            Утверждено на заседании кафедры

          «Вычислительная механика и математика»

                                                 «14» января 2020г., протокол № 5

               Заведующий кафедрой

                                         __________________    В.В.Глаголев

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

по проведению практических занятий по дисциплине (модулю)

«Математика»

Основной профессиональной образовательной программы

высшего образования – программы бакалавриата

по специальности
24.05.06 Системы управления летательными аппаратами

со специализацией
Системы управления движением летательных аппаратов
Форма обучения: очная
Идентификационный номер образовательной программы: 240506-01-20
Тула 2020
Разработчик методических указаний
Инченко О.В.,к.ф.-м.н.                           ________                 _______________


(ФИО, должность, ученая степень, ученое звание)
(подпись)
Аналитическая геометрия в пространстве  


Векторная алгебра
Некоторые сведения из теории
Вектор – направленный отрезок.

Равенство

                             

                                                                 (1) означает, что  

 проекции вектора на оси координат или его декартовы координаты.

Формула

                           

                                                    (2) позволяет по координатам вектора определить его модуль.
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Если  

 углы, которые вектор образует с положительным направлением осей координат, то  

  называются направляющими косинусами вектора  

.

  

   

  

            (3)

   

                           (4)

Если известны начало вектора  

  и  конец  

, то координаты вектора находятся по формулам

                 

   

  

                                (5)

Если  

  и  

, то

                      

                                   (6)  и  

,  где  

 любое число.

Векторы, лежащие на одной или параллельных прямых, называются коллинеарными. Признак коллинеарности векторов  

  и  

:

                                       

                                                  (7)

Тройка векторов  

  называется координатным базисом:

                                   


Векторы  

  направлены по осям соответственно 

  в положительную сторону.

Любой вектор  

  может быть представлен в виде

                            

                                                          (8)

Скалярным произведением векторов  

  и  

  называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними.

                          

                                                   (9)

                   

                                         (10)

                            

                                                      (11) т.е. скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля.

                     

                                               (12) Если  

, то

                        

                                                 (13)

          

                          (14)

Если вектор  

  изображает силу, точка приложения которой перемещается из начала в конец вектора  

, то работа этой силы определяется

                                          

                                                     (15)

Векторным произведением вектора  

  на  

  называется такой вектор  

, который удовлетворяет следующим трем условиям:

1.  

,  где  

  угол между векторами  

  и  

;

2.  

  и  

;

3.  вектор  

  образует с векторами  

  и  

  «правую» тройку.

Векторное произведение зависит от порядка сомножителей

                              

.                                                        (16)  Модуль векторного произведения равен площади параллелограмма, построенного на векторах  

  и  

:

                                

                                                            (17)

                                

.                                                      (18)

Если векторы  

  и  

  коллинеарны, то  

 в частности, 


Если векторы заданы координатами   

, 

,  то

                             

                                             (19)

Если вектор  

  изображает силу, приложенную в какой-нибудь точке  

, а вектор  

  идет из некоторой точки  

  в точку  

, то вектор  

  представляет собой момент силы  

  относительно точки  

:

                               

.                                                          (20)

Смешанным произведением трех векторов  

  называется число, равное векторному произведению  

, умноженному скалярно на вектор  

, т.е.

                   

                                            (21)  Смешанное произведение  

  равно объему параллелепипеда, построенного на векторах  

, взятому со знаком «плюс», если тройка  

  правая, со знаком  «минус», если эта тройка левая.

                                

.                                                             (22)  Если векторы компланарны (лежат в одной плоскости), то  

                                     

.                                                            (23)  Для векторов  

, 

,  

  смешанное произведение определяется формулой

                                

                                            (24)

Задача 1.  На материальную точку действуют силы:

             

,   

,   

.

Найти работу равнодействующей этих сил  

  при перемещении точки из положения  

  в положение  

.

Решение.  Найдем равнодействующую

         

.

Вектор перемещения по формуле  (5)

                          


Искомую работу находим по формуле  (15)

                                 


Задача  2.  Дана сила  

  и точка ее приложения  

. Найти момент силы относительно начала координат и углы, составляемые им с координатными осями.

Решение.  По формуле  (20) 

. Вектор  

  по формуле  (5)  имеет координаты  

, по формуле  (19)

            


Итак, 

  Модуль момента находим по формуле  (2):

               


Направляющие косинусы по формуле  (3):

 

  

  


а углы, составляемые моментом силы с координатными осями, следующие

      


Контроль:  должно быть  

  У нас:

         


Задача 3.  Написать разложение вектора  

  по векторам  


Решение.  

1.  Разложение вектора  

  по базису  

  имеет вид

                


или в координатной форме

                  


2.  С учетом числовых значений координат векторов  

  и  

  получим систему уравнений относительно неизвестных  

:

   


3.  Разложение вектора  

  по векторам  

  имеет вид:

                       


Ответ: 


Задача  4.  В параллелепипеде  

  векторы  

  

   

  образуют базис. Разложить векторы  

  

  

  по выбранному базису, если точка  

  делит ребро  

  в отноше-

нии  1:2; точка  

 – точка пересечения диагоналей грани  

;  точка  

 – середина ребра  

.

Решение.
Построим чертеж. Непосредственно из чертежа следует:
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Ответ: 

  


             


Прямая  и  плоскость

Плоскость.  Ее уравнения
                                 

  –                                      (25) 

общее уравнение плоскости.

                 

                            (26) уравнение плоскости, проходящей через точку  

  перпендикулярно вектору  

.

                                      

                                              (27) уравнение плоскости «в отрезках». Здесь  

 величины отрезков, отсекаемых плоскостью на осях координат.

                            

                                         (28) нормальное уравнение плоскости.

                      

                                        (29) расстояние от точки  

  до плоскости  

.

                       

                               (30)  

уравнение плоскости, проходящей через три точки  

,  

,  

.

Прямая. Ее уравнения
                        

   –                                    (31) общее уравнение прямой (прямая задана пересечением двух плоскостей).

                         

                                        (32) каноническое уравнение прямой, где  

  – точка, принадлежащая прямой,  

 направляющий вектор прямой (вектор, параллельный прямой).

                                   

                                                 (33) параметрические уравнения прямой.

                         

                                  (34) уравнение прямой, проходящей через две данные точки  

,  

.

           

                   (35) угол между двумя прямыми, где  

  и  

 направляющие векторы прямых.

               

                       (36) угол между прямой и плоскостью, где  

 нормальный вектор плоскости, 

 направляющий вектор прямой.



 объем пирамиды  

  где  

,  

,  

,  

  – координаты вершин пирамиды.



                                       (37)

Задача  5.  Даны координаты вершин пирамиды  

  

  

  

  Найти:

1)  угол между ребрами  

  и  

;

2)  угол между ребром  

  и  гранью  

;

3)  объем пирамиды  

;

4)  расстояние от точки  

  до плоскости  

;

5)  точку  

, симметричную точке  

  относительно плоскости  

;

6)  точку 

, симметричную точке 

  относительно прямой  

.

Решение.
1)  Угол между ребрами находим по формуле  (35).



 направляющий вектор прямой  

;



 направляющий вектор прямой  

.




2)  Составим уравнение плоскости  

, проходящей через три 

точки  

  

  

,  по формуле  (30)

      


        


           


                         




 уравнение плоскости  

;



 нормальный вектор плоскости;



 направляющий вектор прямой  


Находим угол  

  между прямой  

  и  плоскостью  

  по формуле  (36)

          


3)  Находим объем пирамиды по формуле  (37)



;   

;   

.




4)  Расстояние от точки  

  до плоскости  

  находим по формуле  (29).

     


5)  Чтобы найти точку  

,  симметричную точке  

 относительно плоскости  

, сделаем следующее.

Составим уравнение прямой, перпендикулярной плоскости  

, проходящей через точку  

  по формуле  (32). За направляющий вектор прямой  

  берем нормальный вектор плоскости, т.к. прямая перпендикулярна плоскости:

          


Составим параметрические уравнения этой прямой по формуле  (33):

                               


Находим точку пересечения этой прямой с плоскостью  





                                 


Получаем точку  

;  т.к. точка  

  симметрична точке  

  относительно плоскости  

, то точка  

  является серединой отрезка  

, поэтому

                

;

                

;

                


     


6)  Чтобы найти точку  

, симметричную точке  

  относительно прямой  

  составим уравнение плоскости, проходящей через точку  

  перпендикулярно прямой  

  по формуле  (26). За нормальный вектор плоскости  

  берем направляющий вектор прямой  

, т.к. плоскость перпендикулярна прямой. 

  Уравнение прямой  

  составляем по формуле  (34).




Параметрические уравнения прямой 

:

                                         


Находим точку  

  пересечения прямой  

  и плоскости:

                                         








Итак, точка  

  Так как точка  

  симметрична точке  

  относительно прямой  

, то точка  

  является серединой отрезка  

, тогда

            







   точка  


Аналитическая  геометрия  на  плоскости

Некоторые сведения из теории

Прямая линия. Ее уравнение
                                

                                               (38) общее уравнение прямой.

                                 

                                                (39) уравнение прямой, проходящей через точку  

 вектор, параллельный прямой.

                              

                                  (40) уравнение прямой, проходящей через точку  

  с перпендикулярным вектором  

.

                                 

                                           (41) уравнение прямой проходящей через две точки 

 и 

.

                                      

                                                     (42) уравнение прямой в «отрезках», где  

 величины отрезков, отсекаемых прямой на осях координат.

                                   

                                                       (43) уравнение прямой с угловым коэффициентом  

  и отрезком  

 отсекаемым на оси  

.

                           

                                                  (44) уравнение прямой, проходящей через точку  

  с угловым коэффициентом  

.

                                

                                        (45) расстояние от точки  

  до прямой  

.

                                

                                         (45а) отклонение точки  

  от прямой.

                                       

                                                       (46) угловой коэффициент прямой  

.

                                      

                                                        (47) условие параллельности прямых.

                                    

                                                       (48) условие перпендикулярности прямых.

                                    

                                           (49) угол между двумя прямыми с угловыми коэффициентами  

  и  

.

Задача  6.  Даны середины сторон треугольника  

. Составить уравнения его сторон.
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1 способ.  Так как точки  

  являются серединами отрезков  

, то






.

Решаем две системы уравнений

                   

                  


получаем  

                  

              

     


Теперь составляем уравнения сторон треугольника, как прямых, проходящих через две точки, по формуле  (41).

Уравнение  

:

                          


Уравнение  

:

                          


Уравнение  

:

                          


2 способ.  Не определяя координат точек  

, составим уравнение каждой из сторон треугольника  

, как прямой, проходящей через одну из вершин треугольника  

  параллельно противолежащей стороне.

Уравнение  

:  прямая  

  проходит через точку  

  параллельно вектору  

. Используем уравнение  (39).

                  


Уравнение  

:  прямая  

  проходит через точку  

  параллельно вектору  

.

                 


Уравнение  

: прямая  

  проходит через точку  

  параллельно вектору  

.

                


Ответ:  


Задача  7.  Составить уравнения катетов прямоугольного равнобедренного треугольника, зная уравнение гипотенузы  

  и вершину прямого угла  

.
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  (по условию), поэтому  

,



  ( по формуле  (46)).  Уравнения катетов  

  и  

  составляем по формуле  (44):  


                                                  

,                                          (49)

                                                   

.

Решая эти уравнения, получим: 

       


       


Ответ:  


Задача  8.  В треугольнике с вершинами 

 найти биссектрису внутреннего угла 

.
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1)  Составим уравнения сторон угла  

, воспользовавшись формулой  (41).

Сторона  

:

       


Сторона  

:

       


2)  Точки биссектрисы равноудалены от сторон угла. Приравняем расстояния от произвольной точки биссектрисы  

  до сторон угла  

  и  

, вычисляя их по формуле  (45).

    



 EMBED Equation.2  

Из последнего равенства получаем следующие два:

  

   и   


После преобразования получаем уравнения двух прямых, которые являются биссектрисами внутреннего и внешнего углов при вершине  

  треугольника  

:

                                   

                                 (а)

и                                   

.                                    (б)

Для биссектрисы внутреннего угла треугольника  

  отклонения вершин треугольника  

  и  

  имеют разные знаки, а для биссектрисы внешнего угла  

  –  знаки отклонений одинаковы.

Найдем отклонения точек  

  и  

  от прямой  (а)  по формуле  (40,а):

    

     


следовательно, уравнение  (а) – это уравнение прямой  

.  Тогда уравнение биссектрисы внутреннего угла треугольника  

  при вершине  

:

                                          

.

Ответ: 

.

Пример.  Даны координаты вершин 
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1) В декартовой прямоугольной системе координат построить треугольник ABC 

2) Написать каноническое и общее уравнения прямой АВ, найти ее угловой коэффициент.

3) Написать каноническое и общее уравнения прямой АС, найти ее угловой коэффициент

4) Найти внутренний угол А в градусах.

5) Написать общее уравнение высоты CD и найти ее длину.

6) Написать общее уравнение медианы СЕ.

7) Найти координаты точки пересечения высот треугольника АВС. На чертеже построить точку пересечения высот.

1)
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2) Запишем каноническое уравнение прямой 
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где 
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 - координаты направляющего вектора прямой.
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 - направляющий вектор прямой, тогда получаем 
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или
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   - каноническое уравнение прямой АВ.
Перейдем к общему уравнению:  
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    - общее уравнение прямой АВ.
Найдем угловой коэффициент прямой АВ:
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Угловой коэффициент прямой АВ равен 
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3) Запишем каноническое уравнение прямой 
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Так как 
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 - направляющий вектор прямой, то получаем 
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или
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   - каноническое уравнение прямой АС.
Перейдем к общему уравнению  
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откуда 
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    - общее уравнение прямой АС.
Найдем угловой коэффициент прямой АС:
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Угловой коэффициент прямой АС равен 
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4) Угол А -  это угол между векторами 
[image: image33.wmf](
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 вычисляется по формуле:
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Получаем 


[image: image40.wmf]2

1

5

2

5

3

15

10

45

15

1

9

9

36

3

18

cos

=

×

×

=

×

=

+

+

-

=

j

,

откуда 
[image: image41.wmf]o
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5) Прямая CD перпендикулярна прямой AB. Значит, для угловых коэффициентов этих прямых справедливо соотношение 
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Воспользуемся формулой 
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откуда уравнение прямой  CD имеет вид 
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Длина высоты равна  расстоянию от точки 
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  до  прямой AB , заданной уравнением 
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Расстояние от точки 
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тогда длина высоты равна 
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6) Так как СЕ  - медиана, то Е – середина АВ.

Найдем координаты точки Е по формулам
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получаем 
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Составим уравнение медианы СЕ, используя уравнение прямой, проходящей через две точки:
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Получаем   
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тогда  
[image: image62.wmf]0
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 - общее уравнение медианы СЕ.

7) Составим уравнение высоты BH.
Прямая BH  перпендикулярна прямой AC. Значит, для угловых коэффициентов этих прямых справедливо соотношение 
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Воспользуемся формулой 
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получаем 
[image: image69.wmf]0
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 - уравнение высоты BH.
Найдем координаты точки пересечения высот, для чего составим и решим систему уравнений:
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Сложим уравнения системы: 
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и получаем точку пересечения высот - 
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 Делаем чертеж:
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Линии второго порядка
Окружность. Уравнение

                                     

                                            (50)

определяет окружность радиуса  

  с центром  

.  Если центр окружности совпадает с началом координат, т.е.  

, то уравнение окружности примет вид

                                         

.                                                          (51)

Общее алгебраическое уравнение второй степени

                      


есть уравнение окружности, если  

  т.е.

                                 

.                                (52)

Эллипс.
                                             

                                                    (53)

уравнение эллипса (канонический вид).

                                   

                                             (54)

В этом случае фокусы эллипса имеют координаты

                           

  и  

.                                                         (55)

Начало координат  

 центр симметрии эллипса, а оси координат – оси симметрии эллипса. Точки  

,  

,  

,  

  называются вершинами эллипса,  

  и  

 большая и малая полуоси. Величина

                                                    

                                                       (56)

называется эксцентриситетом эллипса. Эксцентриситет характеризует вытянутость эллипса, т.к. выражается через отношение его полуосей

                                    

.                               (57)

Окружность можно считать частным случаем эллипса, у которого  

, т.е.  


                                       

                                                       (58)

уравнения директрис.

Если фокусы эллипса расположены на оси  

, то  уравнение эллипса имеет тот же вид  (58), но  

. Фокусы имеют координаты: 

  и  

. Уравнения директрис

                                       

                                                           (59)

Гипербола.
                               

                                                        (60)

каноническое уравнение гиперболы.

                          

                                                (61)

Фокусы имеют координаты  

  и  

. Оси координат являются осями симметрии гиперболы, а точка  

 центр симметрии. Гипербола пересекает ось абсцисс в точках  

,  

, которые называются ее действительными вершинами, а величина  

 действительной полуосью гиперболы. Точки  

  и  

  называются мнимыми вершинами, а  

 мнимая полуось. Прямоугольник с центром в начале координат и со сторонами, параллельными координатным осям и проходящими через вершины гиперболы, называется основным прямоугольником гиперболы. Его диагонали

                                          

                                                                 (62)

являются асимптотами гиперболы, т.е. прямыми, к которым неограниченно приближаются ветви гиперболы.

Эксцентриситет гиперболы

                                 

.                                                              (63)

                      

.                                   (64)

Если  

, гипербола называется равносторонней. В этом случае основной прямоугольник превращается в квадрат, а эксцентриситет равен  

.

                                          

  –                                                               (65)

директрисы гиперболы.

Если  уравнение гиперболы имеет вид

                            

,                                                         (66)

то асимптоты гиперболы:

                                             

,                                                             (67)

фокусы   

.

                                             

                                                            (68)

уравнения директрис.

Парабола.  

Каноническое уравнение параболы

                        

,                                                    (69)

где  

 расстояние от фокуса до директрисы. Уравнение директрисы  

  координаты фокуса  

. Начало координат является вершиной параболы, а ось абсцисс – ее осью симметрии. Эксцентриситет параболы  

.

В ряде случаев рассматривают параболы:

а) 

фокус,  

уравнение директрисы;     (70)

б) 

фокус,  

 уравнение директрисы;       (71)

в) 

фокус, 

уравнение директрисы.       (72)

Для всех случаев  


Задача  9.  Среди прямых параллельных прямой  

, выделить касательные к окружности  


Решение.  Уравнение всякой прямой, параллельной данной, можно записать в виде

                              


Касательная к окружности имеет с ней только одну общую точку, поэтому совместное решение уравнений прямой и окружности должно иметь только один ответ.

Из уравнения прямой  





Квадратное уравнение имеет только одно решение, когда дискриминант равен нулю:   

  откуда  

.

Итак, искомые касательные имеют уравнения

      

            


Задача  10.  Дан эллипс  

  Найти:  1) его полуоси;  2) фокусы;  3) эксцентриситет;  4) уравнения директрис.

Решение.  Делим на 225, получаем

                             


Отсюда следует по формуле  (53), что  

  Из формулы  (54):

         


По формуле  (55):   


Эксцентриситет (56):   


Уравнения директрис согласно  (58):  


Ответ: 

;  

;  

;  


Задача  11.  Составить каноническое уравнение эллипса, у которого малая полуось  

,  а расстояние между фокусами  

.

Решение.  


По формуле (54): 


Уравнение эллипса согласно  (53):  


Задача  12.  Асимптоты гиперболы имеют уравнения  

, а расстояние между фокусами равно  20. Написать ее каноническое уравнение.

Решение.  Уравнения асимптот  

, согласно формуле  (62):  

  Кроме того  

  По формуле  (61):  

  получаем систему уравнений

                                


Решая ее, получаем  

  Следовательно, каноническое уравнение гиперболы: 


Задача  13.  Дана гипербола  

  Найти координаты фокусов и вершин, эксцентриситет, уравнения асимптот и директрис.

Решение.  Фокусы данной гиперболы расположены на оси  

.

  

                                    (61)

Значит фокусы имеют координаты  

.  Вершины  

 Эксцентриситет по формуле (64):

                                              


Уравнения асимптот:  


Уравнения директрис:  


Задача  14.  Парабола с вершиной в начале координат проходит через точку  

  и симметрична относительно оси  

  Написать ее уравнение. Найти фокус и директрису.

Решение.  Уравнение искомой параболы по формуле  (72)  имеет вид  

  Точка  

  лежит на параболе. Подставляем координаты точки  

  в уравнение:  

  Следовательно, искомое уравнение будет  

  или  


Фоку параболы:  

. Уравнение директрисы согласно  (72):  

.

Задача  15.  На параболе  

  найти точки, расстояния которых от директрисы равно  5.

Решение.  Уравнение директрисы данной параболы  

  

  Тогда расстояние от оси  

  до искомой 

точки  и это расстояние определит координату  

  данной точки, т.е.  

  Координату  

  найдем из уравнения параболы:




Итак,  

.

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ МАТРИЦ

Определение. Произвольная система чисел, расположенная в виде прямоугольной таблицы, содержащая m строк и n столбцов называется (m,n) – матрицей или просто матрицей.

Будем обозначать матрицы через A, B, C,… Например,
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Здесь 
[image: image77.wmf]ij
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 - элемент матрицы, где i – номер строки,  j – номер столбца; 
[image: image78.wmf]m
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 и 
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Если число строк матрицы равно числу столбцов, то матрица называется квадратной.

Количество строк (столбцов) квадратной матрицы называется ее порядком.

Пусть дана квадратная матрица A второго порядка 
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Определение. Определителем (или детерминантом) матрицы A второго порядка называют число 
[image: image81.wmf]21
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, по-другому записывают 
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 (обозначаем  
[image: image83.wmf]D

, или 
[image: image84.wmf]A

, или 
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D

). 

Таким образом, для любой квадратной матрицы второго порядка по определению имеем 
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Пример. Вычислить определитель матрицы  
[image: image87.wmf]÷
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По формуле получаем 
[image: image88.wmf](
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Определение. Определителем матрицы А третьего порядка называется число 
[image: image89.wmf]D

, вычисляемое по формуле: 
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Пример. Вычислить определитель матрицы 
[image: image91.wmf]÷
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[image: image92.wmf]=
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Свойства определителей

1. Величина определителя не изменится, если строчки его заменить столбцами, а столбцы строчками.

2. Если элементы двух строк (столбцов) равны, то определитель равен нулю.

3. Если в определителе элементы двух строк (столбцов) пропорциональны, то он равен нулю.

4. Общий множитель элементов одной строчки можно выносить за знак определителя.

5. Если элементы какой-то строки равны нулю, то определитель равен нулю.

6. Если к элементам одной строчки прибавить соответствующие элементы другой строчки, умноженные на одно и то же число, то определитель не изменится.

Определение.  Минором 
[image: image94.wmf]ij

M

 элемента 
[image: image95.wmf]ij

a

  называется определитель, который получается из  
[image: image96.wmf]D

  вычеркиванием  i–ой строки  и  j-ого столбца. 

Определение. Алгебраическим дополнением 
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 элемента 
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   называется минор этого элемента,  взятый  со  знаком 
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Пример. Найти минор и алгебраическое дополнение элемента 
[image: image101.wmf]21
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 матрицы 
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Элемент 
[image: image103.wmf]4
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 расположен во второй строке, первом столбце.

Вычеркиваем в определителе 
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 вторую строку и первый столбец. Получим 
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Алгебраическое дополнение 
[image: image106.wmf](
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Теорема.  Определитель n-го порядка 
[image: image107.wmf]D

 равен сумме произведений всех элементов произвольной его строки на их алгебраические дополнения, то есть 
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Это соотношение называют разложением определителя n-го порядка 
[image: image109.wmf]D

 по элементам i–ой строки. Аналогичное разложение определителя можно получить и по элементам любого столбца.  

Пример. Вычислить определитель матрицы 
[image: image110.wmf]÷
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 разложением по второй строке.
Воспользуемся формулой разложения по второй строке:
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Получаем
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Пример. Даны матрицы: 
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[image: image120.wmf]E

AB

A

3

2

2

+

-

.

Вычислим каждое слагаемое отдельно:
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тогда 
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Методы решения систем линейных уравнений

Системы линейных уравнений  с успехом применяются в геометрии и в других математических дисциплинах.

Система двух линейных уравнений с двумя неизвестными имеет вид:
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где 
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2

,

1

;

2

,

1

(

,

=

=

j

i

i

ij

b

a

 - заданные числа. Матрицы 
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называются соответственно основной и расширенной матрицами системы.

Определение. Определитель основной матрицы А системы называют определителем системы.
Правило Крамера применимо для решения системы n линейных уравнений с n неизвестными.  В случае, когда определитель системы 
[image: image130.wmf]0
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, оно дает возможность находить  единственное решение данной системы.

Итак, пусть дана система из трех уравнений с тремя неизвестными:
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Пусть  определитель 
[image: image132.wmf]D

 системы не равен нулю. Тогда система обладает единственным решением, которое вычисляется по формулам:
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где 
[image: image134.wmf]i

D

 - определитель, полученный из определителя системы 
[image: image135.wmf]D

 заменой в нем i-го столбца столбцом свободных членов системы. 

Если же 
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 и хотя бы один из определителей 
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 или 
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Δ

 не равен нулю, то система несовместна. Но если при  
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 одновременно  
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 и система имеет хотя бы одно решение, то она имеет бесконечно много решений.

Метод обратной матрицы

Определение. Обратной матрицей по отношению к данной называется матрица, которая будучи умноженной справа (или слева) на данную матрицу, дает единичную матрицу.

Матрицу, обратную к матрице 
[image: image142.wmf]A

, обозначают 
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. По определению 
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Определение. Матрица называется неособенной, если: 

1) она квадратная; 

2) ее определитель отличен от нуля.

Теорема. Всякая неособенная матрица имеет обратную матрицу.

Пусть дана неособенная матрица
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т.е. 
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тогда 
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 - присоединенная матрица, составленная из алгебраических дополнений элементов матрицы А:
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Здесь 
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 есть алгебраические дополнения соответствующих элементов 
[image: image151.wmf]ij
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. Следует заметить, что при составлении матрицы 
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 алгебраические дополнения для элементов 

-ой строки матрицы 
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 записываются в 

-ом столбце матрицы 
[image: image154.wmf]A

~

. Справедливы свойства:

1) Определитель обратной матрицы равен обратной величине определителя исходной матрицы.
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2) Обратная матрица произведения равна произведению обратных матриц сомножителей, взятому в обратном порядке.
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Для простоты рассмотрим систему из трех линейных уравнений с тремя неизвестными.


[image: image157.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

+

+

.

,

,

3

3

33

2

32

1

31

2

3

23

2

22

1

21

1

3

13

2

12

1

11

b

a

a

a

b

a

a

a

b

a

a

a

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Обозначим 
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 матрицу из коэффициентов, стоящих при неизвестных, через 
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 матрицу-столбец свободных членов, через 
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 матрицу-столбец неизвестных. Тогда система может быть записана в виде матричного уравнения 
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Пусть матрица 
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 неособенная, т.е. 
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. Тогда существует обратная матрица 
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Умножим обе части матричного уравнения слева на матрицу 
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,  что и дает решение системы.

Пример. Решить матричное уравнение 
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Обозначим 
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. Тогда матричное уравнение можно переписать в виде: 
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. Умножим  обе части равенства справа на 
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Найдем обратную матрицу для матрицы 
[image: image176.wmf]A

: 
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, следовательно, обратная матрица существует. 
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Обратная матрица  
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Тогда 
[image: image183.wmf]÷
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Метод  исключения неизвестных (метод Гаусса).

Решение систем линейных уравнений методом обратной матрицы или по формулам Крамера удобно при наличии небольшого числа уравнений, и когда число уравнений и неизвестных совпадает. Если же их много, или количества не совпадают, нужно считать много определителей, что трудоемко. В таких случаях, удобнее оказывается метод последовательного исключения неизвестных.

Пусть дана произвольная система 
[image: image184.wmf]m

 линейных уравнений с n неизвестными:
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Составим расширенную матрицу системы.


[image: image186.wmf]÷
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Определение. Под элементарными преобразованиями системы линейных уравнений понимаются следующие операции:

1) умножение какого-либо уравнения системы на число не равное нулю;

2) прибавление к одному уравнению другого уравнения, умноженного на произвольное число;

3) перестановка двух уравнений в системе.

Делая элементарное преобразование в системе, получаем новую систему. При этом каждому преобразованию системы соответствует такое же преобразование над строчками расширенной матрицы 
[image: image187.wmf]B

 и, очевидно, наоборот.

Определение. Решением системы  называется любая совокупность значений неизвестных 
[image: image188.wmf](
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, которая удовлетворяет каждому уравнению системы.

Определение. Две системы линейных уравнений от одних и тех же неизвестных называются равносильными (эквивалентными), если каждое решение одной из них является решением другой и наоборот.

Если знаем решения одной из равносильных систем, то мы знаем решение и другой. Поэтому решают ту, что проще. Основой практического решения систем является следующая теорема.

Теорема. При элементарных преобразованиях система переходит в равносильную систему.

При помощи элементарных преобразований можно значительно упростить заданную систему. Решив упрощенную систему, мы, согласно теореме, найдем решения исходной. Упрощения добиваются разными способами. Наиболее распространен метод Гаусса. При помощи элементарных преобразований расширенную матрицу системы приводят к ступенчатому виду (все элементы, расположенные под (над) главной диагональю равны нулю) после чего нетрудно решить вопрос о совместности системы, о числе решений и найти сами решения. 

Определение. Число ненулевых строк матрицы ступенчатого вида А называется рангом матрицы А и обозначается 
[image: image189.wmf](
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Используя понятия основной А и расширенной матриц 
[image: image190.wmf]B

 системы, нетрудно дать условие совместности системы, т.е. того случая, когда система имеет решение.

Теорема Кронекера-Копелли. Для того, чтобы система линейных уравнений имела решение (была совместна), необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы этой системы был равен рангу ее расширенной матрицы, т.е. чтобы 
[image: image191.wmf](
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О количестве решений при этом говорит другая теорема.

Теорема (о числе решений). Пусть система линейных уравнений совместна, тогда, если ранг матрицы системы равен числу неизвестных (
[image: image192.wmf](
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), то система имеет единственное решение, если ранг матрицы системы меньше числа неизвестных (
[image: image193.wmf](
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), то система имеет бесконечно много решений, а именно: некоторым 
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 неизвестным можно придать произвольные значения, тогда оставшиеся 
[image: image195.wmf](
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 неизвестных определяются уже единственным образом.

Пример. Решить систему уравнений тремя способами: методом Крамера; с помощью обратной матрицы; методом Гаусса.
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Метод Крамера.

Пусть определитель 
[image: image197.wmf]D

 системы не равен нулю. Тогда система обладает единственным решением, которое вычисляется по формулам:
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где 
[image: image199.wmf]1
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 - определитель, полученный из главного определителя системы 
[image: image200.wmf]D

 заменой в нем первого столбца столбцом свободных членов системы. Аналогично 
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Вычислим определитель матрицы А по правилу треугольника.
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Вычислим определители 
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Запишем решения системы
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Получаем 
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Метод обратной матрицы

Запишем систему в виде матричного уравнения 
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решением которого является
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Найдем обратную матрицу для матрицы А.
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 - присоединенная матрица, составленная из алгебраических дополнений элементов матрицы А.

Из предыдущего пункта известно, что  
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Вычислим алгебраические дополнения для элементов  матрицы А:
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Определители второго порядка вычислялись по формуле: 
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Запишем присоединенную матрицу:
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Тогда  обратная матрица будет равна 
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Теперь найдем матрицу решений 
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Таким образом, 
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Метод Гаусса.

Запишем расширенную матрицу системы и приведем ее к ступенчатому виду с помощью следующих преобразований:

1. Из второй строки вычтем две первые строки; Из третьей строки вычтем три первые строки.

2. Из второй строк вычтем две третьи строки.

3. Вторую строку умножим на (-1); из третьей строки вычтем две вторые строки.
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Запишем систему уравнений по полученной матрице:
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Решим ее: 
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откуда 
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Получаем решение системы  
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