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КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Двойной интеграл в прямоугольных координатах

Пусть в ограниченной замкнутой области  D   на плоскости  Oxy определена непрерывная функция  z = f(x,y). Разобьем область D на  n  областей с площадями  (Si , в каждой из них выберем произвольную точку ( xi , yi ) и составим интегральную сумму   
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.  Предел этой суммы при неограниченном  увеличении  числа  областей разбиения и при стремлении диаметра наибольшей области  max di   к нулю называется  двойным интегралом  от функции z = f(x,y) по области  D :
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Элементарная площадь  dS    в декартовых координатах  dS = dxdy`.

Для вычисления двойного интеграла важное значение имеет  вид области  D.
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Рис. 1.

Если область  D  может быть задана так, как показано на рис.1.а, двойной интеграл вычисляется по формуле
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Если область  D   имеет вид такой, как показано на рис.1.б, двойной интеграл вычисляется по формуле
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В более сложных случаях область  D   разбивают на простые области типа I и II и пользуются  свойством  аддитивности   двойного интеграла:

если  D = D1 + D2  ,   то           
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Двойной интеграл в полярных координатах

Переход от прямоугольных декартовых координат к полярным выполняется по формулам  
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при условии,  что полюс помещен в начале координат и полярная ось направлена вдоль оси   Ox  . Элемент площади в полярных координатах имеет вид:

dS = (d(d(.
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Рис. 2.

Если область  D  задана так, как показано на     рис.2       ( (1 ( ( ( (2, , (1(() ( (  ( (2(() ), то переход к полярным координатам в двойном интеграле выполняется по формуле:
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Если область D  охватывает   начало  координат,  в  ( 4 )  надо положить (1(() = 0 .

Приложения двойных интегралов

Площадь   плоской области  D   на плоскости Oxy  вычисляется по формуле:
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Если  D   - плоская пластинка, лежащая в плоскости  Oxy, с поверхностной плотностью 
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     Пример 1:  С помощью двойного интеграла вычислить площадь области, ограниченной линиями  y = x2 - 1 и  y = 2.
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Рис.3
Решение:  Построим область D.    . Граница  y = x2 – 1 - парабола, ось которой совпадает с осью  Oy, а вершина расположена в точке  ( -1, 0 ).  Граница  y = 2 – прямая, параллельная оси   Ox. Область  D  симметрична относительно оси  Oy , поэтому найдем площадь правой половинки  области  S1, а затем удвоим ее
Спроектируем область D  на ось Oy  и воспользуемся для вычисления

двойного интеграла формулой (13):
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     Тогда площадь всей области   D   равна  S = 2S1 =4
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     Ответ: S = 4
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Пример 2.   Вычислить  площадь плоской области,  ограниченной кривой      
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Решение:  Введем полярные координаты (14),  тогда  уравнение кривой  примет вид 
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Эта область симметрична относительно оси , поэтому достаточно вычислить площадь верхней половины области   D    и результат удвоить. Для верхней половины угол  (   меняется от  0  до  ( / 2, а   (  меняется от  0  до   
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf]
 Ответ:    Площадь всей области    
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Пример 3:  С помощью  двойного  интеграла  вычислить  массу плоской пластинки, ограниченной линиями  
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Решение: Построим область  D   (рис.6).
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Рис. 5

Эта область  ограничена  двумя параболами. Проекцией  области на ось  Ох является отрезок [0; 1]. Массу пластинки найдем по формуле (17),  вычисляя

двойной интеграл  по   формуле (1):
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Ответ:  
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Пример 4.  Вычислить массу плоской пластинки,  ограниченной линиями   
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                            Поверхностная плотность  
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Решение: Построим область  D. Уравнение   
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  является уравнением окружности 
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 с центром в точке (2; 0)   и радиусом  2 . Уравнение 
[image: image48.wmf]x

6

y

x

2

2

=

+

 является уравнением окружности  
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               с центром в точке  (3; 0)  и радиусом  3 . Уравнения 
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  задают прямые линии (см. рис.6).

При вычислении  массы  пластинки  по формуле (6) перейдем к полярным координатам (3). Тогда уравнения границ области D примут вид:
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     Поверхностная плотность в полярных координатах 
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                         Рис.6

Тогда масса пластинки равна 
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Oтвет:    19
[image: image60.wmf]3
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Тройной интеграл в прямоугольных координатах

Пусть в области V, заданной в пространстве и ограниченной замкнутой поверхностью S, определена непрерывная функция  f(x,y,z) .Разобьем область V  на n частичных областей   ΔVi  , в каждой области выберем произвольную точку (xi,yi,zi) и составим  интегральную сумму 
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В декартовых координатах элемент объема  dV=dxdydz.

Пусть пространственная область  V  проектируется в область D на плоскости Oxy и ограничена снизу поверхностью 
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В формулах (18) и (18') возможно изменить порядок интегрирования, проектируя область D  в какую-либо другую координатную плоскость.

Тройной интеграл в цилиндрических и сферических координатах


                       x   

                                              Рис. 7.

Декартовы координаты точки  M(x,y,z) связаны с  цилиндрическими  координатами  (, (, z    соотношениями:  
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где   
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Cвязь между декартовыми и  сферическими  координатами  (, (, (  точки имеет вид:
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         Переход в тройном  интеграле  к  цилиндрическим  координатам осуществляется по формуле:
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где  V(  - область изменения цилиндрических координат, соответствующая объему  V .

     Переход в тройном интеграле к сферическим координатам выполняется по формуле:
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Приложения тройного интеграла

Объем пространственного тела  V  находится по формулам:

в прямоугольных координатах:  
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Масса тела с плотностью  
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в которой  при  необходимости  можно перейти к цилиндрическим или cферическим координатам в соответствии с (10) и (11).

Пример 5.   Вычислить с помощью тройного интеграла объем тела, ограниченного указанными поверхностями: 
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Решение:  Тело ограничено снизу плоскостью  Oxy (z = 0), сверху — плоскостью z + y = 0.5, параллельной оси  Oz. Боковая поверхность образована  двумя  цилиндрическими поверхностями (см. рис. 10).

Объем тела вычисляется по формуле (18):
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 Ответ: V = 2/3 (ед.3).
(
Пример 6. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
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Решение:  Тело ограничено снизу поверхностью параболоида с вершиной в начале координат (
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Рис. 10.

Объем тела  V   удобно вычислить в цилиндрических координатах по формуле (24). В этом случае уравнение полусферы принимает вид 
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Ответ: V=
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Пример 7 . Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
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Решение:  


  

 

 

 

   

 

 

 

 

 

                                                       Рис. 11.

Тело ограничено снизу поверхностью конуса 
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 является круг с центром в начале координат. Уравнение ограничивающей его окружности получим после исключения   из уравнений конуса и полусферы: 
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     Объем тела 
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 удобно вычислять, переходя к сферическим координатам. Запишем в сферических координатах (9) уравнение сферы и конуса: 
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     Тогда объем тела по формуле (14) равен
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 EMBED Equation.3  [image: image121.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image122.wmf]
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Ответ: V=
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      Пример 8 . Найти   массу тела, ограниченного поверхностями x=0, y=0, z=0, x+y+z=1, если задана его плотность γ(x, y, z)=
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 Сделать чертеж данного тела и его проекции в плоскость Oxy.

      Решение: Заданное тело ограничено координатными плоскостями и наклонной плоскостью (см. рис. 12)

                       Массу тела вычислим по формуле (15):
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Рис.12

Ответ: m
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(
     Пример 9. Найти массу тела с плотностью γ(x, y, z)=x2+y2, ограниченного поверхностями z=
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 , z=2-x2-y2 . Сделать чертеж тела и его проекции в плоскость Oxy.

      Решение: Заданное тело ограничено поверхностями конуса z=
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 и параболоида z=2-x2-y2. Проекцией тела в плоскость Oxy является круг, ограниченный окружностью x2+y2=1.

      Ограничивающие тело поверхности имеют простые уравнения в  цилиндрической системе координат (8): конус z=ρ, параболоид z=2-ρ2. Массу тела вычислим по формуле (15); записав функцию плотности в цилиндрических координатах: γ=ρ2. Тогда 
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СВЕДЕНИЯ  ИЗ  ТЕОРИИ
Криволинейные  интегралы
Криволинейным интегралом  I рода называется
                                   t2                                                                                                          
   ( f(x,y,z) dl = ( f[x(t),y(t),z(t)]  ( xt(2 +yt(2+zt(2  dt





   Г

     t1


где  f(x,y,z) - непрерывная функция на гладкой кривой Г : x = x(t) , y = y(t) ,

z = z(t) , dl - дифференциал дуги .

Криволинейный интеграл  I рода не зависит от направления интегрирования .


Приложения криволинейного интеграла I рода

- длина дуги  L = ( dl ;











         Г





               


 - масса кривой  m = ( ( dl , где (  - линейная плотность ;





             Г









 - статические  моменты  кривой  My0z =( (x dl  ,  Mx0z =( (y dl  , Mx0y =( (z dl ; 




                Г

                 Г

            Г

- координаты центра масс кривой  xc=

,  yc=

, zc=

   .







      

- момент инерции кривой  Iy0z = ( (x2 dl , Ix0z = ( (y2 dl , Ix0y = ( (z2 dl ,






    Г

            Г

      Г

Ix = Ix0y +Ix0z , Iy = Ix0y +Iy0z , Iz = Ix0z +Iy0z , Io = Ix0y +Ix0z +Iy0z  .


Криволинейный интеграл 2-го рода :






       t2
 ( P(x,y,z) dx + Q(x,y,z) dy + R(x,y,z) dz = ( {P[ x(t) , y(t) , z(t) ] x’(t) +

Г+





          t1

 + Q[ x(t) , y(t) , z(t) ] y’(t)  + R[ x(t) , y(t) , z(t) ] z’(t) } dt  ,

     

где функция P(x,y,z) , Q(x,y,z) , R(x,y,z) непрерывна на кривой  Г. Г+ означает

выбор направления интегрирования . При изменении направления интегрирования интеграл изменяет знак на противоположный .

Работа силы  (F = Pi  +Qj   + Rk    вдоль дуги  АВ



     A = ( P dx + Q dy + R dz  .




AB



        


Формула Грина :   

P dx + Q dy = 



 EMBED Equation.2  
 dx dy , где  Г- простой

замкнутый кусочно-гладкий контур, ограничивающий конечную односвязную область D , пробегаемый так, что область D остается слева, функции P(x,y) и 

Q(x,y) непрерывны вместе со своими частными производными      

(Q      (P        

          (x   ,   (y ,  (x,y) ( D .


      Применение формулы Грина :

  1) Площадь плоской фигуры  S = 

x dy - y dx
  2) Условие независимости интеграла II рода от пути интегрирования





 .



               Поверхностные  интегралы


Поверхностный интеграл I рода :  ((((((
 (( f(x,y,z) d( = (( f[ x(u,v), y(u,v), z(u,v)] (EG - F2
du dv  ,

·                            D
где ( - кусочногладкая двусторонняя поверхность ;
D - отображение ( на u0v ;

f(x,y,z) - непрерывная функция на ( ;
  

   ;      

;  

 .


В частном случае , если уравнение поверхности ( имеет вид z = z(x,y) , (x,y) ( D , где  z(x,y) - однозначная непрерывно дифференцируемая поверхность , то

     

f(x,y,z) d( = 

f[x,y,z(x,y)]  

.

Такой интеграл не зависит от выбора стороны поверхности  ( .


Применение поверхностных интегралов I рода :

 - площадь поверхности  S = (( d( ;





         (
- масса поверхности  m = (( ( d(  , где ( - поверхностная плотность ;




   (
- статические моменты My0z = (( (x d( , Mx0z = (( (y d( , Mx0y = (( (z d( ;

(

            (

        (
- координаты центра масс    xc=

,  yc=

, zc=

;








     

- момент инерции Ix0y = (( (z2 d( , Ix0z = (( (y2 d( , Iy0z = (( (x2 d( ;






 (

         ( 


    (



 Ix = Ix0y + Ix0z , Iy = Ix0y + Iy0z , Iz = Ix0z + Iy0z , Io = Ix0y + Ix0y + Iy0z  .


Поверхностный интеграл II рода выражается через поверхностный интеграл I рода  (( P dy dz + Q dz dx + R dx dy = (( (Pcos( + Qcos( + Rcos() d( ,



       (+



         (




 где   (+   -  сторона гладкой двусторонней поверхности, характеризуемая    
                   направлением нормали  (n = {cos( , cos( , cos(}
 ,

P, Q, R    -  функции от x, y, z , непрерывные на поверхности  ( .

При переходе к другой стороне (( поверхности ( интеграл меняет свой знак на противоположный .

Теория     поля

Градиент скалярного поля  u(x,y,z) есть вектор - функция 



grad u =  



 EMBED Equation.2  
  + 



 EMBED Equation.2  
  + 

 

.

Производная скалярного поля  u (M) по направлению вектора 

   в    точке М           



  = ( grad u , 

 )  ,

где  

= {cos(, cos(, cos( } - единичный вектор .


Потоком векторного поля 

 = P

  + Q

  + R

   через выбранную сторону поверхности  (+ называется поверхностный интеграл второго рода      



П

 = (( (

,

 ) d(  ,


  (+
 (+









 где 

 - поле единичных нормалей на выбранной стороне поверхности .


Циркуляция векторного поля 

 вдоль кривой Г называется криволинейный интеграл I рода





Цг 

= ( (

, d

 )
,



(+
 где  d

 = dx  

+ dy

+ dz

,


Теорема  Остроградского - Гаусса :

      

     

(

,

 ) d(  = 

div

 dV  , где div

 =


 ,
                                                                                                                            (+ - граница ограниченной области ( .





 

Теорема Стокса .

             

(

, d

) = 

(rot

,

) d(  ,






                                         


    

    

   


где  rot 

=     (      (       (       .









     (x
  (y    (z










    P      Q     R








 Г - кусочно-гладкий контур, ограничивающий гладкую ориентированную поверхность ( .

Г+ и (+  означает согласование направления обхода контура с ориентацией поверхности ; если необходимо находится на выбранной стороне поверхности, то при обходе контура Г он оставляет поверхность слева от себя.


Векторное поле 

(M) называется потенциальным в области ( , если его можно представить в этой области как градиент некоторого скалярного поля 
u(M) : 

(M) = grad u(M) . Циркуляция потенциального поля вдоль любого замкнутого   контура   равна   нулю .  Потенциальное   поле  

 (M)   является     

безвихревым, то есть  rot 

= 

 .


Векторное поле

(M) называется соленоидальным в некоторой области, если в этой области div

 = 0. Поток соленоидального поля через такую замкнутую поверхность, расположенную в объемно односвязной области, равен нулю.

Криволинейные интегралы.

Задача 1. 


Вычислить криволинейный интеграл  ((x-xy+5y) dl , где Г - контур          








   Г
треугольника с вершинами О(0,0) , А(0,75 ; 5,25) , B(5,25 ; 0,75).

Решение. Замкнутая линия интегрирования ОАВО  состоит из трех отрезков, которые лежат на различных прямых. Следовательно, по свойству аддитивности криволинейных интегралов имеем : 

.

Для составления уравнений отрезков используем уравнение прямой, проходящей через две точки M1(x1,y1) и M2(x2,y2) : 

 

А криволинейный интеграл преобразуем в определенный по переменной  х  по формуле

 

f(x,y) dl = 

 f(x, ((x)) 

dx, где кривая  Г : y = ((x) , a ( x ( b .
 а) Отрезок  ОА определяется уравнением   y = 7x ,  0 ( x ( 3/4

Тогда  dl =

dx = 5

dx и 

(x-xy+5y) dl = 

(x-7x2+35x)5

dx =

= 5

 

(

 ;
б) Отрезок  АВ определяется уравнением  y = - x + 6 ,  3/4 ( x ( 21/4 .

Тогда dl =

dx =

dx  и

(x-xy+5y)dl =

(x-x(-x+6)+5(-x+6)) dx =



(


 ;




в) 

(x-xy+5y) dl = 

(x-xy+5y) dl . 

  
Отрезок ОВ определяется уравнением  y = 

x ,  0 ( x ( 

 .

Тогда  dl =

 dx = 

dx      и     

( x - xy + 5y ) dl = 



(

 .               

Следовательно ,   

(x-xy+5y) dl = 

(            ( 149,531.

Задача 2.  Вычислить криволинейный интеграл         

dl     ,  где 

Г - дуга эллипса   


 Решение.  Так как кривая задана параметрически  

     , ( ( t ( ( , то 
воспользуемся формулой




f(x,y) dl = 

f[((t), ((t)] 

dt




 EMBED Equation.2  
 





 EMBED Equation.2  
(

.
 

Задача 3.  Вычислить криволинейный интеграл 

(8x2+2xy-2) dx +(5y2+3x) dy ,

где  Г - дуга параболы







y = 6x2  от точки  О(0,0)  до точки  А(1,6)

Решение.  Так как  y = ((x) = 6x2 , y( = 12x  и при движении из точки  О(0,0)

в точку  А   x  меняется от  0 до 1, то по формуле





xB

( P(x,y) dx + Q(x,y) dy = ((P(x, ((x))+Q(x, ((x))(((x) dx

         ГAB


              xA

имеем



(8x2+2xy-2) dx + (5y2+3x) dy =

(8x2+2x(6x2-2+(5(36x4+3x)12x) dx =



(

(          ( 375,667.

Задача 4.  Вычислить криволинейный интеграл



= [3y2+cos(x+y2)] dx  +  [6x2+2y cos(x+y2)] dy   ,   где   Г  -  контур

треугольника  АВС  с вершинами  А(7;0), В(7;7), С(0;7), пробегаемый в положительном направлении.

Решение. Применяя формулу Грина 

P(x,y)dx +Q(x,y)dy =

dx dy
и учитывая, что  P(x,y) = 3y2+cos(x+y2), Q(x,y) = 6x2+2y cos(x+y2) ; 




= 12x - 2y sin(x+y2) , 

= 6y - 2y sin(x+y2) ;

получим


[3y2+cos(x+y2)] dx + [6x2+2y cos(x+y2)] dy =

(12x -  6y) dx dy = 



(

(



= 686 .








Задача 5.  Вычислить криволинейный интеграл 




(ex siny - 5y + 5y2 + 2x) dx + (ex cosy - 5 + 3x) dy ,  где  Г - верхняя

полуокружность  x2 + y2 = 2x , пробегаемая от точки  А(2;0) до точки О(0;0).

Решение.  Дополним кривую интегрирования  Г до замкнутого контура L отрезком ОА оси ОХ.

Тогда получим                  

 

Так как отрезок ОА  задается уравнением  y = 0,  0 ( x ( 2 , то dy = 0  и



(ex siny-5y+5y2+2x) dx + (ex cosy-5+3x) dy = 

2x dx = x2 (

  = 4 .

Введем обозначения :  

  P = ex siny - 5y + 5y2 + 2x  ;  Q = ex cosy - 5 + 3x .

Так как  

= ex cosy -5 +10y , 

= ex cosy + 3 ,  то  по  формуле  Грина 
находим


  

    

 P dx +Q dy =

dx dy =

(8 - 10y) dx dy ,  

где область D - верхняя половина круга радиуса 1 .

 
Поэтому 

(8 -10y)dx dy = 8

dx dy - 10 

y dy dx = 8SD - 10

= 



(

(

.


Тогда 

(exsiny-5y+5y2+2x)dx + (excosy-5+3x)dy = 4( - 

 - 4 = 4

(    ( -30,1 .

Задача 6.  В каждой точке М эллипса   

      ,  0 ( t ( 2(  , приложена сила 

 , равная по величине расстоянию от точки М до центра эллипса и направленная к центру эллипса.

Требуется найти работу силы 

 , если точка обходит весь эллипс.

Решение.  Сила  

= P(x,y)

 + Q(x,y)

 , приложенная в точке М(x,y) эллипса, определяется формулой 

 = -x(i  - y(j  ,  то есть P(x,y) =-x, Q(x,y) =-y .

Согласно формуле  A = 

P(x,y) dx + Q(x,y) dy  имеем : A =

(-x) dx - y dy  .
 

Так как   

 во  всех  точках  плоскости   x0y,  то  криволинейный 
 интеграл   

(-x) dx - y dy   равен  нулю  по любому  замкнутому контуру L.
 

В частности,     А = 

(-x) dx - y dy = 0  .

Поверхностные  интегралы
 Задача 1.  Вычислить поверхностный интеграл первого рода

        

(-x2+5y2-z2+4)d( , 
                                         (((((  

где ( - часть конуса y=(x2+z2 , лежащие между                                      

                      плоскостями y=3 , y=5

  Решение .
 Перейдем к цилиндрической системе координат 

                     z=( cos (   ;   x=( sin  (   ;   y=y , 
  в которой конус имеет уравнение  y=( ,                                                             

  а элемент поверхности  d ( =

=
 

                                                                           
Проекцией поверхности в плоскость Oxz является часть плоскости DXZ,  заключенная между окружностями  x2+y2=9 и x2+y2=25   или в полярных координатах  (=3 и  (=5

Перейдем от поверхностного интеграла к двойному по области DXZ , записывая  подынтегральную функцию с учетом уравнения поверхности  : 5у2-(x2+z2 )+4 = 5(x2 +z2) - (x2 +z2 )+4 = 4(x2 +z2 +1) , 

тогда 

     (_                 2(        5             __

(((-x2+5y2-z2+4) d( = ((4(x2+z2+1) ( 2  dx dy  =4 ( d( (((2+1) ( 2 (d(=

(                               Dxz                                                         0          3



Задача 2 .

         Для части сферы x2+y2+z2=9, вырезаемой конусом  x2+y2=z2 ,z(0 , с поверхностной плотностью (=4z+6 найти момент инерции относительно плоскости Оху .

Решение .
Найдем уравнение линии L пересечения сферы и конуса :

 

(

  , 
тогда линия  L - окружность  x2+y2 = 

 лежащая в плоскости z =

 >0

Рассматриваемая поверхность  ( проектируется в плоскость Оxy 

в область Dxy ( круг с центром в начале координат и радиусом  

.
Момент инерции поверхности относительно плоскости Оху определяется по формуле : 

IxOy=((z2((x,y,z) d(
         (
Для поверхности сферы 
 


Поверхностная плотность ( может быть выражена через х и у :

(=4

 +6 

IxOy=

(9-x2-y2 )( 4 

 +6) 


Получившийся двойной интеграл удобно вычислить в полярной системе координат x=( cos ( ,y= ( sin ( ,x2+y2=(2 ,причем для 

                                     __

области Dxy 0 ( ( ( 3/( 2   , 0 ( ( ( 2( 

Ix0y  = 

 d( 

(9-(2)

=                                           =2(

[4(9-(2)+6

](d(=6([4

+6(-1/2)

] 

    =       
                                             __                                                    __         __
= 6([4( 81/4 - 9/2( 2   )- 2(9-9/2) 3/2+2(93/2 ]=6([81-9( 2  -27/( 2  +54) (
( 1943,9 (кг(м2)

 Задача 3.

        Вычислить поверхностный интеграл второго рода

(((3+5у-3z)dydz+(4+z-x)dzdx+(2+2x-7y)dxdy  ,

(
где (- внешняя сторона части конуса z2=x2+y2 , z(0 , лежащeй внутри цилиндра x2+y2=25.
Решение.
Заданный поверхностный интеграл можно представить как сумму двойных интегралов в соответствии с выражениями 

      ((Р(y,z)dy dz + Q(x,z)dz dx + R(x,y)dx dy =

          (
      =(((P(y,z)dy dz  ( ((Q(x,z)dz dx  ( ((R(x,y)dx dy ,     (a)

          Dyz                                Dxz                                Dxy
где Dyz , Dxz , Dxy - проекции поверхности ( в соответствующие 

координатные плоскости , а знак перед тем или иным двойным интегралом определяется знаком косинуса угла между внешней нормалью 

 к поверхности ( и соответствующим ортом .

Поскольку ( - часть поверхности конуса , а плоскости Охz и Oyz являются плоскостями симметрии конуса , то в нашей задаче , когда Р не зависит от x , Q не зависит от y , двойные интегралы

((P(y,z)dy dz  и  ((Q(x,z)dz dx  войдут в (а) дважды , но с разными  
Dyz                                  Dxz                          
знаками для каждой из симметричных частей конуса , что в сумме даст ноль .

Проекцией поверхности ( в плоскость Оху является круг      x2+y2( 25, а угол между нормалью 

 к внешней поверхности конуса и ортом 

 оси Оz тупой . Поэтому заданный поверхностный интеграл второго рода сводится к вычислению одного двойного интеграла :

(((3+5у-3z)dy dz +(4+z-x)dz dx +(2+2x-7y)dx dy =

(                                               2(        5
=-(((2+2x-7y)dx dy=-(d( ((2+2( сos( - 7( sin( )(d(=

   Dху                                        0        0
  

 

Интеграл вычисляется с помощью перехода к полярной системе координат .
ТЕОРИЯ ПОЛЯ
Задача 1.   

            Найти производную скалярного поля 

            u(x,y,z)=-x3+2x2y+4xy2+3y3+5y2z-2yz2+z3+z2x+3zx2 

в точке М(3,0,5) по направлению вектора 

 , если вектор 

образует

с координатными осями острые углы , (=(/3 , (=(/4   

Решение . 

Производная скалярного поля u(x,y,z) по направлению вектора 

определяется соотношение : 



- частные
производные функции u(x,y,z)  , cos( , cos( , cos( - направляющие косинусы вектора 

 .

Найдем частные производные функции поля u(x,y,z) и вычислим их значения в заданной точке М(3,0,5) : 



= - 3x2 + 4xy + 4y2 + z2 + 6zx , 

 (M = - 3(32 + 4(3(0 + 4(02 + 52 + 6(5(3=88 ;



 =2x2 + 8xy + 9y2 + 10yz - 2z2 , 

(M =2(32 + 8(3(0 + 9(0 + 10(0(5-2(52= - 32 ;


 = 5y2 - 4yz + 3z2 + 2zx + 3x2, 

 (M = 5(0 - 4(0(5 + 3(52 + 2(5(3 + 3(32 =132 .
Направляющие косинусы вектора 

 по условию равны :
cos( = cos 

 = 

 , cos( = cos 

 = 

 ,

             ______________     ___________

cos( = ( 1- cos2( - cos2( = ( 1- 0,25 - 0,5 = 0,5

Тогда значение производной скалярного поля u(x,y,z) по направлению вектора 

 в точке М равно : 


(

  = 88( 

 =110 - 16

( 87,37 .
Задача 2.

             Найти наибольшую скорость возрастания скалярного поля

u(x,y,z)=ln(7x2+2y2+5z2 ) в точке М(6,8,4) .

Решение .

Наибольшая скорость V возрастания скалярного поля u(x,y,z) в заданной точке равна значению модуля градиента функции u(x,y,z) в этой точке :
           ___
V = ( grad u  (








Градиент скалярной функции 

=





V =


В точке М(6,8,4) градиент функции u(x,y,z) имеет следующие составляющие :



 ;


 ;


 .

Тогда

V=

.
 Задача  3.

Найти векторные линии в векторном поле  

= (8x+2z)

+(-9x-8z)


Решение .

Уравнение векторных линий плоского поля , составляющая которого вдоль оси Оу равна нулю (аy = 0 ) , имеет вид :




а в таком случае 



что сводится к однородному дифференциальному уравнению первого порядка




Выполним подстановку



 = u(x)  , 

 = u(x+u ,

u(x+u = 

 , откуда  u(x = 

 ,
и после разделения переменных 



du = - 

 .
Интегрируя , получаем 






= 


Выполним обратную подстановку     



          


или 

2z2+16zx+9x2 = C2  - уравнение кривой второго порядка , являющейся векторной линией заданного поля .

Задача 4.
Найти поток векторного поля  

=30x

 + 30y

 + 15

  

через часть поверхности 

(:     z = 4-x2 - у2  , расположенную в I - ом октанте .

Решение .
Поверхность ( - часть поверхности параболоида , расположенная в первом октанте .

Единичный вектор нормали к поверхности ( найдем через градиент функции 

Ф(x,y,z)=z+x2+y2-4



Элемент поверхности ( , заданной уравнением z=f(x,y) , найдем по известной формуле  

d ( =

dx dy =

 dxdy ,

тогда               

           ________
d( =  (1+4x2 +4y2  dxdy .
Вычисление поверхностного интеграла второго рода сводится к вычислению двойного интеграла по области Dxy , которая является проекцией поверхности ( в плоскости Оху (см. рис. 2):



=((

dxdy
        Dху
Вычислим скалярное произведение векторов    

:



=a1n1+a2n2+a3n3  =

 

Тогда




= 

 15

(

dx dy = 15 

(1+4(x2+y2))dxdy= 

        (/2      2





   2
= 15( d( ((1+4(2)( d( = 15((/2 ((2/2 + 4(4/4)(= 15((/2(2+16) = 135( = 423,9 .

       0         0





   0

 Задача 5.


Найти поток векторного поля 

 = (-x+sinz) 

+ (x2z+3y) 

+ (z+cosy) 


через замкнутую поверхность  ( :

 

Решение.







      ((((((

Найдем уравнение линии пересечения конуса z =  ( x2 + y2   и 

параболоида   z = 2 - x2 - y2  :







Поток векторного поля через замкнутую поверхность определим по 

теореме Остроградского - Гаусса.

Найдем дивергенцию векторного поля  

:


div

 =

  +  

 +  

  = -1 +3 +1 = 3 . 



= 

(

) = 

 3 d( = 3 

d( = 3(  ,

    где  ( - объем тела, ограниченного замкнутой поверхностью  ( .


Вычислим  ( , переходя к цилиндрической системе координат :

x = ( cos( , y = ( sin( , z = z , d( = ( d( d( dz .

Уравнение конуса в этой системе координат имеет вид z = ( , уравнение параболоида z = 2 - (2 . Проекция тела в плоскость 0xy - круг ( ( 1. Тогда

( = 

 d( 

( d( 

 dz = 

 d( 

(2-(2-()( d( = 2((

)

  =

= 2((

- 

 -

) =3( 

( 2( =  5


Поток  


Задача 6.

Найти работу силы 

 = (sinx+7y)

 + (7x+cosy)

 при перемещении от точки О(0,0) до точки М1(3,18) по дуге линии L : y = 2x2 .

Решение .

Работа силы 

 при перемещении точки по линии L  определяется как криволинейный интеграл  II рода :

А = ( (

,d

)  ,


      L
где 

 = Fx

 +Fy

 -  заданная сила, d

 =dx

 + dy

.

Тогда    A = ( Fxdx + Fydy = ((sinx +7y)dx + (7x+cosy)dy .



L

       L
Найдем связь между дифференциалами переменных  х и у на линии L :


y = 2x2 , dy = 4x dx , тогда

       xM1




         3
А = ([(sinx + 7(2x2)+(7x+cos2x2)4x]dx = ((sinx +42x2 +4x cos2x2)dx =

       x0




    0

     3

     3                 3



     3

 3
          3

= (sinx dx + 42(x2 dx + (cos2x2 d(2x2) = - cosx( +  42x3/3( + sin2x2(=

   0

    0                 0                             

     0                      0                    0

= - cos3 +1 + 14(27 + sin18 = 378 - cos3 + sin18 ( 379 .

Задача 7.

Найти циркуляцию векторного поля




= (x-z)

 + (-y+z) 

 + (-x-y)


      

по  замкнутому контуру  L : 

 

Решение.


Циркуляция определяется как криволинейный интеграл второго рода :



Ц = 

 ax dx + ay dy + az dz .



       L

на линии  L     x = 6 cost, dx = -6 sint dt ,



    y = 6 sint, dy = 6 cost dt ,



    z = 1-cost, dz = sint dt ,         0 ( t ( 2(
тогда        2(

Ц = ( [(6cost -1+cost)(-6sint)+(-6sint+1 -cost)(6cost)+(-6cost-6sint)sint] dt = 


       0

     2( 







    2(
= ( (-84 sint cost - 6cos2t - 6sin2t+6sint+6cost) dt = -6((7sin2t+1+sint+cost) dt =

    0







    0






 2(
= -6(-7(1/2(cos2t + t -cost +sint)(  = -6(2( = -12( ( -37,68 .






 0

Задача 8.


Найти модуль циркуляции векторного поля                                                                                                         

= x(24y +5z) 

 + y(24z +5x) 

 + z(24x +5y) 

      

по     замкнутому     контуру     L :  

      ,         

воспользовавшись теоремой Стокса 

Решение .
В данной задаче  ( - часть плоскости  z = 5, ограниченная окружностью

x2 + y2 = 2y (контуром L) . При выбранном направлении обхода контура L,

единичная нормаль к  ( 

, a  d( = dxdy.

Для заданного поля 



rot

= (5z -24y)

 + (5x -24z)

 + (5y -24x)


          rot 

(

  = 5y - 24x .


Ц = (( (5y -24x) dxdy


       (
Переходя к цилиндрическим координатам, имеем 


       (      2sin(

Ц = ( d( ((5( sin( -24( cos( )( d( ,


       0      0    

т.к. окружность x2 + y2 = 2y  в цилиндрических координатах имеет уравнение


( = 2sin( ,  0 ( ( ( ( .

       (




         2sin(
   (


Ц = ( [5/3 (3 sin( - 24 (1/3 ((3 cos(](     d(  = ([5/3 (8sin4( - 8(8sin3( cos(] d( = 

       0




           0
                  0

= 

d( - 64 

 sin3 d(sin() = 

(1- 2cos2( +cos22() d(  -

- 64

= 

(1 -2cos2( +

) d( = 

= 

(  

 ( -  2( 

  sin2(  +  

 ( 

  sin2( ) 

= 5( ( 15,7 .

Задача 9 .


Найти ротор и дивергенцию векторного поля





= z2

 + 3z2 

+ (2xz +6yz +12z2)

     в точке  М0(3,4,7) .


Является ли данное поле потенциальным или соленоидальным ?

Решение .

Дивергенция векторного поля

div

=

  +  

 +  

  = 0 + 0 + 2x + 6y + 24z .

В точке М0(3,4,7)

div 

= 2(3 + 6(4 + 24(7 = 198 .


Ротор векторного поля

rot

  =

  + 

 +  

=

= (6z - 6z)

 + (2z - 2z)

 + (0 - 0)

 = 


в любой точке и в точке  М0 .


Данное векторное поле является потенциальным, т.к.  rot

 = 0 .
Библиографический список.

Основная литература

1. Вентцель Е. С. Теория вероятностей: Учебник для вузов/Е.С.Вентцель.-7-е изд., стер.-М.:Высш.шк.,2001.-575c.:ил. 

2. Гмурман  В. Е. Теория вероятностей и математическая статистика:Учеб.пособие для вузов/В.Е.Гмурман.-9-е изд.,стер.-М.: Высш.шк.,2003.-479с.:ил. 

3. Гусак А.А. Аналитическая геометрия и линейная алгебра:Справ.пособие к решению задач/ А. А.Гусак.-2-е изд.,стер.-Минск: ТетраСистемс,2001.-288с.:ил.

4. Кузнецов Л.А. Сборник заданий по высшей математике (типовые расчеты): Учебное пособие / Л.А.Кузнецов. – 7-е изд., перераб. – М.: Высш.шк. – 2004. – 175 с.

5. Пискунов Н. С. Дифференциальное и интегральное исчисления: Учебник  для втузов:В 2 т./Н.С.Пискунов.-Изд.стер.-М.: Интеграл-Пресс.-Т.1.-2001.-416с.

7. Пискунов  Н. С. Дифференциальное и интегральное  исчисления: Учебник  для втузов:В 2 т./Н.С.Пискунов.-Изд.стер.-М.: Интеграл-Пресс.-Т.2.-2001.-544с.

Дополнительная литература

1. Гусак А.А. Теория вероятностей: Справ.Г 96 пособие к решению задач/А.А.Гусак,Е.А. Бричикова.- 3- е изд.,стер.-Минск:Тетра-Системс,2002.-288с.:ил. 

2. Данко П.Е. Высшая математика в упражнениях и задачах. В 2 т.: Учеб.пособие. / П.Е.Данко, А.Г.Попов, Т.Я.Кожевникова – 6-е изд., перераб. и доп. – М.: Высш.шк. – Т.1 – 2004. – 304 с.

3. Данко П.Е. Высшая математика в упражнениях и задачах. В 2 т.: Учеб.пособие. / П.Е.Данко, А.Г.Попов, Т.Я.Кожевникова – 6-е изд., перераб. и доп. – М.: Высш.шк. – Т.2 – 2004. – 415 с.

4. Кадомцев С.Б. Аналитическая геометрия и  линейная  алгебра: Учеб. пособие для вузов/ С.Б.Кадомцев.-М.:Физматлит,2001.- 160с.:ил.

5. Кремер  Н. Ш.  Теория вероятностей и К 795 математическая  статистика: Учебник для вузов/Н.Ш.Кремер.-2-е изд.,перераб.и доп.-М.:Юнити-Дана,2004.-573с.:ил.

6. Кузнецов Л.А. Сборник заданий по высшей математике (типовые расчеты): Учебное пособие / Л.А.Кузнецов. – 7-е изд., перераб. – М.: Высш.шк. – 2004. – 175 с.

10. Пискунов Н. С. Дифференциальное и интегральное исчисления: Учебник  для втузов:В 2 т./Н.С.Пискунов.-Изд.стер.-М.: Интеграл-Пресс.-Т.1.-2001.-416с.

11. Пискунов  Н. С. Дифференциальное и интегральное  исчисления: Учебник  для втузов:В 2 т./Н.С.Пискунов.-Изд.стер.-М.: Интеграл-Пресс.-Т.2.-2001.-544с.      



































y























x





y





0











1





0





(=4cos(





(=6cos(





D





y=(3 x





y





x





y=(1(x)





y=(2(x)








в





a














D











y





z





(





(





y





x





z





r





(





M





z





0





y





x=2(2y





x=12(2y





1/2





1/2





D





z+y=1/2





1/2





0





12





2





x





y





x





3/2(3





x2+y2=27/4





0





D





9/2z=x2+y2





z=(9-x2+y2





r





V





3





3





3





z





y





x





y





x





3(3





x2+y2=27





0





D





z=(36-x2-y2











3





6





6





z





y





x





z=(x2+y2/3





y





z0





(





D





x





0





R0





0





0





1





1





y





x





x+y+z=1





D





D





1





1





z





y





x





1





V










































































_989056071.unknown

_992367833.unknown

_992434152.unknown

_992435599.unknown

_994066769.unknown

_1364058368.unknown

_1364059075.unknown

_1364060453.unknown

_1364060475.unknown

_1364060158.unknown

_1364058396.unknown

_994067370.unknown

_994600573.unknown

_1364058338.unknown

_994067898.unknown

_994068015.unknown

_994067851.unknown

_994067260.unknown

_994067275.unknown

_994067039.unknown

_992437937.unknown

_992438052.unknown

_994066202.unknown

_992437949.unknown

_992436391.unknown

_992436641.unknown

_992435869.unknown

_992434458.unknown

_992434632.unknown

_992435203.unknown

_992435396.unknown

_992434745.unknown

_992434665.unknown

_992434537.unknown

_992434584.unknown

_992434491.unknown

_992434295.unknown

_992434351.unknown

_992434382.unknown

_992434318.unknown

_992434208.unknown

_992434259.unknown

_992434179.unknown

_992375740.unknown

_992433853.unknown

_992433938.unknown

_992434032.unknown

_992434090.unknown

_992433998.unknown

_992433864.unknown

_992377073.unknown

_992377237.unknown

_992377933.unknown

_992377129.unknown

_992376184.unknown

_992376735.unknown

_992376138.unknown

_992369379.unknown

_992369862.unknown

_992375043.unknown

_992375301.unknown

_992369888.unknown

_992369628.unknown

_992369672.unknown

_992369562.unknown

_992368751.unknown

_992368985.unknown

_992369315.unknown

_992368796.unknown

_992368685.unknown

_992368716.unknown

_992368600.unknown

_989526059.unknown

_989527707.unknown

_992366463.unknown

_992367578.unknown

_992367769.unknown

_992367807.unknown

_992367602.unknown

_992367464.unknown

_992367506.unknown

_992367368.unknown

_992365696.unknown

_992365931.unknown

_992366439.unknown

_992365860.unknown

_989528620.unknown

_992365379.unknown

_992365612.unknown

_989528621.unknown

_989528016.unknown

_989526648.unknown

_989527287.unknown

_989527350.unknown

_989527435.unknown

_989527315.unknown

_989526744.unknown

_989527200.unknown

_989526665.unknown

_989526181.unknown

_989526393.unknown

_989526539.unknown

_989526327.unknown

_989526087.unknown

_989526175.unknown

_989526075.unknown

_989506998.unknown

_989508246.unknown

_989509210.unknown

_989509522.unknown

_989509877.unknown

_989509945.unknown

_989510035.unknown

_989510057.unknown

_989526026.unknown

_989510046.unknown

_989509970.unknown

_989510004.unknown

_989509915.unknown

_989509931.unknown

_989509906.unknown

_989509740.unknown

_989509843.unknown

_989509865.unknown

_989509822.unknown

_989509832.unknown

_989509780.unknown

_989509648.unknown

_989509719.unknown

_989509534.unknown

_989509364.unknown

_989509445.unknown

_989509496.unknown

_989509512.unknown

_989509466.unknown

_989509419.unknown

_989509436.unknown

_989509393.unknown

_989509319.unknown

_989509339.unknown

_989509352.unknown

_989509327.unknown

_989509278.unknown

_989509294.unknown

_989509262.unknown

_989508997.unknown

_989509119.unknown

_989509158.unknown

_989509189.unknown

_989509138.unknown

_989509048.unknown

_989509083.unknown

_989509043.unknown

_989508719.unknown

_989508913.unknown

_989508982.unknown

_989508751.unknown

_989508806.unknown

_989508511.unknown

_989508616.unknown

_989508335.unknown

_989507870.unknown

_989507967.unknown

_989508094.unknown

_989508198.unknown

_989508232.unknown

_989508051.unknown

_989507903.unknown

_989507919.unknown

_989507884.unknown

_989507626.unknown

_989507675.unknown

_989507798.unknown

_989507645.unknown

_989507218.unknown

_989507381.unknown

_989507214.unknown

_989064404.unknown

_989071129.unknown

_989071950.unknown

_989072327.unknown

_989072411.unknown

_989072666.unknown

_989506879.unknown

_989506906.unknown

_989506777.unknown

_989072720.unknown

_989072548.unknown

_989072581.unknown

_989072546.unknown

_989072547.unknown

_989072430.unknown

_989072371.unknown

_989072390.unknown

_989072350.unknown

_989072177.unknown

_989072241.unknown

_989072053.unknown

_989071389.unknown

_989071776.unknown

_989071886.unknown

_989071618.unknown

_989071192.unknown

_989071277.unknown

_989071313.unknown

_989071186.unknown

_989065154.unknown

_989066352.unknown

_989066737.unknown

_989066885.unknown

_989066516.unknown

_989065723.unknown

_989066222.unknown

_989065184.unknown

_989064689.unknown

_989064863.unknown

_989065120.unknown

_989064785.unknown

_989064569.unknown

_989064622.unknown

_989064442.unknown

_989057343.unknown

_989057605.unknown

_989063970.unknown

_989064116.unknown

_989063885.unknown

_989057397.unknown

_989057414.unknown

_989057533.unknown

_989057371.unknown

_989057132.unknown

_989057197.unknown

_989057222.unknown

_989057169.unknown

_989057048.unknown

_989057103.unknown

_989056771.unknown

_958915673.unknown

_987634473.unknown

_989050858.unknown

_989054438.unknown

_989055630.unknown

_989055743.unknown

_989055803.unknown

_989055710.unknown

_989055316.unknown

_989055399.unknown

_989055513.unknown

_989055187.unknown

_989053162.unknown

_989054170.unknown

_989054317.unknown

_989053833.unknown

_989051203.unknown

_989051383.unknown

_989050930.unknown

_988403009.unknown

_988403429.unknown

_988403890.unknown

_989050727.unknown

_988403639.unknown

_988403134.unknown

_988403175.unknown

_988403033.unknown

_988401991.unknown

_988402685.unknown

_988402883.unknown

_988402226.unknown

_988401495.unknown

_988401971.unknown

_988056548.unknown

_958916094.unknown

_987632646.unknown

_987634001.unknown

_987634199.unknown

_987634386.unknown

_987634080.unknown

_987633483.unknown

_987633953.unknown

_987632804.unknown

_958921260.unknown

_987533549.unknown

_987533582.unknown

_987632599.unknown

_987533575.unknown

_987532859.unknown

_987533211.unknown

_958921753.unknown

_987532368.unknown

_958921424.unknown

_958920393.unknown

_958920731.unknown

_958920792.unknown

_958920485.unknown

_958918571.unknown

_958920360.unknown

_958918552.unknown

_958915877.unknown

_958916041.unknown

_958916058.unknown

_958916088.unknown

_958916046.unknown

_958915988.unknown

_958916033.unknown

_958915913.unknown

_958915766.unknown

_958915853.unknown

_958915866.unknown

_958915797.unknown

_958915693.unknown

_958915712.unknown

_958915726.unknown

_958915725.unknown

_958915702.unknown

_958915687.unknown

_957430156.unknown

_958148176.unknown

_958915363.unknown

_958915538.unknown

_958915594.unknown

_958915633.unknown

_958915651.unknown

_958915672.unknown

_958915615.unknown

_958915563.unknown

_958915569.unknown

_958915554.unknown

_958915442.unknown

_958915516.unknown

_958915528.unknown

_958915490.unknown

_958915496.unknown

_958915476.unknown

_958915386.unknown

_958915433.unknown

_958915374.unknown

_958148851.unknown

_958914812.unknown

_958915303.unknown

_958915331.unknown

_958915273.unknown

_958915204.unknown

_958149468.unknown

_958149603.unknown

_958149636.unknown

_958149760.unknown

_958149779.unknown

_958149647.unknown

_958149623.unknown

_958149482.unknown

_958149441.unknown

_958149450.unknown

_958148874.unknown

_958148709.unknown

_958148741.unknown

_958148832.unknown

_958148736.unknown

_958148540.unknown

_958148555.unknown

_958148403.unknown

_958148497.unknown

_958148230.unknown

_957431466.unknown

_957432248.unknown

_958148091.unknown

_958148134.unknown

_958148142.unknown

_958148108.unknown

_958147195.unknown

_958147623.unknown

_958147876.unknown

_958147685.unknown

_958147277.unknown

_957432546.unknown

_958146493.unknown

_958146603.unknown

_957432571.unknown

_957432420.unknown

_957431913.unknown

_957432169.unknown

_957432214.unknown

_957432069.unknown

_957431628.unknown

_957431849.unknown

_957431528.unknown

_957430889.unknown

_957431131.unknown

_957431259.unknown

_957431387.unknown

_957431159.unknown

_957431016.unknown

_957431042.unknown

_957430979.unknown

_957430355.unknown

_957430567.unknown

_957430654.unknown

_957430463.unknown

_957430262.unknown

_957430319.unknown

_957430193.unknown

_957391900.unknown

_957426994.unknown

_957428337.unknown

_957429276.unknown

_957429389.unknown

_957429416.unknown

_957429305.unknown

_957428577.unknown

_957428872.unknown

_957429100.unknown

_957428706.unknown

_957428494.unknown

_957427527.unknown

_957428302.unknown

_957428316.unknown

_957427640.unknown

_957427409.unknown

_957427429.unknown

_957427280.unknown

_957425198.unknown

_957426604.unknown

_957426720.unknown

_957426929.unknown

_957426684.unknown

_957425268.unknown

_957425353.unknown

_957425227.unknown

_957425017.unknown

_957425076.unknown

_957425104.unknown

_957425039.unknown

_957392012.unknown

_957392102.unknown

_957391928.unknown

_956347965.unknown

_957391544.unknown

_957391689.unknown

_957391864.unknown

_957391885.unknown

_957391733.unknown

_957391618.unknown

_957391658.unknown

_957391579.unknown

_957391305.unknown

_957391459.unknown

_957391503.unknown

_957391334.unknown

_957390832.unknown

_957390966.unknown

_957391191.unknown

_956348057.unknown

_956346905.unknown

_956347414.unknown

_956347531.unknown

_956347597.unknown

_956347844.unknown

_956347448.unknown

_956347238.unknown

_956347239.unknown

_956347082.unknown

_956347237.unknown

_956345216.unknown

_956345551.unknown

_956346447.unknown

_956346788.unknown

_956346564.unknown

_956345727.unknown

_956346109.unknown

_956345308.unknown

_956344940.unknown

_956344973.unknown

_956344902.unknown

