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                                                                                              Вычисление определителей 


     1)Метод приведения к треугольному виду. Этот метод заключается в том, что используя свойства определителей, данный определитель приводят к одному из следующих видов, называемых треугольными.
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 Каждый из этих определителей равен произведению 
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 диагональных элементов.
     Пример 1. Вычислить определитель порядка 
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     Решение. Прибавив к первой строке все остальные строки определителя, по-
лучим:
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     Пример 2. Вычислить определитель порядка 
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     Решение. Прибавив первую строку ко всем остальным, получим
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 2)Метод рекуррентных соотношений.

     Данный определитель 
[image: image10.wmf]n
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 порядка 
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, после преобразования и разложения
по строке или столбцу, выражается через определители того же вида, но более низких порядков. Полученное равенство называется рекуррентным соотно-шением. Вычисляют столько определителей данного вида на​чальных порядков, сколько их входит в правую часть рекуррентного соотношения. Далее вычисля-ют определители следующих порядков, используя рекуррентное соотношение до тех пор, пока не удастся заметить общую закономерность для получаемых                                                                             
выражений. Затем, пользуясь рекуррентным соотношением, нужно доказать эту закономерность для 
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     Пример 3. Вычислить определитель 
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     Решение. Разлагая определитель по первой строке, получим
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     Рекуррентное соотношение: 
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денные определители вычисляются по формуле
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Докажем ее справедливость методом математической индукции по числу 
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Предполагаем ее верность для всех 
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   3) Определитель Вандермонда. 
    Определителем Вандермонда называется определитель вида
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Он вычисляется по формуле 
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     Пример 4. Вычислить определитель 
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     Решение. Этот определитель является определителем Вандермонда  с определяющими элементами 
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Поэтому 
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     Пример 5. Вычислить определитель 
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     Решение. Вынося за определитель из первой строки 
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Мы пришли к определителю Вандермонда с определяющими элементами
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                                                                                   Системы линейных уравнений 
 
     Пример 1. Найти фундаментальную систему решений и общее решение однородной системы уравнений:
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     Решение. Найдем ранг матрицы коэффициентов методом элементарных пре-
образований:
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Ранг матрицы 
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. Тогда укороченная система имеет вид
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откуда, полагая 
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Общее решение системы: 
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Из общего решения находим фундаментальную систему решений:
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          Пример 2. Методом Гаусса найти общее решение системы 
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     Решение. Производя элементарные преобразования над строками расширен-
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ной матрицы, получаем
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[image: image51.wmf].
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     Первые две строки последней матрицы составляют расширенную матрицу системы 
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                                              Комплексные числа

     Пример 1. Вычертить область, заданную неравенствами: 
                                
[image: image57.wmf]3
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     Решение. Пусть 
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[image: image61.wmf]x
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должны удовлетворять системе
неравенств:
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     Неравенство 
[image: image64.wmf](
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[image: image65.wmf]XOY

 определяет множество                                                                           
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точек, лежащих вне круга радиуса 
[image: image66.wmf]1

 с центром в точке 
[image: image67.wmf](
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     Заданная область 
[image: image68.wmf]D

 изображается так:








     Пример 2. Найти сумму всех корней 
[image: image69.wmf]n
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     Решение.  Имеем, что 
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     Если 
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                                                           Теорема Штурма

     Пример. Найти число различных действительных корней многочлена

[image: image75.wmf](
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     Решение. Берем многочлены 
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лится уже без остатка). Так как на отрезке 
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]

1

;

1

-

 многочлен 
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имеет, то получился ряд Штурма для многочлена 
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ставляем таблицу, в первом столбце которой выписываем значения, которые
придаются переменному 
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, в следующих столбцах выписываем знаки полу-
чающихся при этом значений многочленов ряда Штурма, в последнем столб-
це – число перемен знака
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                                                           Решение уравнений третьей и четвертой степеней

     Пример 1.  Решить уравнение: 
[image: image96.wmf]0
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     Решение. Разлагаем многочлен, стоящий в левой части уравнения, по сте-
пеням 
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Значениями корня 
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     Пример 2. Решить уравнение: 
[image: image108.wmf]0
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     Решение. Подстановка 
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     Напомним, что уравнение 
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     В нашем случае 
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     Корни исходного уравнения: 
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                                                                                                    Симметрические многочлены

     Симметрический многочлен от переменных 
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     Пример 1. Симметрический многочлен 
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     Решение. Здесь высший член 
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Поэтому 
[image: image133.wmf]3
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     В более сложных примерах целесообразнее предварительно установить, какие члены могут войти в выражение данного многочлена через элементарные, а затем найти коэффициенты этих членов методом неопределенных коэффициентов.
     Пример 2. Найти выражение для симметрического многочлена       
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     Решение. Мы знаем (см. доказательство основной теоремы), что члены искомого многочлена 
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                             22000   .   .   .   
[image: image145.wmf]2

2

0

2

2

2

2

1

s

s

s

=

-

-

,
                             21100   .   .   .   
[image: image146.wmf]3

1

0

1

3

1

1

2

1

2

1

s

s

s

s

s

=

-

-

-

,
                             11110   .   .   .   
[image: image147.wmf]4

0

1

4

1

1

3

1

1

2

1

1

1

s

s

s

s

s

=

-

-

-

-

.
     Таким образом, многочлен 
[image: image148.wmf]f

 имеет вид
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Коэффициент при 
[image: image150.wmf]2
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 мы положили равным единице, так как этот член опреде-                                                                     
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лен высшим членом многочлена  
[image: image151.wmf]f

 и имеет такой же коэффициент. Коэффициенты 
[image: image152.wmf]А

 и 
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 мы найдем следующим образом.
     Положим 
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. Легко видеть, что при этих значе-ниях неизвестных многочлен 
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 получает значение 3, а многочлены 
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. Значения многочленов 
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     Пример 3. Найти сумму кубов корней многочлена     
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     Решение. Найдем выражение через элементарные симметрические много-
члены для симметрического многочлена 
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     Полагая сперва 
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     Для нахождения суммы кубов корней данного нам многочлена 
[image: image178.wmf](
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 нужно,
ввиду формул Виета, в найденном выше выражении заменить 
[image: image179.wmf]1

s

 через коэффи-
циент при 
[image: image180.wmf]3

х

 с обратным знаком, т.е. через 
[image: image181.wmf]1
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, заменить 
[image: image182.wmf]2
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 через коэффи-циент при 
[image: image183.wmf]2

х

, т.е. через 
[image: image184.wmf]2

, и, наконец, заменить 
[image: image185.wmf]3

s

 через коэффициент при 
[image: image186.wmf]х

 с обратным знаком, т.е. через 
[image: image187.wmf]1

-

. Таким образом, интересующая нас сумма кубов корней равна 
[image: image188.wmf](
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                                           Линейные пространства   

                                          Базис суммы и пересечения двух линейных подпространств
     Пусть 
[image: image189.wmf]1

L

 и 
[image: image190.wmf]2

L

– подпространства линейного пространства 
[image: image191.wmf]L

, 
[image: image192.wmf]k
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–
базис подпространства 
[image: image193.wmf]1
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,  
[image: image194.wmf]l
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– базис подпространства 
[image: image195.wmf]2
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– максимально линейно независимая подсистема сис-
темы векторов 
[image: image197.wmf]l

k

b

b

b

a

a

a

,

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

K

K

.

                                                                     12

     Тогда:
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[image: image205.wmf]l
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 образует базис пересечения 
[image: image206.wmf]2

1

L

L

Ç

.
     Пример 1.   Найти базисы суммы и пересечения линейных подпространств 
[image: image207.wmf]1
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    и 
[image: image208.wmf]2
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, натянутых на системы векторов 
[image: image209.wmf](

)

(

)

(

)

1

;

2

;

5

,

0

;

1

;

2

,

3

;

2

;

1

3

2

1

-

-

=

=

=

a

a

a

 и

[image: image210.wmf](
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     Решение. Найдем базис пространства 
[image: image211.wmf]1
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. Из координат векторов 
[image: image212.wmf]3
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,
записав их строками, составим матрицу 
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. Методом элементарных преобразований найдем ранг этой матрицы.
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. Отсюда следует, что среди век-
торов 
[image: image215.wmf]3
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 линейно независимую систему, а следовательно, и базис, обра-
зуют векторы 
[image: image216.wmf](
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     Аналогично для подпространства 
[image: image218.wmf]2
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[image: image220.wmf]2
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 и базис 
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 образуют
векторы 
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     Выделим в системе векторов 
[image: image223.wmf]2
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 максимально линейно независи-мую подсистему. Ранг матрицы 
[image: image224.wmf]C

, составленной из координат этих векторов,
записанных построчно, равен 3:
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Таким образом, базис суммы 
[image: image226.wmf]2
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 образуют векторы
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     Для определения базиса пересечения 
[image: image230.wmf]2
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 разложим базисный вектор 
[image: image231.wmf]2
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не вошедший в базис суммы 
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Отсюда получаем систему линейных уравнений
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 Решая эту систему, находим 
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Тогда базис пространства 
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                                                 Евклидово пространство 

     В любом евклидовом пространстве существует ортонормированный базис,
т.е. базис, в котором векторы попарно ортогональны и имеют единичную дли-
ну.
     Если 
[image: image240.wmf]n
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 – ортонормированный базис, то координаты 
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произвольного вектора 
[image: image242.wmf]x

вычисляются по формулам:
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)

k

k

e

x

,

=

a

, 
[image: image244.wmf]n
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     Пример 2. Дополнить систему векторов 
[image: image245.wmf](
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 до какого-либо ортонормированного базиса простран-
ства 
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 и найти в нем координаты вектора 
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     Решение. Так как 
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, то система векторов 
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нормированная.
     Дополним данную систему до ортогонального базиса пространства. Пусть
вектор 
[image: image252.wmf](
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Эти два равенства определяют однородную систему линейных уравнений, фун-
даментальная система решений которой и дополнит систему векторов 
[image: image257.wmf]2
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 до
базиса.
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     Общее решение системы : 
[image: image259.wmf](
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векторы 
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     Векторы 
[image: image268.wmf]o
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 образуют ортонормированный базис.
     Вычислим координаты вектора 
[image: image269.wmf]n

 в этом базисе:
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     Пример 3. Найти базис ортогонального дополнения 
[image: image271.wmf]^
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 линейной оболочки

[image: image272.wmf]L

 следующей системы векторов пространства 
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     Решение. Векторы 
[image: image274.wmf]1
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 линейно независимы и образуют базис пространства 
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. Пусть 
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. Для того, чтобы
вектор 
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 был ортогонален к подпространству 
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, необходимо и достаточно, что-
бы он был ортогонален ко всем векторам какого-либо базиса 
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. Эти два соотношения определяют однородную систему линейных уравнений относительно координат 
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Общее решение этой системы: 
[image: image287.wmf](
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. Оно определяет координаты векторов из ортогонального дополнения 
[image: image288.wmf]^
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, а фундаментальная
система решений координаты векторов базиса. Так, например, базис 
[image: image289.wmf]^
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[image: image290.wmf](

)

0

;

1

;

5

,

0

;

5

,

1

1

-

=

y

 и 
[image: image291.wmf](

)

1

;

0

;

2

;

4

2

-

=

y

.

     Пример 4. Найти ортогональную проекцию и перпендикуляр, опущенный
из вектора 
[image: image292.wmf](
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     Решение. Базисом подпространства 
[image: image296.wmf]L

 являются векторы 
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 и 
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, образую-щие линейно независимую систему векторов.
     Найдем 
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     Будем искать вектор 
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     Подставив (5) в (4) получим
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     Умножим почленно  (6) скалярно на 
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Итак, имеем систему двух линейных уравнений относительно 
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   Отсюда, 
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                                               Линейные операторы          



     Пример 1. Найти сопряженный оператор для оператора 
[image: image318.wmf]A

, действующего в геометрическом пространстве 
[image: image319.wmf]3
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 по правилу 
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– фиксированный вектор.
     Решение. Покажем, что 
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     Таким образом, 
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. Следовательно, 
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     Пример 2. Линейный оператор 
[image: image331.wmf]A

, действующий в трехмерном евклидовом
пространстве, имеет в базисе 
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Известно, что 
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 ортонормирован. Найти матрицу сопряженного оператора  
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     Решение. В ортонормированном базисе матрицы операторов 
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[image: image340.wmf]А

А

¢

=

*

.
     Так как базис 
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следовательно,
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Отсюда окончательно получаем:
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                            Построение жордановой формы матрицы

     При построении жордановой матрицы 
[image: image352.wmf]J

 для матрицы 
[image: image353.wmf]A

 порядка 
[image: image354.wmf]n

 можно 
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проделать для каждого характеристического корня 
[image: image355.wmf]i

l

 матрицы 
[image: image356.wmf]A

 следующие
практические действия.
     1. Составить матрицу 
[image: image357.wmf]E
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где 
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– порядок матрицы 
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ность характеристического корня  
[image: image366.wmf]i
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 матрицы 
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или по формуле 
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подсчитать число 
[image: image374.wmf]h
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 жордановых клеток по 
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 матрицы 
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– дефект оператора с матрицей 
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     3. По вычисленным числам 
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 соста-вить матрицу 
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     Пример 3. Для матрицы 
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     Решение. Характеристический многочлен  
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     При  
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Следовательно, наибольший порядок жордановых клеток по 
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Поэтому в жордановой матрице 
[image: image405.wmf]J

 для матрицы 
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Поэтому в жордановой матрице 
[image: image412.wmf]J

 для матрицы 
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 жордановых клеток порядка 1. Из полученных
жордановых клеток составляем жорданову матрицу
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                                                                                                                     Квадратичные формы


     Пример 1. Найти канонический вид и невырожденное линейное преобра-зование переменных, приводящее к этому виду квадратичную форму                      
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     Решение. Так как в квадратичной форме отсутствует 
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такое преобразование: 
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     Форма примет вид
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     Применив преобразование
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получим канонический вид формы: 
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     Из (11) найдем 
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Подставив эти выражения в (10), получим искомое преобразование:
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     Пример 2. Найти канонический вид и невырожденное линейное преобра-зование переменных, приводящее к этому виду квадратичную форму                      
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     Решение. Представим квадратичную форму в виде
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1-е преобразование: 
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Тогда получим: 
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2-е преобразование:
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Квадратичная форма принимает канонический вид: 
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     Так как 
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     Пример 3. Проверить, является ли квадратичная форма
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знакоопределенной.
     Решение. Составим матрицу этой формы:
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Вычислим главные миноры квадратичной формы:
                 
[image: image443.wmf].
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     Так как все главные миноры положительны, то форма является положитель-но определенной.


                                 Приведение квадратичные формы к каноническому виду        
                                     ортогональным     преобразованием

     Алгоритм приведения квадратичной формы к каноническому виду ортого-
нальным преобразованием сводится к следующей последовательности дейст-
вий:
1) составляем матрицу 
[image: image444.wmf]А

 квадратичной формы и находим корни характерис-
тического уравнения: 
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собственные числа 
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 будут действительными);
2) выписываем квадратичную форму в каноническом виде:
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3) для каждого из собственных значений 
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нему собственный вектор так, чтобы в совокупности они составляли базис про-
странства. Обозначим полученный базис через 
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4) применяя метод ортогонализации и нормируя полученный ортогональный 

базис, получим ортонормированный базис 
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 (заметим, что собствен-ные векторы, относящиеся к различным собственным значениям, попарно орто-гональны между собой);
5) составляем матрицу, столбцами которой являются координаты векторов
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. Эта матрица 
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 и будет матрицей искомого преобразования.

     Пример. Привести квадратичную форму 
[image: image454.wmf](
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 к каноническому виду орто-
гональным преобразованием.
     Решение. 1) Составляем матрицу квадратичной формы: 
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Характеристическое уравнение имеет вид: 
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определим собственные числа: 
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2) Канонический вид квадратичной формы: 
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3) Определяем собственные векторы матрицы 
[image: image459.wmf]А

, решив систему 
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Собственные векторы оператора, соответствующие собственному числу 
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не равные одновременно нулю. Полагая 
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     Собственные векторы, относящиеся к собственному числу 
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Система векторов 
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4) Применим метод ортогонализации к системе 
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     Система 
[image: image485.wmf]3
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 ортогональна. Нормируя ее, получаем ортонормирован-ный базис:
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5) Составляем ортогональную матрицу 
[image: image487.wmf]Q
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Наконец, находим ортогональное преобразование переменных, приводящее
квадратичную форму к каноническому виду:
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