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   Методические указания предназначены для студентов первого курса, изучающих дисцип-лину «Алгебра». В них рассматриваются операции над матрицами, вычисление определителей и основные приемы решения однородных и неоднородных систем линейных уравнений. В каждом разделе приводится решение типовых задач. Для закрепления материала студентам предлагается самостоятельно решать задачи по рассматриваемым темам.

       I. Матрицы и операции над ними
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     Матрица размера 
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     Матрица, все элементы которой равны 0, называется нулевой матрицей и обозначается символом 
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     Множество всех вещественных матриц размера 
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 называется транспонированной к матрице 
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    Матрица размера  
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 образуют главную диагональ квадратной матрицы и называются ее диагональными элементами. Сумма диагональных элементов квадратной матрицы 
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 образуют побочную диагональ матрицы 
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    Квадратная матрица называется диагональной, если все ее недиагональные элементы равны 
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     Диагональная матрица порядка 
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                                                        Сложение матриц

     Суммой 
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     Матрица 
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     Пример 1. Найти сумму матриц 
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     Решение. Вычислим элементы матрицы  С = А + В, складывая элементы исходных матриц, стоящие на одинаковых местах:
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                                                          Умножение матрицы на число     

     Произведением 
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    Пример 2. Найти матрицу 5А – 2В, если 
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Решение. 
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Итак, 5А – 2В 
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                                                                                                                         Умножение матриц

     Произведением 
[image: image71.wmf]АВ

 матрицы 
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     Элемент 
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     Произведение матриц 
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 определено лишь в том случае, когда число столбцов матрицы 
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 совпадает с числом строк матрицы 
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     Пример 3. Вычислить произведение 
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     Решение.  
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        Если определены произведения 
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[image: image108.wmf]АВ

и
[image: image109.wmf]ВА
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     Матрицы 
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     Пример 4. Вычислить произведение 
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      Решение. Имеем  
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     Пример 5. Найти произведение 
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     Решение. Имеем, 
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                                        2. Определители. Свойства определителей.


     Всякое расположение чисел  
[image: image127.wmf]n

,

.

.
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,
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 в некотором определенном порядке называется перестановкой из 
[image: image128.wmf]n

 чисел (или из 
[image: image129.wmf]n

 символов).
     Число различных перестановок из 
[image: image130.wmf]n

 символов равно 
[image: image131.wmf]!

n

.
      Если в некоторой перестановке поменять местами какие-либо два символа, а все остальные символы оставить на месте, то получится новая перестановка. Это преобразование перестановки называется транспозицией.
       Говорят, что в данной перестановке числа 
[image: image132.wmf]i

  и 
[image: image133.wmf]j

 составляют инверсию, если 
[image: image134.wmf]j

i

>

, но 
[image: image135.wmf]i

 стоит в этой перестановке раньше 
[image: image136.wmf]j

. Перестановка называется четной, если ее символы составляют четное число инверсий, и нечетной –  в противоположном случае.
      Всякая транспозиция меняет четность перестановки.
 При 
[image: image137.wmf]2

³

n

 число четных перестановок из 
[image: image138.wmf]n

 символов равно числу нечетных, т.е. равно 
[image: image139.wmf]!
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.      
     Всякое взаимно однозначное отображение 
[image: image140.wmf]σ

 множества первых 
[image: image141.wmf]n

 натуральных чисел на себя называется подстановкой 
[image: image142.wmf]n

- ой степени. Всякая подстановка 
[image: image143.wmf]n

- ой степени 
[image: image144.wmf]σ

 может быть записана в виде
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который называется каноническим.
     Подстановка называется четной, если общее число инверсий в двух строках любой ее записи четно, и нечетной – в противоположном случае.                                              

     Пример 6. Определить четность подстановки
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     Решение. В верхней строке имеется 8 инверсий 

(пары 
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), а в нижней строке – 3 инверсии (пары 
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). Общее число инверсий равно 11. Поэтому данная подстановка нечетная.
     Определителем 
[image: image149.wmf]n

- го порядка, соответствующим квадратной матрице
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 (или определителем матрицы 
[image: image151.wmf]A

) называется число
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, где сумма берется по всем подстановкам 
[image: image153.wmf]σ

 
[image: image154.wmf]n

- ой степени, 
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)

σ

s

– число инверсий в подстановке 
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.
       Другими словами, определителем матрицы 
[image: image157.wmf]А

 называется алгебраическая сумма 
[image: image158.wmf]!

n

 членов, составленная следующим образом: членами служат всевозможные произведения 
[image: image159.wmf]n

 элементов матрицы, взятых по одному из каждой строки и из  каждого столбца, причем член берется со знаком плюс, если его индексы составляют четную подстановку, и со знаком минус – в противоположном случае.

     Пример 7. Выяснить, с каким знаком входит в определитель шестого порядка произведение 
[image: image160.wmf]54
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     Решение. Подстановка шестой степени, соответствующая этому произведению, имеет вид: 
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. Общее число инверсий в этой подстановке равно 8 , т.е. подстановка четная. Поэтому произведение 
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 входит в определитель шестого порядка со знаком плюс.

 
        Выведем формулы для вычисления определителей  2-го и 3-го порядков.
     1) Подстановки второй степени: 
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 – четная подстановка, а 
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 - нечетная. Следовательно,    
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     2) Подстановки третьей степени:
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 EMBED Equation.3  [image: image173.wmf]÷
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. Первые три подстановки – четные, а остальные – нечетные. Поэтому
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    (1)   
     Определители 3-го порядка обычно вычисляют с использованием следующего правила Саррюса: одно из трех слагаемых, входящих в правую часть (1) со знаком плюс, есть произведение элементов главной диагонали матрицы 
[image: image175.wmf]A

, каждое из двух других – произведение элементов, лежащих на параллели к этой диагонали, и элемента из противоположного угла матрицы, а слагаемые, входящие в (1) со знаком минус, строятся таким же образом, но относительно второй (побочной) диагонали. 
                                                                         
   Пример 8. Вычислить определитель 3-го порядка
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     Решение.  
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×

×

-

×

×

+

×

×

+

×

×

=

7

5

3

3

8

4

7

6

2

9

5

1

9

8

7

6

5

4

3

2

1



 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf]0
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                                            Свойства определителей 
[image: image179.wmf]n

-го порядка

     1) При транспонировании определитель не меняется.
     2) Если одна из строк (столбцов) определителя состоит из нулей, то определитель равен нулю.
     3) При перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет знак.
     4) Определитель, содержащий две одинаковые строки (столбцы), равен нулю.
     5) Общий множитель всех элементов некоторой строки (столбца) определителя можно вынести за знак определителя.
     6) Определитель, содержащий две пропорциональные строки (столбцы), равен нулю. 
     7) Если каждый элемент некоторой строки (столбца) определителя представлен в виде суммы двух слагаемых, то определитель равен сумме двух определителей, у которых все строки (столбцы), кроме данной, прежние, а в данной строке (столбце) в первом определителе стоят первые, а во втором – вторые слагаемые.
     8) Если одна из строк (столбцов) определителя есть линейная комбинация его других строк (столбцов), то определитель равен нулю.
     9) Определитель не меняется, если к элементам одной из его строк (столбцов) прибавляются соответственные элементы другой строки (столбца), умноженные на одно и то же число.

     Пример 9. Числа 
[image: image180.wmf]1189

, 
[image: image181.wmf]1537

, 
[image: image182.wmf]2146

 и 
[image: image183.wmf]1131

 делятся на 
[image: image184.wmf]29

. Доказать (не развертывая), что определитель 
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 тоже делится на 
[image: image186.wmf].
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     Решение. К последнему столбцу определителя 
[image: image187.wmf]d

 прибавим первый, второй и третий столбцы, умноженные соответственно на 
[image: image188.wmf]1000

, 
[image: image189.wmf]100

 и 
[image: image190.wmf].
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 Согласно свойству 9 определитель 
[image: image191.wmf]d

 не изменится. Применяя затем свойство 5, получим:
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                                        3. Вычисление определителей     

        1) Разложение определителя по строке (столбцу).
     Если 
[image: image193.wmf]ij

а

 - элемент определителя 
[image: image194.wmf]d

, то через 
[image: image195.wmf]ij

M

 обозначим дополнительный минор, сокращенно минор этого элемента, т.е. минор 
[image: image196.wmf](

)

1

-

n

- го порядка, получающийся после вычеркивания из определителя 
[image: image197.wmf]i

- ой строки и 
[image: image198.wmf]j

- го столбца. Далее, через 
[image: image199.wmf]ij

A

 обозначим алгебраическое дополнение элемента 
[image: image200.wmf]ij
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, т.е.  
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Имеет место следующее разложение определителя 
[image: image202.wmf]d

 по 
[image: image203.wmf]i

 - ой строке:
                           
[image: image204.wmf]in
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т.е. определитель 
[image: image205.wmf]d

 равен сумме произведений всех элементов произвольной его строки на их алгебраические дополнения.
     Аналогичное разложение определителя можно получить и по любому его столбцу:
                         
[image: image206.wmf]nj
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[image: image207.wmf]n
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     Прежде, чем применять метод разложения определителя по строке (столбцу), полезно, используя основные свойства определителя, обратить в нуль все, кроме одного, элементы его некоторой строки (столбца).    
    Пример 10. Вычислить определитель 
[image: image208.wmf].
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     Решение. Из первого столбца вычтем удвоенный третий, а ко второму столбцу прибавим третий. Полученный определитель разложим по первой строке. 
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    2) Метод приведения к треугольному виду. Этот метод заключается в том, что используя свойства определителей, данный определитель приводят к одному из следующих видов, называемых треугольными:
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[image: image211.wmf].
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 Каждый из этих определителей равен произведению 
[image: image212.wmf]nn
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 диагональных элементов.

     Пример 11. Вычислить определитель 
[image: image213.wmf]d

 порядка 
[image: image214.wmf]n

, элементы которого заданы условием 
[image: image215.wmf]{

}

.

,

min

j

i

а

ij

=


     Решение. Определитель имеет вид: 
[image: image216.wmf].
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 Из каждой строки, начиная с последней, вычитаем предыдущую строку. Определитель при этом не меняется. 
Получаем: 
[image: image217.wmf].

1

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

1

1

1

0

0

1

1

1

1

0

1

1

1

1

1

=

=

×

×

×

×

×

×

=

n

d

K

K

K

K

K


    4. Правило Крамера решения систем линейных уравнений. Обратная матрица.

     Системой 
[image: image218.wmf]m

линейных алгебраических уравнений с 
[image: image219.wmf]n

 неизвестными называется совокупность соотношений                                     
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где 
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– заданные вещественные числа, а 
[image: image222.wmf]n
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 – неизвестные величины. Числа 
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 называются коэффициентами системы, а 
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– свободными членами.
     Упорядоченная совокупность чисел 
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 называется решением системы, если при подстановке этих чисел в систему вместо неизвестных 
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 соответственно каждое уравнение обращается в тождество.
     Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если не имеет ни одного решения. Система уравнений называется определенной, если она имеет единственное решение, и неопределенной, если имеет более одного решения. 
      Рассмотрим систему 
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 линейных уравнений с 
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 неизвестными
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     Теорема (правило Крамера). Если в системе (3)  определитель 
[image: image230.wmf]d

, составленный из коэффициентов при неизвестных отличен от нуля, то эта система имеет, и притом единственное, решение 
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 – определитель, получаемый из определителя 
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 заменой 
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-го столбца на столбец свободных членов.

     Пример 12. Решить систему по правилу Крамера 
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       Решение. Вычислим определитель матрицы коэффициентов:
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, то система имеет единственное решение.
Далее,    
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Решение системы: 
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                                                      Обратная матрица       

     Квадратная матрица 
[image: image245.wmf]A

 называется обратимой, если существует матрица 
[image: image246.wmf]B

 такая, что 
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– единичная матрица. Матрица 
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 в этом случае  называется обратной к матрице 
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 и обозначается  как
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-

A

.    
       Для того чтобы матрица 
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 имела обратную, необходимо и достаточно, чтобы ее определитель был отличен от нуля.
     Пусть задана квадратная матрица 
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 называется союзной с матрицей 
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 или присоединенной.
     Легко видеть, что 
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     Следовательно, обратная матрица 
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 вычисляется по формуле:  
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      Квадратная матрица, определитель которой отличен от нуля, называется неособенной или невырожденной.

     
     Пример 13. Найти обратную матрицу для матрицы
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     Решение. Так как 
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, то обратная матрица
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 существует.
     Вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы 
[image: image263.wmf]A

.
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Присоединенная матрица: 
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обратная матрица: 
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     Приведем еще один способ нахождения обратной матрицы, а именно: метод элементарных преобразований. 
     Элементарными преобразованиями матрицы называются следующие:
     1) перестановка двух строк (столбцов);
     2) умножение строки (столбца) на число, отличное от нуля;
     3) прибавление к элементам строки  (столбца) соответствующих элементов другой строки (столбца), предварительно умноженных на некоторое число.
     Для данной матрицы 
[image: image269.wmf]А
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-го порядка построим прямоугольную матрицу 
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 справа единичную матрицу. Далее, используя элементарные преобразования над строками, приводим матрицу 
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  к виду 
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     Переход от матрицы 
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 к матрице 
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 с помощью элементарных преобразований обозначается так: 
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     Пример 14. Методом элементарных преобразований найти обратную матрицу 
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     Решение. Вычислим определитель 
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Так как 
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, то обратная матрица существует. Далее, 
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Следовательно, 
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5. Ранг матрицы


     Пусть дана матрица 
[image: image292.wmf]÷
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[image: image293.wmf]n
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. Строки этой матрицы можно рассматривать как 
[image: image294.wmf]n

 - мерные векторы, а столбцы –
[image: image295.wmf]m

-мерные векторы. 
    Определение. Максимальное число линейно независимых столбцов матрицы 
[image: image296.wmf]А

 называется ее рангом.
     Ранг матрицы 
[image: image297.wmf]A

обозначают как 
[image: image298.wmf]rangA

 или 
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)

A

r

.
     Пусть дана прямоугольная матрица 
[image: image300.wmf](
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. Выберем в матрице 
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 произвольные 
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 строк и 
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 столбцов, где 
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. Элементы, стоящие на пересечении этих строк и столбцов, составляют квадратную матрицу 
[image: image305.wmf]k

- го порядка, определитель которой называется минором 
[image: image306.wmf]k

- го порядка матрицы 
[image: image307.wmf]A

.    
     Наивысший порядок отличных от нуля миноров матрицы 
[image: image308.wmf]А

 равен рангу этой матрицы.
      Если наивысший порядок отличных от нуля миноров матрицы 
[image: image309.wmf]A

 равен 
[image: image310.wmf]k

, то любой ненулевой минор 
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- го порядка называется базисным минором. Столбцы матрицы 
[image: image312.wmf]A

, содержащие базисный минор, линейно независимы, и любой другой столбец матрицы является линейной комбинацией этих столбцов.

     Максимальное число линейно независимых строк всякой матрицы равно максимальному числу ее линейно независимых столбцов, т.е. равно рангу этой матрицы.
     Определитель 
[image: image313.wmf]n

- го порядка тогда и только тогда равен нулю, если между его строками (столбцами) существует линейная зависимость.

                                            Методы вычисления ранга матрицы

     1. Метод окаймляющих миноров.  При вычислении ранга матрицы следует переходить  от миноров меньших порядков к минорам больших порядков. Если уже найден минор 
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- го порядка 
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, отличный от нуля, то рассматривают лишь те миноры 
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-го порядка, которые содержат в себе минор 
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: если все они равны нулю, то ранг матрицы равен 
[image: image318.wmf]k

. В противном случае среди окаймляющих миноров найдется ненулевой минор 
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-го порядка, и вся процедура повторяется.   
     Пример 15. Найти ранг матрицы
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     Решение. Фиксируем минор второго порядка, отличный от нуля:  
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. 
Минор третьего порядка 
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, окаймляющий минор 
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Однако, оба минора четвертого порядка, окаймляющие 
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, равны нулю:  
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     Следовательно, ранг матрицы 
[image: image328.wmf]A

 равен 3.

2. Метод элементарных преобразований.  
     Этот метод основан на следующем утверждении: элементарные преобразования не меняют ранга матрицы.
     Матрица вида 
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, называется верхней трапециевидной. Легко видеть, что ранг трапециевидной матрицы равен 
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. Действительно, минор 
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отличен от нуля; все же миноры порядка 
[image: image334.wmf]1
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 и выше равны нулю, так как у них имеется хотя бы одна нулевая строка.
     Утверждение.  Любая матрица за счет элементарных преобразований над строками и, быть может, перестановок столбцов может быть преобразована в трапециевидную.
     Доказательство. Если матрица не нулевая, она содержит ненулевой элемент, который посредством перестановок строк и столбцов можно перевести в левый верхний угол.
     Итак, пусть матрица имеет вид 
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, причем 
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     Теперь сделаем элементарные преобразования: ко второй строке прибавим первую, умноженную на 
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, и т.д. После этих преобразований придем к матрице
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.  Если матрица 
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 равна нулевой матрице, процесс окончен. Если нет – то сначала за счет перестановок строк и столбцов добьемся того, чтобы элемент в позиции 
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 и т.д. Придем к
матрице  
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     Продолжаем процесс до тех пор, пока не исчерпаем все строки или не придем к очередной матрице, равной нулю. В результате получим трапециевидную матрицу.
     Таким образом, для нахождения ранга матрицы нужно элементарными преобразованиями привести эту матрицу к трапециевидной форме, ранг которой легко определяется.

Пример 16. Методом элементарных преобразований найти ранг матрицы: 
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     Решение. Производя последовательно элементарные преобразования, получим:
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Ранг последней матрицы равен двум. Следовательно, 
[image: image348.wmf](
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  6. Неоднородные системы линейных уравнений. Теорема Кронекера-Капелли.

  Рассмотрим систему 
[image: image349.wmf]m

 линейных уравнений с 
[image: image350.wmf]n

 неизвестными:                                  
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Матрица
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, составленная из коэффициентов при неизвестных, называется основной матрицей или просто матрицей системы (4), а матрица 
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– расширенной матрицей системы (4).
          Теорема Кронекера-Капелли. Для того, чтобы система (4) была совместной, необходимо и достаточно, чтобы 
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                                         Схема исследования совместной системы

    Перейдем к вопросу о нахождении всех решений системы (4) в случае, когда она совместна.  
     Пусть 
[image: image355.wmf]r
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, т.е. система совместна. 
     Схема исследования системы (4) состоит в следующем.
1) Выбираем базисный минор матрицы 
[image: image356.wmf]A

. Не ограничивая общности, будем считать, что базисный минор матрицы 
[image: image357.wmf]A

 находится в левом верхнем углу, так что
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2) Рассматриваем укороченную систему из первых 
[image: image359.wmf]r

 уравнений системы (4), т.е. из уравнений, коэффициенты которых входят в базисный минор:
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     Укороченная система  равносильна исходной. 
 3) Если 
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, то система (5) имеет единственное решение как система с квадратной невырожденной матрицей. Это решение можно найти по правилу Крамера.
4) Пусть 
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, коэффициенты при которых входят в базисный минор, называются базисными, а остальные неизвестные 
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– свободными. Перенесем слагаемые, содержащие свободные неизвестные, в правую часть уравнений (5). Получим систему относительно базисных неизвестных:
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которая  для каждого набора значений свободных неизвестных 
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 имеет единственное решение: 
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находимое по правилу Крамера. Соответствующее решение укороченной, а,  следовательно, и исходной системы  имеет вид
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     Формула (6) описывает множество всех решений системы (5) и называется общим решением системы.     

     Пример 17. Исследовать совместность и найти общее решение в зависимости от значения параметра 
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     Решение. Найдем определитель матрицы 
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     Если 
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 и система (7) имеет единственное решение. Найдем это решение по правилу Крамера:  
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      Если 
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, то система (7) принимает вид: 
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 Эта система, очевидно, несовместна.
     Если 
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[image: image381.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

+

-

-

=

+

-

=

-

+

.

1

2

,

1

2

,

2

2

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

Найдем ранги матриц 
[image: image382.wmf]A

 и 
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     Так как 
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, то система (7) совместна. 
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– базисный минор. Составим укороченную систему:
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    Здесь 
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 – свободная неизвестная. Решая последнюю систему относительно 
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 Общее решение системы (7): 
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                                7. Однородные системы линейных уравнений

     Однородные  линейные уравнения – это линейные уравнения, свободные члены которых равны 
нулю:
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            (8)
     Система  (8) однородных уравнений  (или однородная система линейных уравнений) всегда совместна, так как имеет, например, нулевое решение: 
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     Важно выяснить, при каком условии однородная система   (8) является неопределенной, а значит, имеет и ненулевые решения.
      Для того, чтобы система  (8) имела ненулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы ранг 
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  ее матрицы был меньше 
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.

                                             Фундаментальная система решений

     Пусть 
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   –  какое-нибудь ненулевое решение однородной системы  (8). Это решение можно рассматривать как столбец 
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– произвольное число, также, очевидно, является решением системы  (8). Далее, если  
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 – какое-то другое решение системы  (8), то при любых 
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 этих решений тоже решение системы.                                       
     Итак, любая линейная комбинация решений однородной системы  (8) является ее решением. Интересно поэтому найти такие линейно независимые решения системы  (8), через которые линейно выражаются все остальные ее решения.
     Линейно независимая система решений  
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     Если ранг 
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 матрицы системы уравнений  (8) меньше 
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, то эта система обладает фундаментальными системами решений.
     Пусть ранг 
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 матрицы 
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 коэффициентов системы  (8)  меньше 
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, и пусть, для определенности, минор 
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- го порядка, стоящий в левом верхнем углу матрицы 
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     Перенеся свободные неизвестные 
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 уравнений системы (8) в правые части, получим систему
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    Придавая свободным неизвестным значения 
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[image: image424.wmf]r

r

α

x

α

x

α

x

=

=

=

,

.

.

.

,

,

2

2

1

1

 первых 
[image: image425.wmf]r

 неизвестных. Это дает нам столбец-решение системы  (8):                      
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      Аналогично, придавая свободным неизвестным значения 
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(8) :
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которые и образуют фундаментальную систему решений. 
     
     Пример 18. Найти фундаментальную систему решений и общее решение следующей однородной системы уравнений:
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     Решение. Матрица коэффициентов:
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Найдем ранг матрицы 
[image: image434.wmf]A

 методом элементарных преобразований:
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     Выберем в качестве базисного минора  
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. Тогда укороченная система имеет вид:
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Решая эту систему относительно базисных неизвестных 
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, получим общее решение системы:
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Придавая свободным неизвестным поочередно три набора значений: 
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 и вычисляя соответствующие значения
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, получим следующую фундаментальную систему решений заданной системы уравнений:
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С использованием фундаментальной системы общее решение может быть записано в виде:
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– произвольные числа.

             8. Метод Гаусса исследования и решения систем линейных уравнений

     Метод Гаусса исследования и решения системы линейных уравнений заключается в ее приведении к эквивалентной системе с верхней трапециевидной матрицей с последующим исследованием и решением получившейся системы.

                                          Системы с трапециевидной матрицей. 

Рассмотрим систему линейных уравнений, основная матрица которой является верхней трапециевидной:
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Здесь 
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     Система (10) совместна тогда и только тогда, когда 
[image: image456.wmf]0
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     Реализация всех пунктов схемы исследования и решения совместной системы  для системы с верхней трапециевидной матрицей проста:
     1) в качестве базисного минора основной матрицы 
[image: image457.wmf]A

 системы  всегда можно взять минор, расположенный в левом верхнем углу;
     2) укороченная система состоит из первых 
[image: image458.wmf]r

 уравнений;
     3) если 
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, то система (10) является системой с треугольной матрицей:
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     Эта система имеет единственное решение, которое удобно находить следующим образом: из 
[image: image461.wmf]r

- го уравнения определяем 
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 можно придавать произвольные значения. Тогда неизвестные 
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  найдутся из системы 
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с треугольной матрицей. Эту систему удобно решать, определяя из 
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- го уравнения 
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 буквенные обозначения, мы можем выразить через них 
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 и получить общее решение системы.

     Приведение системы общего вида к системе с верхней  трапециевидной матрицей.

     Пусть дана система линейных уравнений 
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– основная матрица, 
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– расширенная матрица системы (11).
     Элементарными преобразованиями системы линейных уравнений называются преобразования следующих типов:
     1) перестановка местами двух уравнений системы;
     2) умножение какого-либо уравнения системы на число 
[image: image478.wmf]0

¹

α

;
     3) прибавление к одному уравнению системы другого ее уравнения, умноженного на любое число 
[image: image479.wmf]β

.
     Заметим, что элементарные преобразования системы уравнений соответствуют элементарным преобразованиям строк ее расширенной матрицы 
[image: image480.wmf]B

. 
     Элементарные преобразования системы линейных уравнений приводят ее к эквивалентной системе.    
    Известно, что матрицу 
[image: image481.wmf]A

 с помощью элементарных преобразований строк и, возможно, перестановок столбцов можно привести к верхней трапециевидной форме. Если используемые при этом элементарные преобразования строк матрицы 
[image: image482.wmf]A

 применить к строкам расширенной матрицы 
[image: image483.wmf]B

, то придем к системе с верхней трапециевидной матрицей.
     Решения этой системы совпадают с решениями системы (11) (если не использовались перестановки столбцов матрицы 
[image: image484.wmf]A

) или отличаются от решений системы (11) лишь нумерацией неизвестных (если использовались перестановки столбцов матрицы 
[image: image485.wmf]A

). Во втором случае в полученных решениях нужно восстановить исходную нумерацию неизвестных.
     Пример 19. Исследовать и решить систему линейных уравнений:
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Решение. Расширенная матрица системы: 
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. Элементарными преобразованиями строк матрицы 
[image: image488.wmf]B

 приведем основную матрицу системы к верхней трапециевидной форме:
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Система с последней расширенной матрицей несовместна; значит, и система (12) несовместна.

     Пример 20. Исследовать и решить систему линейных уравнений:
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     Решение. Элементарными преобразованиями строк расширенной матрицы приведем основную матрицу системы к верхней трапециевидной форме:
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     Составим систему с последней расширенной матрицей:
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Эта система совместна и определенна. Решим последовательно уравнения системы, начиная с последнего:
        
[image: image496.wmf].
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     Итак, система имеет единственное решение – вектор-столбец 
[image: image497.wmf](

)

T

1

,

1

,

1

,

2

.


                             ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ
1. Для матриц 
[image: image498.wmf]101
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 вычислить матричный многочлен В2 + ВА + 2А.

2. Для матриц 
[image: image500.wmf]304
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 вычислить матричный многочлен  А2 – ВА + 3А.

3. Вычислить 
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4. Вычислить определитель 
[image: image505.wmf]8190
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5. Вычислить определитель 
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6. Вычислить определитель 
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7. Указать максимальное число инверсий в перестановках из 60 чисел 1, 2, 3, . . . , 60.

8. Вычислить обратную матрицу для матрицы 
[image: image508.wmf]8546
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9. Вычислить обратную матрицу для матрицы 
[image: image509.wmf]113
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10. Найти сумму всех элементов матрицы 
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11. Решить матричное уравнение  
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12. Найти ранг матрицы  
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13. Найти ранг матрицы  
[image: image515.wmf]2731
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14. Найти ранг матрицы  
[image: image516.wmf]2419367238
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15. Найти ранг матрицы коэффициентов при переменных и ранг расширенной матрицы системы. Определить, является ли система совместной.

       а)  
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          б) 
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16. Решить систему уравнений 
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41011.

5359

xyz

xyz

xyz

+-=

ì

ï

-+=

í

ï

+-=

î


17. Решить систему уравнений  
[image: image520.wmf]344
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18. Найти фундаментальную систему решений и общее решение системы однородных уравнений 
[image: image521.wmf]12345
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19. Найти фундаментальную систему решений и общее решение системы однородных уравнений 
[image: image522.wmf]1234
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20. Исследовать, имеет ли нетривиальные решения однородная система уравнений. Если да, то найти ее общее решение и записать фундаментальную систему решений.
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