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Задача 1.   
Задача Вебера, 1921 г.

Круглый стержень радиуса 
[image: image1.wmf]a

 с продольной полукруглой выточкой радиуса 
[image: image2.wmf]b

 скручивается моментом 
[image: image3.wmf]z

M

. Определить напряженное состояние стержня.
[image: image4.png]by






Случай кручения является частным случаем общей задачи Сен-Венана о напряженном состоянии призматического стержня, нагруженного по его торцам.


Интегральные условия на торцах 
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 сводятся к требованию:
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 - не зависят от z.


Напряжения 
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 определяются по уравнениям статики в объеме:
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и на боковой поверхности:
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Поскольку нормальные напряжения отсутствуют, получим:
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где 
[image: image17.wmf]2
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 - плоский оператор Лапласа.


Введем функцию Ф – функция напряжений.


(3) тождественно удовлетворяется, если:
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где 
[image: image20.wmf]a

 - постоянная, 
[image: image21.wmf]G

 - модуль сдвига.


(4) приводим к условию на контуре поперечного сечения Г:
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(5) запишем в виде:
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что подразумевает постоянство лапласиана 
[image: image25.wmf]2
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 в области S.


Принято считать:
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Выразим условие (1) через функцию напряжений:
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Введем в рассмотрение «вектор касательного напряжения»:
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Тогда, рассматривая некоторый контур L, получим:
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 если L – одна из кривых семейств линий 
[image: image31.wmf](
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 и вектор 
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 в любой точке поперечного сечения имеет направление касательное к кривой 
[image: image33.wmf],
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 проходящей через эту точку.

Проекция вектора 
[image: image34.wmf]t

 на касательную к L, с учетом (6), равна:
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Если L принадлежит семейству 
[image: image36.wmf],
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 то абсолютное значение проекции:
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Таким образом, в местах поперечного сечения, где кривые семейства сближаются, имеет место концентрация касательных напряжений.


Большое число решений в конечном виде получено Сен-Венаном.


Задается гармоническая функция 
[image: image38.wmf](
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Вводим полярную систему координат 
[image: image40.wmf],

r

q

, начало которой в центре выточки.


Функция Ф в полярных координатах задается в виде:
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Уравнение контура окружности радиуса 
[image: image42.wmf]a

 с круглой выточкой радиуса 
[image: image43.wmf]b

, центр которой расположен на окружности, при выборе начала полярной системы координат в центре выточки можно записать в виде:
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Поэтому:
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Функция (18) имеет требуемый вид (16) и является решением задачи кручения для рассматриваемой области.

Напряжения находим по формулам (2) и (6).

Касательное напряжение в точках оси x равно:
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При 
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При 
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При 
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Следовательно, наличие сколь угодно малой выточки служит причиной концентрации напряжений.
Задача 2.   
Задача Сен-Венана.

Прямоугольный стержень со сторонами a и b (a>b) скручивается моментом Mz. Исследовать напряженное состояние стержня.
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Функцию напряжений принимаем в виде:
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где F- неизвестная функция.

Функция F должна удовлетворять гармоническому уравнению
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и краевым условиям  при    
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Согласно методу Фурье будем искать частное решение уравнения (б) в форме: (в)

где X(x)-функция от x;  Y(y)-функция от y.

Подставляя функцию F(x,y) в уравнение (б) и разделяя переменные, приходим к уравнениям: 
[image: image59.wmf]22
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Ввиду симметрии задачи решение уравнений (г) берем в виде четных функций

При F=0      
[image: image60.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image62.wmf](
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т.е. правую часть равенства (е) в интервале раскладываем в тригонометрический ряд по косинусам: 
[image: image63.wmf](
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где
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Сравнивая коэффициенты Ak и Bk выражений, получим:
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Окончательно функция напряжений будет
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Наибольшее касательное напряжение будет в середине длинных сторон при x=0 и
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Эпюры напряжений:

[image: image68.png]



Для практических расчетов удобно пользоваться формулами:
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где 
[image: image70.wmf]3
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 жесткость на кручение.

Задача 3.   
Задача Штейхера. Определить напряженное состояние, возникающее в упругом  полупространстве z > 0 штампом, имеющим форму круга радиуса а, сила тяжести которого равна P.
[image: image71.png]



Рис. 1

Для начала рассмотрим задачу, где на упругое полупространство z > 0 нормально к граничной плоскости z = 0 действует сила Р и надо определить перемещения и напряжения. (Задача Бусинеска)
Задачу рассматривают как осесимметричную в цилиндрических координатах с логарифмической особенностью в начале координат - точке приложения силы.

Задачу решают введением бигармонической функции

 [image: image73.png]® = @3 =R+ (1-20)[zIn(R+2) — R}



,

где [image: image75.png]R=Vri+zZ= /x> +y2+22



.

Принимая во внимание, что 

[image: image77.png]


,     [image: image79.png]


,    [image: image81.png]


,
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  [image: image85.png]72[zIn(R+2z)—R]=0



 , 

получаем:

[image: image87.png]T ame rR2| Rtz R
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 ,

[image: image97.png]
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[image: image99.png]


.

При [image: image101.png]


 все перемещения и напряжения стремятся к нулю. 

При [image: image103.png]


 и [image: image105.png]


 получим перемещения граничной плоскости: 

[image: image107.png](1-20)P
2mGr




 ,    [image: image109.png](-o)p _ (1-0?)P
omCr  mEr




 .

Согласно этой задаче, можем выписать следующие выражения для нашей задачи:

[image: image111.png]£ -0 +7]



 .

На поверхности при [image: image113.png]



[image: image115.png](1-o)p _ (1-62)P
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 ,                              (a)

где [image: image117.png]


.

Так как осадка любой точки штампа одна и та же, то 

[image: image119.png]


             (б)

где [image: image121.png]



[image: image123.png]n(x,y)



 - искомое давление в точке с координатами [image: image125.png]X, V.



 

Решая уравнение (б) совместно с уравнением 
[image: image127.png]P= [ p(x,y)dxdy,



                                                       

получаем: 
[image: image129.png]


              

где [image: image131.png]


                                                               
Эпюра давлений приведена на рис. 2.

[image: image132.png]]
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Рис. 2.
Задачи для самостоятельной работы по дисциплине 

«История и методология механики»

В каждой задаче надо привести формулировку задачи; рисунок (схему); полную математическую постановку задачи; подробное решение задачи с пояснениями относительно метода решения; результаты и анализ решения.

1. Задача Ламе (1859 г.). Определить перемещения и напряжения в замкнутой сфере, нагруженной внутри ([image: image134.png]


) и снаружи ([image: image136.png]


) равномерно распределёнными давлениями [image: image138.png]


 и [image: image140.png]


 соответственно.

2. Задача Ламе (1852 г.). Определить деформации и напряжения в шаре радиуса 

[image: image142.png]


, возникающие от взаимного притяжения его частиц.
3. Задача Митчела (1900 г.). Найти распределение напряжений в бесконечном конусе с углом раствора [image: image144.png]2a



, в вершине которого вдоль его оси действует сила [image: image146.png]


.
4. Задача Нейбера (1931 г.). Определить напряжённое состояние сплошного шара радиуса [image: image148.png]


, сжатого силами [image: image150.png]


, приложенными в полюсах.

5. Найти стационарную температуру внутренних точек тонкой прямоугольной пластины OABC, через сторону OA которой тепло равномерно подводится, а через сторону OB равномерно отводится с той же скоростью. Стороны AC и BC теплоизолированы. Сторона OA направлена по оси Ox и имеет длину a. Сторона OB направлена по оси Oy и имеет длину b.

6. Задача Буссинеска (1885 г.). На упругое полупространство [image: image152.png]


 нормально к граничной плоскости [image: image154.png]


 действует сила P. Определить поле перемещений и поле напряжений.

7. Задача Кельвина (1848 г.). Сила P приложена в точке бесконечно большого тела вдоль оси Oz. Определить поле перемещений и поле напряжений.

8. Задача Черрути (1882 г.). На упругое полупространство [image: image156.png]


 нормально к граничной плоскости [image: image158.png]


 действует сила T. Определить поле перемещений и поле напряжений.

9. Задача Митчела (1900 г.). Найти распределение напряжений в бесконечном конусе с углом раствора [image: image160.png]2a



, в вершине которого перпендикулярно его оси действует сила [image: image162.png]


.
10. Определить напряжённое состояние в сплошном тяжёлом шаре радиуса a, опирающемся на жёсткое горизонтальное основание.

11. Прямоугольный параллелепипед большой длины с размерами сечения [image: image164.png]bXh



 в состоянии плоской деформации ([image: image166.png]


) опирается на абсолютно жёсткое и абсолютно гладкое основание. К противоположной грани параллелепипеда приложена равномерно распределённая нагрузка [image: image168.png]


. Определить напряжённое и деформированное состояния.

12. Задача Ламе (1852 г.). Длинный полый цилиндр находится под действием нормальных внутреннего [image: image170.png]


 и внешнего [image: image172.png]


 давлений, равномерно распределённых по боковым поверхностям. Найти поле перемещений и поле напряжений.
13. Задача Фламана (1892 г.). Определить напряжённо-деформированное состояние в упругой полуплоскости [image: image174.png]


, нагруженной сосредоточенной силой P, перпендикулярной к границе [image: image176.png]


.

14. Определить поле температуры в стержне, концы которого поддерживаются при нулевой температуре, а боковая поверхность теплоизолирована. Начальная температура [image: image178.png]Tli—o = @(x)



, где [image: image180.png]


 – кусочно-гладкая функция, [image: image182.png]9(0)=0



, [image: image184.png]e()=0



.

15. Определить поле температуры в стержне, боковая поверхность которого теплоизолирована, а концы поддерживаются при заданных переменных температурах [image: image186.png]Tly—o = ¥y (£)



, [image: image188.png]Tlyper = Yo ()



. Начальная температура стержня [image: image190.png]Tli—o = @(x)



, где [image: image192.png]P, (1)



, [image: image194.png]P, (t)



, [image: image196.png]


 – известные функции.

16. Задача Герца (1859 г.). Определить напряжённое состояние круглого диска, сжатого двумя силами P, не проходящими через центр.

17. Задача Кирша (1898 г.). Исследовать напряжённое состояние в тонкой (единичной толщины) прямоугольной пластине с малым круговым отверстием в центре при одноосном растяжении.

18. Задача Митчела (1900 г.). Определить напряжённое состояние в тонком (единичной толщины) круглом тяжёлом диске, стоящем на абсолютно твёрдой горизонтальной плоскости.

19. Стержень эллиптического сечения с полуосями a и b скручивается моментом Mz. Исследовать напряжённое состояние стержня.

20. Стержень круглого сечения диаметром d скручивается моментом Mz. Исследовать напряжённое состояние стержня.
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