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(подпись)

Практическое занятие №1

Методы решения нелинейных уравнений.
1. Цель и задачи работы
Получить навык 

- анализа различных численных методов решения нелинейных алгебраических уравнений;

- разработки программных средств для решения численными методами нелинейных алгебраических уравнений.
2. Теоретические положения

В процессе приближенного отыскания корней уравнения выделяют два этапа: отделение корня и уточнение корня.

Под отделением корня понимается определение промежутка, содержащего один и только один корень уравнения. Одна из точек этого промежутка принимается за начальное приближения корня. Для этого применяется графический метод определения действительных корней, обладающей большой  наглядностью и позволяющий  относительно просто устанавливать возможность существования кратных корней. При графическом отделении корней бывает полезным представить уравнение
f(x) = 0
(1)

в эквивалентном виде [image: image1.wmf])
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2.1 Метод половинного деления
Пусть действительный корень уравнения f(x) = 0 отделен и функция f(x) непрерывна на интервале [a, b] отделения корня. Построим процесс сужения интервала [a, b] так, чтобы искомый корень всегда находился внутри суженного интервала. Очевидно, что в этом случае погрешность приближенного значения корня не превышает 
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 - граничные точки интервала на k-й итерации. Найдем середину отрезка 
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. Из двух половин отрезков выберем тот, в котором произведение является отрицательной величиной, и обозначим новые границы отрезка через [image: image10.wmf].
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 Затем новый отрезок разделим пополам, вновь составим аналогичные произведения и выберем тот из отрезков, в котором произведение – величина отрицательная.

2.2 Метод простой итерации нахождения корней нелинейных уравнений
При использовании метода простой итерации для уточнения корня уравнение f(x) = 0  заменяется эквивалентным уравнением
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Это означает, что из 
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 и наоборот. Привести уравнение (1) к уравнению (2) можно многими способами, например, положив [image: image14.wmf])
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 - непрерывная произвольная знакопостоянная функция.

Геометрически на интервале отделения корня уравнение представляется в виде двух пересекающихся линий [image: image16.wmf])
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изображенный на рисунке ломаной линией со стрелочками, указывающими направление движения. Для представленного на рисунке случая взаимного расположения линий y  = x и [image: image20.wmf])
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 неограниченное повторение вычислений по соотношению (2) позволяет сколь угодно близко подойти к точному значению корня 
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Рисунок 1. Графическая интерпретация метода простой итерации
2.3 Метод Ньютона
Вновь рассмотрим уравнение (1). Полагая, что погрешность [image: image23.wmf])
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 мала, а функция f(x) имеет непрерывную вторую производную, разложим 
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  в ряд Тейлора:
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где [image: image26.wmf][
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. Учитывая, что 
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 и оставляя только линейную часть разложения в ряд (отсюда и другое название метода – МЕТОД ЛИНЕАРИЗАЦИИ), можем записать приближенное, линейное относительно погрешности, уравнение
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из которого для погрешности имеем
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Так как использована лишь линейная часть разложения в ряд, то при подстановке (3) в соотношение [image: image30.wmf],
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 следующее из соотношения для погрешности, получим вместо 
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 лишь приближенное уточненное значение корня, которое обозначим [image: image32.wmf].
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 Тогда можем записать основное соотношение метода Ньютона в виде
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Это соотношение позволяет построить последовательность приближений [image: image34.wmf],...
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 к точному значению корня по заданному приближению [image: image35.wmf].
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Геометрически процесс (4) означает замену на каждой итерации кривой y = f(x) на касательную к ней в точке [image: image36.wmf][
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 и определение значения [image: image37.wmf])
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 как координаты точки пересечения касательной и оси абсцисс (рис. 2). С рассмотренной интерпретацией соотношения (4) связано еще одно название метода – МЕТОД КАСАТЕЛЬНЫХ.
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Рисунок 2. Графическая интерпретация метода Ньютона
Метод Ньютона имеет вблизи корня второй порядок сходимости: на каждой итерации ошибка меняется пропорционально квадрату ошибки на предыдущей итерации. Нетрудно видеть, что метод Ньютона является одношаговым. Достоинства метода Ньютона состоят в его квадратичной сходимости, возможности обобщения на случай систем уравнений, а также в том, что он является одношаговым. 
Однако метод Ньютона расходится в тех областях, где [image: image39.wmf]0
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2.4 Модифицированный метод Ньютона

Существует вариант метода Ньютона с постоянным значением производной; значение производной вычисляется только в начальной точке [image: image41.wmf])
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 полагаются постоянными, равными [image: image43.wmf]).
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Последовательные приближения вычисляются по формуле

[image: image44.wmf]).
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[image: image45.jpg]



Рисунок 3. Графическая интерпретация модифицированного метода Ньютона 
Геометрически замена производной на каждой итерации постоянным значением означает, что наклон прямой, точка пересечения которой с осью абсцисс принимается за новое приближение для корня уравнения, считается постоянным. Часто эта модификация метода Ньютона рекомендуется, как позволяющая уменьшить объем вычислений за счет отказа от вычисления производной на каждой итерации. Однако следует учитывать, что метод Ньютона с постоянным значением производной имеет лишь первый порядок сходимости – вблизи корня соотношение для погрешности имеет вид
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и, следовательно, сходится медленнее, чем метод Ньютона. Это, в конечном счете, нередко приводит к увеличению общего объема вычислений.

2.5 Метод секущих

В методе секущих, иначе называемом МЕТОДЕ ХОРД, приближенное значение производной [image: image47.wmf])
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 в формуле (4) определяется по двум последовательным приближениям  [image: image48.wmf][
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что приводит к замене касательной в точке [image: image51.wmf][
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 секущей, проведенной через две точки кривой y = f(x) или, что то же самое, - к аппроксимации функции f(x) на этом интервале линейной функцией.

Условия сходимости метода секущих аналогичны условиям сходимости метода Ньютона. Порядок сходимости метода секущих определяется соотношениями
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где [image: image53.wmf]),
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Рисунок 4. Графическая интерпретация метода секущих
К особенностям метода следует отнести следующее: в методе не требуется непосредственного вычисления производной 
[image: image56.wmf])
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 на каждой итерации, которое может привести к существенному уменьшению объема вычислений; метод является двухшаговым, и, в частности, на первой итерации вычислений необходимо знать два начальных значения [image: image57.wmf])

0

(

x

 и [image: image58.wmf])

1

(

x

; сходимости метода может быть немонотонной даже в малой окрестности корня; в знаменателе формулы для вычисления [image: image59.wmf])

1

(

+

k

x
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 которые имеют вблизи корня малые и близкие значения, что может привести к заметным погрешностям вычислений, особенно для кратных корней.

2.5 Метод парабол

Рассмотренный метод секущих можно интерпретировать как метод, в котором на каждой итерации исходная функция аппроксимируется линейной функцией (секущей), построенной по двум точкам, принадлежащим f(x). Развивая далее идеи аппроксимации, можно для построения итерационных формул использовать информацию о функции в нескольких точках, предшествующих точке [image: image61.wmf].
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строится многочлен второй степени (парабола), приближающий исходную функцию. Иначе этот метод называют МЕТОДОМ МЮЛЛЕРА или методом КВАДРАТИЧНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ. За новое приближение берется обычно ближайший к [image: image63.wmf])
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 корень соответствующего квадратного уравнения. Геометрическая интерпретация метода парабол дана на рис.5.

В качестве [image: image64.wmf])
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(

)

1

(

k

k

x

x

-

+

 наименьшая. Доказывается, что погрешность метода определяется соотношением
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где p = 1,839.
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Рисунок 5. Графическая интерпретация метода парабол
Это означает, что, несмотря на привлечение дополнительной информации о функции, метод парабол имеет порядок сходимости, лишь немного превышающий порядок сходимости метода секущих. Вместе с тем возникают задачи решения квадратного уравнения, выбора одного из двух корней многочлена и, самое важное, определение области гарантированной сходимости метода. Если три приближения для построения многочлена выбраны далеко от корня и содержат погрешности, то возможно самое неожиданное поведение решения.

Отметим, что метод парабол успешно применяется для отыскания корней многочленов, в том числе комплексных; при этом метод обладает тем замечательным свойством, что начальное приближение может быть действительным. Метод парабол является трехшаговым методом.

3. Объекты исследования, оборудование, материалы и наглядные пособия

Объектом исследования данной лабораторной работы являются нелинейное алгебраическое уравнение и методы ее численного решения. 

Для выполнения работы необходимы ПК и соответствующее программное обеспечение: 

- MS WINDOWS;

- Delphi (любая другая оболочка языка высокого уровня);

- MS Office (для оформления отчета).

4. Задание на работу (рабочее задание)
Разработать ПО решения нелинейного уравнения f(x)=0 одним из численных методов: 

1) методом половинного деления, 

2) методом простой итерации, 

3) методом Ньютона, 

4) модифицированным методом Ньютона, 

5) методом секущих, 

6) методом парабол с заданной точностью.
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5. Ход работы (порядок выполнения работы)
Для выполнения лабораторной работы необходимо:

1) Ознакомиться с теоретической справкой;

2) Выполнить анализ поставленной задачи, в том числе, подобрать устойчивую правую часть в методе простой итерации, выявить входную и выходную информацию и определить ее формат;

3) Выполнить графическое отделение корня уравнения;

4) Разработать алгоритм решения задачи заданным методом;

5) Разработать программное обеспечение метода;

6) Представить ПО преподавателю и получить допуск к защите работы;

7) Оформить отчет по лабораторной работе;

8) Защитить работу преподавателю, ответив на вопросы по ее содержанию и выполнению.
6. Содержание отчета
В отчете должны присутствовать следующие пункты:

1) задание;

2) Графическое отделение корня;

3) математическое описание методов, включая доказательство устойчивости метода простой итерации;

4) описание входных – выходных данных;
5) алгоритмы расчетов;

6) текст программы (подпрограммы) расчета;

7) распечатка результатов работы программы;

8) проверка корректности работы программы.

Контрольные вопросы

1. Какая теорема лежит в основе метода половинного деления?

2. Графическая интерпретация метода половинного деления

3. Шаговость и порядок скорости сходимости метода половинного деления

4. Преимущества и недостатки метода половинного деления

5. Графическая интерпретация метода простой итерации

6. Шаговость и порядок скорости сходимости метода простой итерации

7. Преимущества и недостатки метода простой итерации

8. Условие сходимости метода простой итерации

9. Графическая интерпретация метода Ньютона

10. Шаговость и порядок скорости сходимости метода Ньютона

11. Преимущества и недостатки метода Ньютона

12. Графическая интерпретация модифицированного метода Ньютона

13. Шаговость и порядок скорости сходимости модифицированного метода Ньютона

14. Преимущества и недостатки модифицированного метода Ньютона

15. Графическая интерпретация метода секущих

16. Шаговость и порядок скорости сходимости метода секущих

17. Преимущества и недостатки метода секущих

18. Графическая интерпретация метода парабол

19. Шаговость и порядок скорости сходимости метода парабол

20. Преимущества и недостатки метода парабол

21. Какой метод нельзя применять, если функция задана таблично?

22. Какой метод самый быстрый?

23. Понятие сходимости

24. Понятие шаговости 
25. Условие устойчивости метода простой итерации для решения СНУ

26. Условие устойчивости и корректности метода Ньютона для решения СНУ
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