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Практическое занятие №1. «Решение задач МКР»

Содержание занятия: введение в проблему, примеры составление обыкновенных дифференциальных уравнений, выбор алгоритма численного решения ОДУ, решение методом конечных разностей.  
Составление дифференциальных уравнений.

Дифференциальное уравнение, полученное в результате исследования некоторого явления или процесса, называют математической дифференциальной моделью этого процесса. Построение дифференциальных  моделей обычно основано на определении производной, её геометрическом или механическом смысле и, как правило, требует знания законов той области науки, с которой связана природа решаемой задачи.

Задача 1. 

Точка массы m движется прямолинейно под действием силы, которая равномерно убывает с течением времени t и через Т секунд обращается в нуль. Определить уравнение движения S(t), если известно, что в начальный момент движения величина силы была равна Fo
Составление ДУ и решение.

По условию задачи движение происходит под действием силы
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где k – коэффициент пропорциональности. По второму закону Ньютона [image: image4.png]F=ma=
ma = md2S(t)/dt*



 и, следовательно, уравнение (а)  перепишется в следующей форме:
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По условию задачи F=0 при t=T. Это позволит найти k из уравнения  [image: image7.png]F,—kt=10



, откуда [image: image9.png]



Таким образом, уравнение (а) предстанет в виде:

[image: image10.png]md?S(t) Fy
——— =F,— 2t
dt? o T




Задача 2. 

В комнате, где температура 200С , некоторое тело остыло за 20 мин. от 1000 до 600С. Найдите закон охлаждения тела; через сколько минут оно остынет до 300С?

Повышением температуры в комнате пренебречь.

Составление ОДУ и решение.
В силу закона Ньютона (скорость охлаждения пропорциональна разности температур тела и охлаждающей среды) можем записать:
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Выбор алгоритма численного решения обыкновенных дифференциальных уравнений.


Сформулировать общие правила выбора наилучшего метода того или иного обыкновенного дифференциального уравнения невозможно. Однако можно рекомендовать руководствоваться при этом следующими соображениями.


1. Рассмотрение типа задачи. Если это задача Коши, то можно воспользоваться одной из готовых подпрограмм, позволяющих получить решение. Если же это краевая задача, то возможно, придется составлять собственную программу.


2. Оценка степени сложности дифференциального уравнения.


Если задача Коши очень сложна, и вычисление  f(X,Y)   связано с большими трудностями, то обычно отдают предпочтение одному из методов прогноза и коррекции, так как они требуют вычисления  лишь двух значений f(X,Y) на шаге вместо четырех, как в методах Рунге-Кутта.


3. Оценка времени, требуемого для решения задачи.


Если в первую очередь приходится учитывать стоимость машинного времени, то лучшим будет метод прогноза и коррекции. Если же определяющим является время подготовки задачи к счету, то следует воспользоваться методом Рунге-Кутта.


4. Оценка требуемой точности.


Вообще говоря, чем выше порядок точности метода, тем более точным будет полученный результат. Это утверждение справедливо лишь до некоторой степени, так как конечно-разностные аналоги производных по мере повышения порядка аппроксимации ведут себя все хуже и хуже. Поэтому погрешность метода при переходе от 5-го порядка к более высоким порядкам точности (что к тому же связано и с дополнительными громоздкими вычислениями) практически не убывает. Поскольку обычно достигается некоторый компромисс между объектом и точностью вычислений, то следует уделять внимание как выбору порядка точности метода, так и выбору величины шага. Поэтому большое распространение получили алгоритмы, в которых автоматически изменяется шаг интегрирования или порядок применяемого метода.

2. Учет имеющегося опыта. Предшествующие успехи или неудачи в применении того или иного метода для решения конкретной задачи могут представить ценный материал для суждения о целесообразности выбора подходящего алгоритма. 

Для решения краевых задач наиболее простыми и универсальными 

являются конечно-разностные методы, заслуженно получившие широкое распространение в практике автоматизированного проектирования. На основе этих методов разработаны достаточно гибкие и универсальные программы широкого назначения. Особенностью конечно-разностных методов является также их приспособленность к решению уравнений в частных производных. Поэтому на конечно-разностных методах  необходимо остановиться более подробно, что будет сделано в дальнейшем в разделе, посвящённому методам решения задач математической физики, описываемых уравнениями в частных производных. 

Метод конечных разностей

Основной смысл этого метода наиболее просто  понять на примере решения задач, в которых искомая функция зависит от одной переменной, т.е. на примере решения обыкновенных дифференциальных уравнений.

Любая производная может быть представлена линейной комбинацией значений этой функции в определённых точках заданного отрезка, называемых узлами. Существует несколько способов выражения производных подобным образом. 
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Например, первую производную фуннкции 
[image: image14.wmf])
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 в узле k можно выразить следующими приближёнными формулами с соответствующими названиями:
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            левые односторонние разности
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           правые односторонние разности       (5.3.12)
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            центральные разности.


[image: image20.wmf]Наиболее употребительны при решении задач центральные разности. Левые и правые разности применяют, как правило, в специальных случаях, например, для формулирования в конечных разностях граничных условий. Обычно расстояние между узлами (шаг) принимают одинаковым, в этом случае для 
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 третья формула (5.3.12) записывается в виде 
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. Выражение для второй производной получим на основе выражений первой и второй формул для односторонних конечных разностей при  
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   (5.3.13)

Достоинство конечно-разностных методов в том, что они позволяют свести решение краевой задачи к решению системы алгебраических уравнений. Это достигается тем, что производные, входящие  в дифференциальные уравнения записываются в конечных разностях через значения искомой функции в узлах сетки. Вид этой сетки зависит от формы области описываемой дифференциальным уравнением и требований точности решения. В случае решения одномерной задачи сетка вырождается в прямую с отрезками - шагами. Покажем применение метода на простейших примерах.

Пример 1. Определить критическую силу потери устойчивости шарнирно-опертого стержня при сжатии. 
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При решении задачи будем исходить из известного уравнения устойчивости сжатого стержня в виде:  
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Разделим стержень на четыре части, и, используя формулы для четвертой производной в конечных разностях, запишем это уравнение в виде системы алгебраических уравнений следующим образом:


[image: image28.wmf][

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ý

ü

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

-

+

D

+

+

+

+

-

D

=

-

+

D

+

+

+

+

-

D

=

+

-

D

+

+

+

+

-

D

0

2

)

(

4

6

1

0

2

)

(

4

6

1

0

2

)

(

4

6

1

3

2

2

1

2

3

4

2

3

1

2

3

1

2

4

2

1

2

3

2

1

4

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

a

a

B

B

B

B

A

A

X

P

X

EI

X

P

X

EI

X

P

X

EI


Из граничных и физических условий имеем:    

1. (A =(B =0; 

2. изгибающий момент в граничных точках равен 0 (так как балка в этих точках может свободно поворачиваться)
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Условия по моментам в конечных разностях
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дают следующие зависимости:  (( =-(1 ,    ((  = - (3;

*Эти граничные условия можно записать из других соображений. В граничных точках стержень может свободно поворачиваться. Следовательно, в этих точках он будет прямолинеен. Последнее означает, что радиус кривизны стержня в этих точках будет равен бесконечности. Так как радиус кривизны плоской кривой по формуле из дифференциальной геометрии равен: 
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. Получаем те же математические выражения.             
3. учитывая, что при потере устойчивости форма изогнутого стержня будет симметричной относительно середины, можно утверждать, что    (1  = (3;
Тогда  алгебраическая система уравнений с учетом обозначения: 
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     примет вид:   

                                (6 -2( )( 1 + (- 4  +  (  )(2  =0

    


  (-8 +2( )( 1 + ( 6 -2 (  )(2  =0
Из равенства нулю определителя этой системы имеем уравнение:  

(2 -4( +2=0 , откуда      
[image: image37.wmf]l

=

±

2

2


 Используя  наименьший корень, имеем:  PKP =0,59 
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Точное значение:              PKP =(  2 
[image: image39.wmf]EI
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Отличие полученного значения от точного составляет примерно 5%.
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Пример 2.  
Определить перемещения (  и изгибающие моменты М в балке переменного сечения, защемленной на одном конце (левом), и свободно - опертой на другом при произвольно распределенной нагрузке.

При решении задачи будем исходить из уравнения:  

                   

[image: image40.wmf]q

dX

M

d

-

=

2

2

,                 (5.3.15)

где    М - функция изгибающего момента, связанная с перемещениями (   зависимостью:




M=- 
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E – модуль упругости материала, из которого изготовлена балка, 
[image: image43.wmf]I

 - момент инерции поперечного сечения балки.                                                       
Если подставить последнее выражение в (5.3.15), то получим уравнение четвертой степени относительно производных. Для того, чтобы избежать использования конечно-разностных формул для четвертой производной, применим конечно-разностную формулу для второй производной дважды.


Разобьем балку на четыре части 
[image: image44.wmf]( X=  
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   и,  используя выражения (5.3.14), которое является конечно-разностной формулой для второй производной,  запишем уравнение (5.3.15) в виде (5.3.17), используя конечно-разностную формулу для второй производной первый раз.:
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      (5.3.17)

Записывая уравнение (5.3.15) через (5.3.17) для точек 1,2,3 , получим систему:




MA-2M1+M2= - q1( X2



          M1-2M2+M3= - q2( X                                                   (5.3.18)




M2-2M3+MВ = - q3( X2 


Cтатическому условию на свободно-опертом конце соответствует   МВ=0.
Учтем зависимость (5.3.16), из которой следует:




MK=-
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где    К = А,1,2,3,В  -   номера сечений (номера узловых точек), и  запишем систему (5.3.18) в конечных разностях через прогиб ( , второй раз использую конечно-разностную формулу для второй производной.



   MА =  
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EIA(((-2(A+( 1)- 2EI1((A-2(1+(2) + 2EI2((1-2(2+(3)= q1 ( X4              


EI1((A-2(1+( 2)- 2EI2((1-2(2+(3) + 2EI3((2-2(3+(B)= q2 ( X4


EI2((1-2(2+( 3)- 2EI3((2-2(3+(B)= q3 ( X4

Из геометрических граничных условий в заделке имеем



(А = 0,                   
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Запишем второе условие в конечных разностях
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Откуда имеем “перемещение” в законтурной точке :





( ( = (1.

Если учесть геометрическое условие на свободно-опертом конце 

( В=0 , то система получит вид:

(2IA+4I1+I2)(1 - 2(I1+I2)(2 +I2(3  = q1(X4/ E

 

- 2(I1+ I2 )( 1+ (I1+4 I2 +I3 )(2  - 2(I2 + I3 )(3 = q2(X4 / E

I2(1 - 2 ( I2 + I3 )( 2 + (I2 +4I3 )(3 = q3( X4 /E
Из решения этой системы при конкретных значениях IA,, IK,  qK   (K=1,2,3)    можно определить прогибы  (1 ,  ( 2 ,  ( 3.

Решим это уравнение для частного случая

Пусть  IK = I O = const,       qK = qO= q(x)=const

Тогда последние уравнения примут вид:

7(1 - 4( 2 + (3  = qO ( X 4 / EIO

-4(1 +6( 2 - 4(3  = qO ( X 4 / EIO                                                         (5.3.21)
(1 - 4( 2 + 5(3  = qO ( X 4 / EIO
Откуда можно получить:  

 (1 = 0,909
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По найденным прогибам с учетом формул (9) и (10) можно определить моменты в сечениях балки. В частности: MA = EIA 
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При учете  (( = (1,     (A = 0,     IA =IO   и     q = qO   получим: MA =2( 0,909 qO (X 2 = 0,113qO l 2

Точное значение:  0,125qO l 2

Отличие полученного значения от точного составляет примерно 12%.

-----------------------------------------------------------------------------------------------

Практическое занятие №1. «Получение матрицы жесткости стержневого КЭ»

Содержание занятия: вывод матрицы жесткости стержневого КЭ.  
Для моделирования ферм используют линейный конечный элемент — прямой стержень с двумя узлами и постоянным поперечным сечением.
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Стержневой конечный элемент.

Размер матрицы уравнений определяется количеством задействованных элементами узлов, умноженных на количество степеней свободы узлов, при этом из количества степеней свободы узлов вычитается число граничных условий.

Для ферменной конструкции узлы — это шарниры, соединяющие стержни конструкции, а сами стержни и есть конечные элементы.
Если мысленно выделить конечный элемент и попытаться перемещать его узлы относительно друг друга, то, очевидно, конечный элемент будет деформироваться и в нем возникнут напряжения. Так как деформация одного элемента не может не сопровождаться деформацией соседних элементов (перемещаемый узел принадлежит и соседним элементам), то при нагружении конструкции перемещения ее точек (узлов) вызовут изменение напряженного состояния во всех конечных элементах. Нагруженная конструкция, деформируясь, займет какое-либо положение. Это положение соответствует условию (а, следовательно, уравнению) равновесия. Решение уравнения равновесия дает нам значения смещений (перемещений) узлов, а через них — напряжений в элементах. 

Матрица жесткости стержневого КЭ:
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 где   Е — модуль упругости материала фермы;
F — площадь поперечного сечения стержня;  l — длина стержня;
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 — матрица направляющих косинусов.

Для решения итоговой системы линейных алгебраических уравнений:

KU=P,

(где   К — матрица жесткости; U — вектор узловых перемещений; P — вектор узловых нагрузок;) применяется метод Холецкого, состоящий из трех этапов: на первом этапе из равенства  
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 определяется треугольная матрица G, на втором - решается первая вспомогательная система уравнений (прямой ход) 
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, на третьем этапе решается вторая вспомогательная система (обратный ход) 
[image: image63.wmf]X
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, из которой определяется искомый вектор U.

-----------------------------------------------------------------------------------------------

Практическое занятие №3.  «Получение матрицы жесткости балочного КЭ»

Содержание занятия: вывод матрицы жесткости балочного КЭ. 
Построение матрицы жесткости балочного КЭ прямым методом

[image: image276.wmf]a
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Рассмотрим два примера: плоские раму и балку, нагруженные системой сил.

В предположении, что внешняя нагрузка на раму и балку приведена к узлам, разобьем раму и балку на отдельные базовые элементы, жестко защемленные на концах.
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В качестве базового элемента выберем и для рамы и для балки один и тот же тип конечного элемента – так называемый балочный элемент, работающий на растяжение (сжатие) и изгиб в своей плоскости. Напомним, что стержневой элемент работает только на растяжение и сжатие.

В строительной механике элементы матрицы жесткости имеют ясный физический смысл. Например, под элементом матрицы жесткости[image: image65.png]


 принимается реакция (усилие) стержня, возникающая в узле iпри единичном перемещении узлаj в одном из направлений координатных осей. Так, например для элемента, изображенного на правом рисунке, при перемещении узлаj  в направлении, противоположном направлению оси y  на единицу, в узлеiвозникает реакция [image: image67.png]


в направлении оси Y.

Сформировав матрицы жесткости отдельных элементов и состыковав их, получим матрицу жесткости всей системы К. Искомый вектор перемещений будет найден из решения уравнения P=KU.

Таким образом, формирование матриц жесткости конечных элементов, которыми представлена конструкция, предшествует формированию матрицы жесткости всей конструкции.

Для построения матрицы жесткости отдельного элемента можно воспользоваться соответствующим подбором интерполирующих функций.

Однако для простейших элементов, таких как стержни, балки можно, используя инженерную теорию, получить приближенное решение, которое будет точным в рамках определенных гипотез.

Получим матрицу жесткости балочного конечного элемента. Для этого рассмотрим балку постоянной жесткости, защемлённую по краям и загруженную поперечными и продольными силами и изгибающим моментом. Если мысленно разрезать балку, то в каждом сечении балки имеем три неизвестных фактора: x1 – усилие в направлении оси х,x2– в направлении оси у и x3– изгибающий момент.

[image: image68.png]¢ gl Sy





Так как наша цель заключается в формировании элементов матрицы жесткости [image: image70.png]


, которые, как уже говорилось, есть реакция (усилие) элемента, возникающая в узле i при единичном перемещении узлаj в одном из направлений координатных осей, то необходимо записать зависимости между усилиями и перемещениями для каждого из трёх неизвестных х1,х2и х3. Для записи этих зависимостей используем известные приближённые соотношения сопротивления материалов и строительной механики. 

В качестве примера приведём вывод соотношений, необходимых для формирования элементов матрицы жесткости, связанных с усилиями  х1.

Усилия х1вызывают растяжение (сжатие) элемента балки. Для описания этого вида деформации используют закон Гука:

[image: image71.png]



Где Р – растягивающая (сжимающая) сила, [image: image73.png]


 – длина элемента балки, [image: image75.png]


 – площадь его поперечного сечения, [image: image77.png]


 – модель упругости материала, из которого изготовлен элемент балки, [image: image79.png]Al



 – абсолютное удлинение. Записав это выражение в другой форме, получим формулу, удобную для получения коэффициентов матрицы жесткости:

[image: image80.png]P=—AI




Принимая [image: image82.png]Al




, получаем, что для растяжения (сжатия) элемента балки на единицу необходима сила [image: image84.png]


, что и характеризует жесткость элемента в выбранном направлении при заданных [image: image86.png]E,Ful



.

Усилие х2 и изгибающий момент х3 характеризуют более сложный вид деформации – изгиб элемента балки. Не приводя окончательный вывод при рассмотрении усилия х2, обращаем внимание на то, что под действием поперечной нагрузки Р (т.е. в том направлении, в котором действует х2) балка в сечении с координатой х имеет прогиб, равный[image: image88.png]


.
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Функция[image: image91.png]w(x)



удовлетворяет приближенному дифференциальному уравнению изогнутой оси балки:

[image: image92.png]d?.
MGo) = E1S>
)




Где [image: image94.png]


 – момент инерции поперечного сечения балки, [image: image96.png]


 и [image: image98.png]


, как и ранее, модуль упругости материала и длина балки, а [image: image100.png]M(x)



 – функция изгибающего момента, определяемая соотношением[image: image102.png]M(x) = —P(l—x)



.

Из решения этого дифференциального уравнения можно определить функции, дающие возможность получить соответствующие коэффициенты матрицы жесткости.

Следует только обратить внимание на то, что при изгибе возникает не только перемещение[image: image104.png]


, но и поворот на угол [image: image106.png]


 поперечного сечения балки.
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Поэтому при перемещении узла элемента балки в направлении оси Y на единицу возникнет не только силовая реакция, [image: image110.png]12EI
=

P..



, но момент [image: image112.png]M..
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=



, что и характеризует жесткость элемента в выбранном направлении при заданных [image: image114.png]EIul



.

Аналогичный подход и рассуждения применимы и для момента х3 , а именно, что при повороте узла на угол, равный единице возникает не только силовая реакция вдоль оси у, равная[image: image116.png]P..

EI
=



 (на единицу угла поворота), но и моментные реакции: [image: image118.png]M..

AEI



 – в том узле, в котором производится единичный поворот, и [image: image120.png]M...

2E1



 в другом узле (также на единицу поворота).

Итак, построим матрицу жесткости для балочного конечного элемента.
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Разрешающее уравнение представим в виде:
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Формирование матрицы жесткости проводим по столбцам.

1. Столбец матрицы жесткости [image: image124.png]


 – есть система усилий, возникающих в узлах элемента при единичном перемещении узла   i  в направлении x (в направлении 1)
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2. Столбец матрицы жесткости [image: image127.png]K>



 – есть система усилий, возникающих в узлах элемента при единичном перемещении узла j в направлении оси х (в направлении 2)
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3. Столбец матрицы жесткости [image: image130.png]K3



 – есть система усилий, возникающих в концах балки при единичном перемещении узла i по направлению оси y (в направлении 3)
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4. Столбец матрицы жесткости [image: image133.png]Kis



 – есть система усилий, возникающих в концах балки при единичном перемещении узла j по направлению оси y (в направлении 4)
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5. Столбец матрицы жесткости [image: image136.png]Kis



 – есть система усилий, возникающих в концах элемента при единичном повороте узла i по направлению оси [image: image138.png]


 (в направлении 5)
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6. Столбец матрицы жесткости [image: image141.png]Kie



 – есть система усилий, возникающих в концах элемента при единичном повороте узла j по направлению оси [image: image143.png]


 (в направлении 6)
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В результате получаем матрицу жесткости балочного конечного элемента в окончательном виде:
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Ниже приведена структура полученной матрицы:
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Следующим этапом метода конечных элементов является получение матрицы жестокости всей системы.

-----------------------------------------------------------------------------------------------

Практическое занятие №4. «Получение матрицы жесткости системы прямым методом КЭ»

Содержание занятия: вывод матрицы жесткости сиcтемы.  
Построение матрицы жесткости системы прямым методом
 В качестве примера получения матрицы жесткости всей системы, рассмотрим задачу с балкой, приведенной ранее, представив ее системой из трех конечных элементов с единой системой нумерации неизвестных усилий.

Для формирования матрицы жесткости воспользуемся матрицей жесткости элемента из предыдущего раздела. Построение матрицы жесткости проводим по столбцам. Для этой цели будем последовательно придавать единичное смещение каждому из узлов балки поочередно в одном из направлений координатных осей, как показано на рисунке. В результате, получим матрицы жесткости каждого из элементов в общей системе нумерации.
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После суммирования коэффициентов матрицы жесткости, приходящихся на один узел, имеем полную матрицу жесткости, представленную в следующей таблице.
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	1
	K11
	K12
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	K21
	K22 +K22
	K23
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	3
	
	K32
	K33 +K33
	K34
	
	
	
	
	
	
	
	

	4
	
	
	K43


	K44
	
	
	
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	K55
	K56
	
	
	K59
	K5,10
	
	

	6
	
	
	
	
	K65
	K66 +K66
	K67
	
	K69
	K6,1+K6,10
	K6,11
	

	7
	
	
	
	
	
	K76
	K77 +K77
	K78
	
	K7,10
	K7,11 +K7,11
	K7,12

	8
	
	
	
	
	
	
	K87
	K88
	
	
	K8,11
	K8,12

	9
	
	
	
	
	K95


	K96
	
	
	K99
	K9,10
	
	

	10
	
	
	
	
	K10,5
	K10,6 +K10,6
	K10,7
	
	K10,9
	K10,10+K10,10
	K10,11
	

	11
	
	
	
	
	
	K11,6
	K11,7 +K11,7
	K11,8
	
	K11,10
	K11,11 +K11,11
	K11,12

	12
	
	
	
	
	
	
	K12,7
	K12,8
	
	
	K12,11
	K12,12


Учет граничных условий производится за счет вычерчивания строк и столбцов, относящихся к 1, 2, 4 узлам  (U1 = V1 = (1 = U2 = V2 = V4 = 0).

В результате размерность матрицы жесткости и, следовательно, порядок системы уравнений снизится до шести и само уравнение равновесия примет вид:
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 – вектор узловых неизвестных (в нашем случае, U3,U4,V3,(2,(3,(4)
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 – матрица жесткости всей системы
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 – вектор внешней нагрузки (в нашем случае Px3=0, Px4, Py3,M2, М3=0, М4=0)

Но здесь необходимо напомнить (см. начало раздела), что исключение известных значений из системы путём удаления соответствующих строк и столбцов матрицы жесткости – не единственный способ реализации граничных условий. 

Можно поступить иначе, приняв один из диагональных элементов матрицы жесткости, равный какой-либо большой величине, намного превышающей значения других элементов, этот прием имеет важное преимущество, позволяя сохранить исходную форму системы уравнений, и часто используется при формировании пакетов программ, разработанных на основе МКЭ.

-----------------------------------------------------------------------------------------------

Практическое занятие №5. «Последовательность решения задачи МКЭ»

Основные этапы МКЭ

Для лучшего понимания идеи  МКЭ сначала покажем основные этапы его применения на примере расчета  напряженно – деформированного состояния тела (решения задач механики сплошных сред), хотя это можно было бы сделать на примерах термодинамики, аэродинамики, электростатики и т.п. 

Задача механики сплошных сред чаще всего состоит в отыскании функции перемещений точек тела, которая в последствие даёт возможность определить деформации и напряжения  в окрестности этих точек. 

Специфика МКЭ наибольшим образом проявляется в первых четырёх этапах. 
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Первый этап состоит в разделении тела на небольшие элементы простой формы, соприкасающиеся в точках, которые называются узлами. Разделение на элементы можно выполнить множеством разных способов,  так как выбор размеров, формы и ориентации элементов целиком определяется представлениями инженера о том, как лучше всего решить задачу. Элементы плоского тела имеют обычно треугольную или четырехугольную форму, а элементы трехмерных тел - форму тетраэдров или гексаэдров. Те участки тела, для которых из физических соображений требуется получить более детальную информацию, разбиваются на большое число мелких элементов.
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Если физические свойства тела изменяются в точке или вдоль линии, то можно изменять форму, размеры или ориентацию элементов на этом участке тела.
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Второй этап применения МКЭ состоит в выборе и задании какой – либо  схемы интерполяции, позволяющей выразить неизвестную функцию (которую мы отыскиваем) - в нашем случае – функцию перемещения - в любой точке внутри элемента через значения перемещений в узлах. Обычно функция перемещений задается каким-либо простым полиномом или готовым простейшим решением для данного конечного элемента. В пределах каждого элемента для интерполяции значений перемещения используются полиномы с коэффициентами, определяемыми в процессе решения. 

Выбор выражений, аппроксимирующих перемещения, - один из наиболее ответственных моментов в общей процедуре МКЭ. Всегда желательно, чтобы этот выбор приводил к удовлетворению уравнениям равновесия и уравнениям совместности деформаций внутри объема каждого из конечных элементов и по линиям (граням) их стыковки.

Ограниченность числа степеней свободы для конечного элемента не позволяет удовлетворить всем этим условиям, а следовательно, и получить точное решение задачи.

На третьем этапе на основе зависимостей между перемещениями в узлах и деформациями  конечных элементов, между деформациями КЭ и напряжениями в КЭ вычисляются коэффициенты матриц жесткости каждого из КЭ. Зная соотношения между перемещениями, деформациями и напряжениями в каждом конечным элементе, строится матрица жесткости системы КЭ в целом.  При этом должны выполняться условия равенства   перемещений и деформации соприкасающихся элементов в точках (узлах) и по линиям соприкосновения КЭ между собой, а силы, действующие в узлах, должны составлять в сумме внешнюю силу, приложенную в той же точке. 

В результате получается система линейных уравнений вида:
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где  [image: image257.png][k]



 – известная матрица жесткости системы,
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 – вектор перемещений системы,
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 – вектор нагрузки.

Подчеркнем, что этой системой  можно пользоваться лишь при условии, когда принятые выраже​ния для компонентов перемещения удовлетворяют всем условиям сплошности, включая условия кинематической стыковки смежных конечных элементов. Получаемая при этом матрица жесткости называется совместной. 

К сожалению, часто об этом забывают, что приводит к получению так называемых несовместных матриц жесткости. Применение таких матриц жесткости в практических расчетах таит в себе большую опасность, поскольку, наряду с удовлетворительным результатом для одной задачи, возможно получение ошибочного решения для другой задачи.

Матрица жесткости [image: image263.png][k]



 полностью определяет жесткостные свойства системы составленной из  конечных элементов.

В случае произвольной деформации каждый из m узлов может иметь  n перемещений (например, по x и  y в плоском случае; по х, y и z - в объёмном). Поэтому матрица жесткости будет иметь размерность [image: image265.png]nmxnm



, а векторы деформации и силы – размерность [image: image267.png]nm



.
Некоторые значения перемещений определяются граничными условиями. Известные значения перемещений можно исключить из системы уравнений и тем самым понизить ее порядок. Можно поступить иначе, приняв один из диагональных элементов матрицы жесткости, равный какой-либо большой величине, намного превышающей значения других элементов, этот прием имеет важное преимущество, позволяя сохранить исходную форму системы уравнений, и часто используется при формировании пакетов программ, разработанных на основе МКЭ.

На четвертом этапе решается полученная система уравнений.

Прежде всего, отметим, что система уравнений содержит много нулевых элементов, так как не каждый узел принадлежит каждому элементу. Поскольку получается разреженная система уравнений, для ее решения удобно пользоваться методом последовательной верхней релаксации.

 Еще более  прогрессивный способ - упаковка разреженной матрицы. Последние методы будут рассмотрены в дальнейшем. 

В результате получают значения перемещений для всех узлов. 

На пятом этапе с помощью обычных уравнений теории упругости с использованием полученных значений перемещений в узлах и  выбранной схемы интерполяции перемещений в каждом КЭ находится  распределение напряжений и деформаций в каждом КЭ и тем самым на всём объекте.

 Из сказанного следует, что матричные методы позволяют лучше организовать подготовку программы и решение задачи. Поэтому матричная форма записи МКЭ является предпочтительной.

Универсальность МКЭ позволила разработать на его основе программы для ЭВМ, позволяющие решать самые разнообразные задачи.

-----------------------------------------------------------------------------------------------

Практическое занятие №6. «Фронтальный алгоритм»

Содержание занятия: объяснение идеи фронтального алгоритма, знакомство с реализацией фронтального алгоритма в САЕ «Sigma»
Фронтальный метод (выравнивание – выемка)


Данный метод является одним из наиболее эффективных методов формирования сетки. При использовании метода реализуются большие возможности контроля и управления построением при небольшом числе исходных данных.


Для двухмерных областей произвольного вида наиболее перспективным является треугольный элемент, поскольку треугольная сетка удовлетворительно аппроксимирует поверхности любой кривизны, не накладывает ограничений на размеры элементов и позволяет легко осуществить их контроль. Это предопределило выбор треугольного элемента в качестве базового при создании метода выравнивание-выемка.


Рассмотрим основные этапы этого метода.
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Плоская многосвязная область, подлежащая триангуляции, представляется в виде непересекающегося объединения односвязных базовых подобластей, граница которых состоит из непересекающегося объединения базовых линий.


Две (или более) базовых линий могут иметь общие концевые точки (узлы). Таким образом, простейшим элементом топологической модели плоского континуума является точка, которая определяется порядковым номером и координатами. Другим элементом является базовая линия, которая также имеет свой порядковый номер с указанием номеров, образующих ее базовых узлов. Базовая подобласть, в свою очередь имеет номер с указанием номеров ограничивающих базовых линий.


Описанная структура характеризует схему соединения областей.


Поскольку линию можно задавать несколькими определенным образом согласованными точками, целесообразно разработать шаблон или логические схемы преобразования множества исходных данных.

Рассмотрим базовые элементы трех типов: прямую, дугу окружности и квадратичную параболу.
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Прямолинейный элемент может быть образован, если известно положение начального и конечного базовых узлов с расположенными между ними промежуточными точками. Для получения неравностоящих промежуточных узлов можно задать их число и функцию, характеризующую вид разбиения линии.

Базовый параболический линейный элемент, подобно базовому элементу в форме дуги окружности, задается тремя базовыми узлами. Очевидно, что вид параболы зависит от выбора координатных осей. Для однозначного определения процедуры формирования параболического элемента первый и последний базовые узлы соединяют прямой, которая образует локальную ось OX ’.
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Средняя точка 0, соединяющей линии принимается за начало локальной оси y’ . Базовый параболический элемент в координатной системе x’Oy’ строится единственным образом и имеет симметричную форму. Разделение базового параболического элемента на несколько отрезков выполняют разбивкой соединяющей линии и проведением перпендикуляров к оси Оx’, которые пересекают параболу в запроектированных точках. Неравномерную разбивку производят аналогично. Если необходимо точно определить положение промежуточных узлов, используют численное интегрирование.
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Топологической модели плоского континуума соответствует непересекающееся объединение односвязных подобластей в форме многоугольников, аппроксимирующих базовые подобласти. 

На основании информации о сформулированных граничных узлах (узлах дискретизации линий) производится автоматическая триангуляция базовых подобластей. Сетка КЭ строится внутрь подобласти от базовых линий с учетом локальных свойств текущей границы.

Алгоритм метода характеризуется двумя способами формирования треугольных элементов.

1) выравнивание, т.е. уменьшение текущей границы;
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2) выемкой, т.е. построение нового узла текущей границы.


Применение конкретного способа образования КЭ определяется проверкой локальных свойств текущей границы в соответствии с рядом установленных критериев.

Основным моментом процесса триангуляции для одной из модификаций алгоритма является поиск минимального угла   ( , образованного двумя смежными отрезками прямых на текущей границе. Если  (1 ( 75о , то происходит формирование треугольного элемента способом выравнивания.
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В случае, когда эти углы отвечают требованиям регулярности сетки  (2 ( 30о  и (3 ( 30о, построение считается законченным.  

При (1 > 89о  или (2 < 30о   или (3 < 30о происходит формирование двух треугольных элементов способом выемки.
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Угол (1  делится на две равные части, а длина стороны ВД выбирается равной среднему арифметическому длин сторон АВ и ВС, умноженному на числовой коэффициент, который характеризует необходимую степень сгущения или разрежения сетки внутри базовой области.



В подобной ситуации можно использовать способ выравнивания. Тогда процесс триангуляции будет сопровождаться формированием отдельных элементов, не удовлетворяющих перечисленным ранее критериям, но такое построение не приведет к вырождению сетки.


В процессе работы алгоритма триангуляции количество построенных треугольных элементов (внутренних узлов) определяется:


1) количеством граничных узлов на базовых линиях;


2) законами распределения узлов на базовых линиях;


3) суммарной площадью базовых подобластей;


4) выбором определяющих критериев формирования треугольных элементов.


Вместе с тем, очевидно, что построение оптимальной сетки без учета функции плотности элементов невозможно.
------------------------------------------------------------------------------------------

Практическое занятие №7. «Алгоритм Рапперта»

Содержание занятия: объяснение идеи алгоритма Рапперта.
 Алгоритм Рапперта.

Снова напомним, что к сетке МКЭ предъявляется ряд основных требований. Во-первых, треугольники не должны быть сильно вытянутыми, т.к. наличие таких треугольников отрицательно сказывается на точности результатов расчета. Во-вторых, должен быть учтен характер работы конструкции и ее геометрия, т.е. в местах концентрации напряжений сетка должна сгущаться. Все эти требования учтены в алгоритме генерации треугольных иррациональных конечно-элементных сеток Рапперта. 

Этот алгоритм довольно новый, он был опубликован в 1994 году. Его разработал Джим Рапперт еще будучи студентом в рамках проекта, поддерживаемым NASA. Алгоритм адаптирован для метода конечных элементов и перечисленные выше требования, предъявляемые к конечно-элементным сеткам удовлетворяются автоматически. К его преимуществам можно отнести и то, что алгоритм легко параметризируется и управляется. 

Если говорить точнее, этот алгоритм не является алгоритмом генерации, а лишь алгоритмом улучшения качеств сетки (refinement). В нашем случае входными данными для него будут являться геометрия конструкции в виде замкнутых полигонов и первичное разбиение конструкции на треугольники. В этом пункте, при описании алгоритма, будем считать, что первоначальное разбиение уже создано. Более подробно на генерации первоначального разбиения мы остановимся ниже (см. п. 5). 

Терминология и алгоритм.

При описании своего алгоритма Рапперт вводит свою терминологию, которой будем придерживаться и мы. 

Элемент по смыслу совпадает с конечным элементом. Это элементарная часть пространства на множество которых мы хотим разбить более сложную область этого пространства. В нашем случае элементом является треугольник. 

Узел (node) — точка в которой сходятся грани и соприкасаются несколько элементов. В отличие от вершин элементов узел общий для всех соприкасающижся в одной точке элементов. 

Сегмент (segment) — это отрезок, соединяющий две соседние точки лежащие на границе области разбиения, другими словами этот отрезок принадлежит контурам области. 

Грань (edge) — это отрезок по которому граничат два соприкасающихся треугольника. Используя предыдущее определение можно сказать, что все множество отрезков, соединяющих вершины элементов, в любой момент работы алгоритма складывается из сегментов и граней. 

Включенная точка (encroached point) — любая вершина текущей сетки, которая находится внутри окружности, радиусом которой является любой сегмент. 

"Неправильный треугольник" (bad triangle) — это треугольник неудовлетворяющий глобальным условиям, которые накладываются на генерируемую сетку. 

Вытянутый треугольник (skinny triangle) — треугольник, имеющий одну сторону, намного отличающуюся от других двух. То есть треугольник слишком вытянут вдоль некоторой прямой. На критериях "вытянутости" мы остановимся ниже. 

Алгоритм опирается на две базовые процедуры: разбиение неправильного треугольника с введением нового узла и разбиение сегмента, принадлежащего границе области разбиения с введением нового узла. 

a) разбиение неправильного треугольника с введением нового узла

При разбиении неправильного треугольника происходит следующее: 

Вычисляются координаты центра окружности, описанной вокруг треугольника, подлежащего разбиению. 

В эту точку добавляется новый узел. 
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Удаляется треугольник, подлежащий разбиению и прилегающие и добавляются новые, как показано на рисунке 7-Р. 

b) разбиение сегмента, принадлежащего границе области разбиения с введением нового узла. 

Вторая базовая процедура состоит в следующем: 

Если в окружность, диаметром которой является сегмент, принадлежащий границе области разбиения попадает точка, не принадлежащая этому сегменту, то сегмент делится на две части. 
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Удаляется треугольник, которому принадлежал первоначальный сегмент и добавляются два новых треугольника (см. рис. 8-Р). 

Принцип работы алгоритма состоит в цикле определения "неправильных" треугольников, т.е. треугольников, не удовлетворяющих определенному критерию, и произведение над ним одной из базовых процедур. В оригинальном алгоритме, предложенным Джимом Раппертом используется один критерий — минимальный угол в треугольниках сетки. В каждом треугольнике сетки определяется минимальный угол и, затем, сравниваются минимальные углы для всех треугольников с целью нахождения минимального угла сетки. Другими словами, минимальный угол в сетке равен минимально возможному углу, образованному двумя сегментами, либо двумя гранями, либо сегментом и гранью, имеющими общий узел. 

Для задачи генерации конечно-элементной сетки этого критерия недостаточно, дело в том, что функции, значения которых мы хотим получить в узлах сетки, нелинейны, при этом они могут иметь области с большими значениями своих производных (области концентрации напряжений). При больших размерах конечного элемента, велик риск попросту упустить максимальные значения напряжений, поэтому был введен еще один критерий — условие максимальной площади треугольника. Сочетание этих двух ограничений гарантирует, что в сетке углы всех треугольников не менее значения, заданного пользователем, а площади всех треугольников не более другого значения, также задаваемого пользователем. 

Математически доказано, что критерий минимального угла автоматически обеспечивает сгущение сетки вблизи мелких подробностей: отверстий, углов, вырезов, т.е. концентраторов напряжений. А критерий максимальной площади является дополнительным, регулирующим размер треугольников.

 Введение этого критерия было необходимо для адаптации этого алгоритма к методу конечных элементов. Этот дополнительный критерий снижает «эффективность» получаемого разбиения, т.к. введением этого критерия мы ограничиваем площадь треугольников сверху, тем самым увеличивая количество треугольников в получаемой сетке. Но задав минимальную площадь треугольника достаточно большой, можно сделать так, что фактически будет работать только критерий минимального угла. 

Все описанные процедуры выполняются в определенной последовательности, они имеют разный приоритет. Общая схема работы алгоритма следующая: 

Производится поиск включенной (encroached) точки перебором всех точек и сегментов (только сегментов, но не граней). 

Если такая точка найдена то над сегментом, который включает ее выполняется процедура деления сегмента пополам и производится возврат на шаг 1. Если включенных точек не было найдено, то алгоритм переходит на следующий шаг. 

Производится поиск треугольника с минимальным углом. 

Если минимальный угол меньше заданного параметра, то над треугольником, его содержащем производится процедура деления и производится возврат на шаг 1. В противном случае происходит переход на следующий шаг. 

Производится поиск треугольника максимальной площадью. 

Если максимальная площадь больше заданного параметра, то над таким треугольником производится процедура деления и производится возврат на шаг 1. В противном случае происходит переход на следующий шаг. 

Все условия удовлетворены. Конец работы алгоритма 

Автор в своей работе приводит строгие математические доказательства, гарантирующие правильную работу алгоритма при минимальном угле α < 20°. 

-----------------------------------------------------------------------------------------------

Практическое занятие №8. «Алгоритм оптимизации сетки КЭ методом Делоне»

Содержание занятия: объяснение алгоритма Делоне, знакомство с реализацией алгоритма Делоне
.Алгоритмы оптимизации Делоне 
 Базовый алгоритм

Этот алгоритм – классический, часто используется для построения триангуляции Делоне (иногда его называют декрементным). 

Алгоритм содержит следующие операции:

выбор произвольной начальной точки;

поиск второй ближайшей точки, соединяющий точки отрезок является

исходной базой для дальнейших построений;

поиск в левой полуплоскости от базового отрезка точки, из которой

базовый отрезок виден под максимальным углом (если а левой полуплоскости нет точек, попытка повторяется для правой полуплоскости);

в дальнейшем в качестве базовых отрезков принимаются стороны

треугольников, которые не имеют сопряженных треугольников, поиск нужных вершин всегда ведется в левой полуплоскости относительно базового отрезка;

процесс продолжается до тех пор, пока вершинами треугольников не 

будут закреплены все точки исходного множества.

Алгоритм работает путем постоянного наращивания текущей триангуляции по одному треугольнику за один шаг. Вначале текущая триангуляция состоит из единственного ребра оболочки, по окончании работы алгоритма текущая триангуляция становится триангуляцией Делоне.

На каждой итерации алгоритм ищет новый треугольник, который подключается к границе текущей триангуляции.

Определение границы зависит от следующей схемы классификации ребер триангуляции Делоне относительно текущей триангуляции. Каждое ребро может быть спящим, живым или мертвым:

спящие ребра: ребро триангуляции Делоне является спящим, если она еще не было обнаружено алгоритмом; 

живые ребра: ребро живое, если оно обнаружено, но известна только одна примыкающая к нему область; 

мертвые ребра: ребро считается мертвым, если оно обнаружено и известны обе примыкающие к нему области. 

Вначале живым является единственное ребро, принадлежащее выпуклой оболочке — к нему примыкает неограниченная плоскость, а все остальные ребра спящие. По мере работы алгоритма ребра из спящих становятся живыми, затем мертвыми. Граница на каждом этапе состоит из набора живых ребер.

На каждой итерации выбирается любое одно из ребер е границы и оно подвергается обработке, заключающейся в поиске неизвестной области, ко торой принадлежит ребро е. Если эта область окажется треугольником f, определяемым концевыми точками ребра е и некоторой третьей вершинов v, то ребро е становится мертвым, поскольку теперь известны обе примыкающие к нему области. Каждое из двух других ребер треугольника t переводятся в следующее состояние: из спящего в живое или из живого в мертвое. Здесь вершина v будет называться сопряженной с ребром е. противном случае, если неизвестная область оказывается бесконечной плоскостью, то ребро е просто умирает. В этом случае ребро е не имеет сопряженной вершины.

Этот алгоритм для вычисления триангуляции Делоне по набору из n точек выполняется за время О(n2), поскольку при каждой итерации из границы исключается одно ребро. Поскольку каждое ребро исключается из границы только однажды — каждое ребро относится к границе однажды и затем исключается из нее, никогда не возвращаясь — число итераций равно числу ребер в триангуляции Делоне. Согласно теореме о триангуляции набор точек любая триангуляция содержит не более, чем О(n) ребер, поэтому алгоритм выполняет О(n) итераций. Поскольку на каждую итерацию тратится время О(n), то полностью алгоритм выполняется за время О(n2). 

На рис. 5-Д показана работа алгоритма, где действие происходит сверху вниз и слева направо. Граница на каждом этапе выделена толстой линией.
Недостатки алгоритма:

алгоритм использует постоянно вычисляемые тригонометрические 

функции, что резко замедляет процесс;

при исследовании взаимоотношения точек и базового отрезка возникают очень малые (и исчезающе малые) углы, и при использовании тригонометрических функций постоянно появляется опасность исчезновения порядка и деления на 0 в связи с ограниченной точностью представлений данных в компьютере, эта ситуация требует постоянной дополнительной обработки.
Инкрементный алгоритм.

Этот алгоритм считается гораздо более эффективным, чем предыдущий.
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Схема алгоритма следующая:

1. Вначале делается любая произвольная триангуляция на заданном множестве точек.

2. Полученная триангуляция превращается в триангуляцию Делоне. Для этого:

· последовательно для каждой точки выбирается гнездо треугольников,

· имеющих эту точку в качестве общей вершины;

· для каждого из треугольников гнезда (последовательным обхождением

· вокруг центральной вершины, скажем, по часовой стрелке) находится сопряженный треугольник, расположенный против этой центральной вершины;

· каждая полученная пара треугольников исследуется на соответствие требованиям теоремы Делоне и, если нужного соответствия нет, выполняется флип  общей стороны треугольников с получением двух новых треугольников взамен старых.

Флипом называется операция переброски диагонали выпуклого четырехугольника, т.е. если у четырехугольника ABCD разбитого диагональю BD на два треугольника, удалить эту диагональ и заменить ее на AC, то получится другая триангуляция четырехугольника (рис.6-Д).
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Практическое занятие №9. «Алгоритмы упорядочения матриц»
Содержание занятия: введение в проблему, алгоритмы упорядочения и алгоритм Гиббсона.
Определение начального узла


Цель состоит в том, чтобы найти пару узлов, удаленных друг от друга на максимальное или почти максимальное расстояние. Значительный практический опыт свидетельствует, что такие узлы хороши в качестве начальных для нескольких алгоритмов упорядочения, в том числе для алгоритма RCM (Reverse Cuthill-McKee)


Расстояние d(x,y) между двумя узлами x и y связного графа G=(X,E) есть  просто длина кратчайшего пути, соединяющего эти узлы.


Эксцентриситет узла Х: 
e(x)=max{d(x,y), где y(X}


Диаметр графа G:
((G)=max{e(x),   x(X}

или эквивалентно: 
((G)=max{d(x,y),   x,y(X}


Узел x(X  называется периферийным, если эксцентриситет равен диаметру графа, т.е. если e(x)= ((G).

Пример графа:

При этом периферийные узлы X2, X5, X7.


Таким образом, наша цель состоит в описании эвристического эффективного алгоритма для определения узлов с большим эксцентриситетом.


Подчеркнем, что алгоритм не дает гарантии, что будет найден периферийный узел или хотя бы узел, близкий к периферийному. Тем не менее получаемые узлы , как правило, имеют большой эксцентриситет и являются хорошими начальными значениями для использующих их алгоритмов.

Основной конструкцией алгоритма является корневая структура уровней 



Алгоритм принадлежит Гиббсону и соавторам (1976г.)


Шаг 1. инициализация: выбрать в Х произвольный узел r.


Шаг 2. построение структуры уровней:

а) построить структуру уровней с корнем в  r   .

б) определить e(r).


Шаг 3. стягивание последнего уровня: выбрать в последнем уровне узел Х с минимальной степенью.


Шаг 4. построение структуры уровней:

а) построить структуру уровней с корнем в Х.

б) если e(x) > e(r),  положить  r ( x и перейти к шагу 3.


Шаг 5 (финиш). Узел Х является псевдопериферийным.


Для построения структуры уровней  возьмем в качестве начального узел 10.


Выбираем в последнем уровне узел 5 с минимальной степенью (могли бы взять узел 3) и снова строим структуру уровней..


Строим структуру уровней от узла 3.


Таким образом, судя по эксцентриситету в качестве периферийных могут выступать узлы 3,5 и 8.
Мы уже убедились ранее, что перенумерация, производимая от узла 3 привела к профилю, равному 18. Применим алгоритм RCM, начиная от узла 8.
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Стержень работает на растяжение и сжатие и имеет две степени свободы u и v в каждом узле. Под степенью свободы узла понимается перемещение узла относительно глобальной системы координат. Степени свободы узлов соответствуют неизвестным в матрице уравнений.
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Разделение объекта на простые элементы (КЭ)





2. Задание в каждом КЭ формулы интерполяции неизвестной функции (например, перемещений)





3. Получение матриц жесткости КЭ и системы в целом для формирования разрешающей  системы уравнений





4. Решение системы уравнений и получение значений неизвестных в узлах интерполяции.





5. Вычисление   искомых величин – целей расчета (например, деформаций, напряжений), используя  полученные значения неизвестных в узлах и  формул ы интерполяции.
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Таким образом, контур базовых подобластей представляется в виде непересекающегося объединения прямолинейных элементов, концевыми узлами которых является упорядоченная совокупность узлов дискретизации базовых линий
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Если 75о ( ( ( 89о , то выполняется проверка двух других углов (2 ,  (3  треугольного элемента, построенного способом выравнивания.
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Способ выемки не исключает возможности выхода вновь образованного узла за пределы текущей границы.
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Рис. 7-Р: Разбиение "неправильного" треугольника





�





Рис. 8-Р: Разбиение "неправильного" сегмента посередине и добавление двух новых треугольников





�





Рис. 5-Д: Наращивание триангуляции Делоне. Ребра, входящие в состав границы, выделены толстой линией





Рис. 6-Д.  Перестройка триангуляции флипами
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Применим этот


алгоритм для


рассмотренной ранее структуры
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 Профиль стал 


также 18
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