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МОДЕЛИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН 

В УПРУГИХ СРЕДАХ
Введение. Нелинейные упругие модели деформируемых твердых тел получили широкое распространение как в сфере фундаментальных исследований [1, 2], так и в области их приложений к решению задач механики эластомеров, биомеханики, механики грунтов [3]. Как известно [1], такие модели могут учитывать как геометрическую нелинейность путем использования различных мер конечных деформаций, так и «физическую» нелинейность поведения реальных материалов, когда закон связи между напряжениями и деформациями отличается от линейного (квазилинейного). 
Для изотропного материала линейная упругость описывается с помощью двух констант материала. В случае нелинейной связи между напряжениями и деформациями количество материальных констант для изотропного материала может увеличиваться. Например, известная модель Мурнагана [4] содержит пять констант упругости: две второго порядка и три третьего порядка. Возникает вопрос о достоверном экспериментальном определении этих констант нелинейной упругости. Методы определения констант можно разделить на статические (квазистатические) и динамические. К статическим экспериментам относят макромеханические эксперименты по однородному деформированию специальным образом подготовленных образцов (растяжение, сжатие, изгиб, кручение цилиндрических, призматических или плоских образцов). Преимущество таких экспериментов заключается в доступности требующегося оборудования и отработанности методики их проведения. Существенным недостатком этих экспериментов является невозможность достижения в таких опытах больших деформаций из-за потери ими устойчивости или появления неоднородности напряженно-деформированного состояния. 

Макромеханические эксперименты могут проводиться при создании в образцах заведомо неоднородного напряженно-деформированного состояния, например, при кручении сплошных цилиндров [2, 5] или индентировании [6, 7]. Опыты по индентированию получили в последнее время широкое распространение благодаря относительной простоте постановки эксперимента и возможности осуществления опытов с образцами, обладающими малым представительным объемом. В таких опытах большие деформации достигаются без потери устойчивости, однако обработка этих экспериментов предполагает построение сложной математической модели процесса (часто численной) и решение обратных задач [6, 7].

К динамическим методам определения постоянных упругости относятся эксперименты, связанные с прохождением через образец из рассматриваемого материала звуковых волн. Такой подход хорошо известен и широко применяется [8-13], в том числе для определения свойств горных пород [3].
Основные соотношения модели Генки-Мурнагана. Одной из наиболее широко используемой моделью нелинейно упругого материала является модель Мурнагана [4], в которой постулировано существование упругого потенциала, в качестве которого используется удельная элементарная потенциальная энергия деформаций. В терминах тензора деформаций Коши-Грина 
[image: image1.wmf]ε

 выражение для удельной потенциальной энергии деформаций для модели Мурнагана имеет вид [15, 16]
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где 
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 – константы упругости Ламе, 
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 – константы упругости третьего порядка, 
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 – алгебраические инварианты тензора деформаций Коши-Грина.

Если обозначить 
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, то выражение (1.1) принимает вид
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где 
[image: image10.wmf]l
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, 
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 – константы Мурнагана.

В работах [6, 7, 14] была предложена модель нелинейно упругого материала, названная моделью Генки-Мурнагана, в которой удельная потенциальная энергия деформаций записывается через инварианты тензора логарифмических деформаций Генки 
[image: image13.wmf]Г

 в виде, аналогичном (1)
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где 
[image: image15.wmf](
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 – алгебраические инварианты тензора деформаций Генки.

В рассматриваемых моделях рассматриваются тензоры напряжений: 
[image: image16.wmf]T

, второй тензор Пиолы-Кирхгоффа, и 
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, обобщенный «повернутый» тензор напряжений, связанные с тензором истинных напряжений Коши 
[image: image18.wmf]S

. Тензоры 
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 и 
[image: image20.wmf]R
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 являются энергетически сопряженными с тензорами деформаций Коши-Грина 
[image: image21.wmf]ε

 и Генки 
[image: image22.wmf]Г

 соответственно. Для гиперупругих материалов эти тензоры определяются по выражениям (1) и (2):
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В работах [1, 6, 7, 14] было показано, что выражения (1) и (2) формально могут быть записаны в виде:
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где тензоры четвертого ранга N и шестого ранга L имеют компоненты (в ортонормированном базисе 
[image: image27.wmf]i

e

), выражающиеся через упругие постоянные второго и третьего порядков соответственно:
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(остальные нули).

В работе [17] было предложено тензоры N и L представлять разложениями по базисным тензорам 
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 и 
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, где 
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, построенным по тензорам канонического базиса А.А. Ильюшина:
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Такие представления для изотропного материала имеют вид:


[image: image46.wmf](

)

001122334455

32

KG

=+++++

NIIIIII

,                                          (6)

где 
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 и G – модуль объемной упругости и модуль сдвига соответственно;
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а выражение для удельной потенциальной энергии деформаций в соответствии с (4) может быть представлено через естественные инварианты тензора Генки в виде:
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где естественные инварианты 
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 – интенсивность формоизменения, и угол вида деформированного состояния 
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, который определяется из соотношения  
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 – девиатор тензора Генки.

Константы, входящие в соотношения (6) – (8), связаны с константами упругости третьего порядка 
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 и константами Мурнагана 
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 соотношениями:
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Связь между тензорами напряжений и деформаций получим, используя соотношения (3) и (4):
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Соотношение (10) с учетом разложений (6) и (7) может быть представлено в виде
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где 
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 –  материальные функции: 
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 определяется как девиатор тензора 
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Идентификация модели (11) состоит в определении входящих в эти соотношения констант материала 
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. В отличие от работ [6, 7], предлагается для этого использовать динамический метод, предварительно установив связь между скоростями распространения упругих волн и упругими константами.

Уравнение распространения звуковых волн в нелинейно упругом теле. Общие принципы решения задачи о распространении волн в нелинейно упругих телах заложены в работе [1]. В работе [3] отмечается, что опыт применения динамического метода к определению упругих постоянных грунтов показывает, что наиболее достоверные результаты решения задачи о распространении упругих волн получаются «в случаях использования теории больших начальных деформаций и учета изменения расстояния в формах упругих колебаний». В связи с этим при выводе уравнения распространения волн в нелинейно упругой среде будем исходить из того, что среда до возникновения в ней волнового поля подвержена конечным деформациям, которые моделируются соотношениями модели Генки-Мурнагана.

Будем считать, что в нелинейно упругом образце в начальный момент времени 
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 отсутствуют деформации и напряжения, а к моменту времени 
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 создано однородное напряженно-деформированное состояние, которому соответствует поле перемещений 
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, вычисляемых по соотношениям (10). Будем рассматривать процессы деформаций, в которых главные оси тензора Генки совпадают с одними и теми же материальными волокнами, тогда тензор напряжений 
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 связан с тензором истинных напряжений соотношением  
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, поэтому тензор истинных напряжений
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Переход от момента времени 
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 к моменту 
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 считаем квазистатическим, так что напряжения 
[image: image84.wmf](1)

S

 удовлетворяют уравнениям равновесия 
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В момент времени 
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 в образце возбуждается плоская звуковая волна с полем перемещений
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где А – амплитуда, 
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 – вектор поляризации, 
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 – длина волны, 
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В момент времени 
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 поле перемещений определяется выражением 
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Считаем, что деформации, определяемые полем перемещений (12), малы, так что 
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При 
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 поле напряжений определяется в соответствии с (12) и (14) 
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В последнем выражении первые два слагаемых совпадают с (12), четвертое и пятое слагаемые равны в силу внутренней симметрии тензора L, а шестое слагаемое имеет более высокий порядок малости по сравнению с 
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, и им можно пренебречь. В соответствии с этим напряжения определяются выражением
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где 
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 – плотность материала в моменты времени 
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Используя представление тензора 
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 в виде (6) и 
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 в виде (7), получим
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где обозначено 
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  Запишем уравнения движения при отсутствии массовых сил: 
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поскольку 
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В силу принятого допущения (15) о малости деформаций, появляющихся вследствие прохождения звуковой волны, найдем выражение для 
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Вычислим дивергенцию в левой части (18). Легко показать, что в силу внутренней симметрии тензора обобщенной жесткости 
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, тогда левая часть уравнений движения (18) может быть представлена в виде 
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. Учитывая, что 
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, запишем уравнение (18) в виде
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Обозначим 
[image: image122.wmf]()

n

nn

××=

CA

r

rr

. Тензор 
[image: image123.wmf]()

n

A

r

 называют акустическим тензором. В соответствии с представлением (17) для тензора обобщенной жесткости выпишем выражения для компонент акустического тензора, определенных в главных осях тензора деформаций 
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В формулах (21) все компоненты тензора 
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 получаются путем круговой перестановки индексов 
[image: image129.wmf],,1,2,3

ijk

=

. Отметим также, что тензор 
[image: image130.wmf]()

n

A

r

 зависит не только от материальных констант 
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Уравнение распространения волны получим из (20) в виде, совпадающем по форме с соотношением, приведенным в [1]:
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Из уравнения (22) следует, что вектор поляризации звуковой волны является собственным вектором, а 
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 – собственным значением акустического тензора 
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. Для определения фазовых скоростей распространения волн следует задать тензор предварительных деформаций 
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 и направление волнового вектора, вычислить компоненты акустического тензора (21), и решить задачу об определении его собственных значений. Найденные фазовые скорости будут выражены через константы модели. Выбирая различные предварительные состояния и различные направления распространения волн, можно получить достаточное количество соотношений для определения констант.

Главные волны. В [1] главными волнами названы упругие волны, волновая нормаль которых совпадает с одной из главных осей тензора напряжений (деформаций). В этом случае вычисление фазовых скоростей значительно упрощается. Рассмотрим два частных случая предварительного деформирования: чисто объемное сжатие и растяжение-сжатие в двух взаимно-перпендикулярных направлениях. В первом из этих случаев в качестве главных осей тензора деформаций может быть взята любая ортонормированная тройка векторов, а во втором – векторы, в направлении которых производится растяжение и сжатие, и вектор, им перпендикулярный. 

Пусть предварительным напряженно-деформированным состоянием образца является чисто объемное деформирование. В этом случае все три главных значения тензора деформаций равны 
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, ненулевыми оказываются только диагональные компоненты акустического тензора (21). Задача об определении его собственных значений решается тривиально. Тогда фазовые скорости звуковых волн определятся следующими соотношениями:

для продольной волны 
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Измерения скоростей распространения волн при таком предварительном деформировании не позволит определить все константы модели, так как соотношения (23) не содержат константу 
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Рассмотрим в качестве предварительного деформированного состояния двухосное растяжение-сжатие.  При таком предварительном состоянии тензор деформаций в главных осях имеет представление 
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для продольной волны    
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     для поперечных волн   
[image: image151.wmf]2

(2)2

0(2)

2

0(3)3

(3)3

,

,

0,5.

сG

сGC

r

r

=

ü

=

ï

ý

=+G

=

ï

þ

pe

pe

                                               (24)

Если волновая нормаль направлена вдоль второго главного направления, т.е. 
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     для поперечных волн   
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Если волновая нормаль 
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, то скорости распространения волн определяются выражениями

для продольной волны    
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     для поперечных волн   
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Отметим, что в последнем случае скорость распространения продольной волны не зависит от предварительных деформаций, а в случаях (24) и (25) от достигнутых деформаций не зависит скорость распространения одной из поперечных волн. По величине эти скорости равны скоростям распространения волн в линейно упругом материале без предварительных деформаций. Измерение скоростей распространения продольных и поперечных волн при рассмотренном предварительном деформированном состоянии также не позволяет идентифицировать модель, т.к. соотношения (24) – (25) не содержат константу 
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Идентификация модели Генки-Мурнагана в опыте на одноосное сжатие. Рассмотрим главные волны в задаче об одноосном сжатии. В работе [13] предложена схема эксперимента на одноосное сжатие, в соответствии с которой в предварительно сжатом стержне, рабочая часть которого имеет поперечное сечение в форме квадрата, распространяются волны в направлении оси стержня и в перпендикулярном направлении. Материал стержня – полиамид 6 (Ertalon). Результатами исследования являются экспериментальные кривые зависимости скоростей распространения продольных и поперечных волн от величины предварительного сжатия. Величина максимальной деформации сжатия в экспериментах составляла 0,02. Для рассмотренного материала по результатам экспериментов определены упругие константы материала: 
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При одноосном сжатии тензор истинных напряжений имеет вид 
[image: image167.wmf]1111

S

=

See

, тензор деформаций 
[image: image168.wmf](

)

(1)

11122233

=G+G+

Γeeeeee

. Связь между напряжениями и деформациями определяется соотношением (10). Продольные деформации 
[image: image169.wmf]1

Гln

l

=

, где 
[image: image170.wmf]l

 – удлинение вдоль оси стержня. Поперечные деформации 
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где комбинации нелинейных упругих констант 
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 обозначены следующим образом: 
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Рассмотрим волну, распространяющуюся вдоль оси сжимаемого стержня, с вектором волновой нормали 
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для продольной волны    
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для поперечных волн   
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Если волна распространяется перпендикулярно оси сжимаемого стержня, с вектором волновой нормали 
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для продольной волны   
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     для поперечных волн   
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Однако в экспериментах измеряется так называемая эффективная скорость распространения волны 
[image: image189.wmf]0

ijij

L

Wc

L

=

 [11], в выражении для которой учитывается изменение размера образца в направлении распространения волны. Отметим, что в обозначении скорости первый индекс означает направление волновой нормали, а второй индекс – направление вектора поляризации.

Пять соотношений (28), (29) позволяют определить все пять констант модели по измеренным в эксперименте величинам эффективных скоростей распространения волн. Для рассматриваемого материала стержня (Ertalon) константы модели принимают значения 
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На рисунке 1 приведены графики изменения эффективной скорости продольной и поперечной волн, распространяющихся вдоль оси стержня. На рисунке 2 приведены зависимости эффективных скоростей продольной и поперечных волн, распространяющихся перпендикулярно оси сжимаемого стержня. На графиках аргументом является величина 
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, характеризующая величину деформаций сжатия.  На этих рисунках для сравнения приведены эффективные скорости распространения волн 
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, определенные по модели Мурнагана (1), когда в качестве меры деформаций используется тензор Коши-Грина. При одинаковых значениях констант отличия между скоростями 
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 и 
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, определенными по различным потенциалам, становятся существенными при деформациях порядка 10%.

Сопоставление результатов расчетов с опытными данными, приведенными в [13], затруднительно, поскольку в этой работе деформации не превышают 2%, а относительное изменение фазовой скорости не превышает 1% от величин, определяемых линейной теорией упругости. Однако приведенные на рисунках зависимости эффективных скоростей распространения продольных и поперечных волн качественно подтверждают экспериментальный факт, приведенный в работе [3]. В этой работе отмечается, что с ростом степени сжатия фазовая скорость продольной волны, распространяющейся в направлении сжатия, возрастает (см. рис. 1).
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	Рис. 1. Эффективные скорости распространения волн вдоль оси стержня
	Рис. 2. Эффективные скорости распространения волн в поперечном направлении 


Рассмотрим, как изменяется волновая скорость при изменении направления волнового вектора при различных видах предварительных деформаций. В качестве предварительных рассмотрим деформации, в которых тензор деформаций представляется в виде: 
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, где 
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. Отметим, что тензор деформаций 
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 соответствует процессу растяжения стержня, а коэффициент поперечных деформаций 
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 полагается постоянным, что является ошибочным при учете геометрической и физической нелинейностей материала. В нашей работе коэффициент поперечных деформаций определяется отношением 
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 и в соответствии с (27) является функцией деформаций растяжения. 

На рисунках 3-5 приведены полярные диаграммы изменения продольных и поперечных скоростей при различных видах предварительных деформаций. При расчетах использовались константы материала (Ertalon). На графиках показаны фазовые скорости, отнесенные к скоростям распространения продольных и поперечных волн в недеформированном материале 
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, как функции угла, определяющего ориентацию волнового вектора в плоскости 
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. На графиках разным цветом обозначены кривые, соответствующие различным степеням предварительных деформаций (красные кривые соответствуют значению 
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Рисунок 3 Полярные диаграммы волновых скоростей при предварительной деформации 
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Рисунок 4 Полярные диаграммы волновых скоростей при предварительной деформации 
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Рисунок 5 Полярные диаграммы волновых скоростей при предварительной деформации 
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Приведенные диаграммы показывают, что при чисто объемном сжатии материал сохраняет изотропию свойств, а скорости распространения продольных и поперечных волн возрастают. При предварительных деформациях, задаваемых тензорами 
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 и 
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Γ

, формоизменение приводит к анизотропии упругих свойств, проявляющейся в зависимости волновых скоростей от угла ориентации волнового вектора относительно главных осей предварительных деформаций. С ростом предварительных деформаций этот эффект усиливается.

Выводы. В работе в инвариантной форме получено уравнение распространение акустических волн и выписано выражение для акустического тензора, соответствующего модели нелинейной упругости Генки-Мурнагана. Рассмотрены возможные программы определения констант модели по величинам скоростей распространения продольных и поперечных волн, возбуждаемых в образцах с различными предварительными деформациями. Показано, что все пять констант модели можно определить из динамических экспериментов, если в образце создать предварительное объемное деформирование и деформации растяжения-сжатия в двух взаимно-перпендикулярных направлениях. Другой вариант идентификации материала состоит в определении констант модели из опыта на одноосное растяжение образца с поперечным сечением в форме квадрата. Сравнение результатов расчетов фазовых скоростей распространения волн по моделям Генки-Мурнагана и Мурнагана показало, что до деформаций 10% эти результаты практически совпадают.
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