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Лабораторная работа № 1
Модели на основе однофакторного эксперимента
Введение
Методы математической статистики дают возможность представить множество результатов наблюдения в компактном, удобном для обозрения виде. Они позволяют выделить существенную информацию из множества наблюдений. В случае недостатка данных, методы математической статистики позволяют ответить на вопрос, как поставить добавочный эксперимент, чтобы в максимальной степени облегчить работу исследователя, как по постановке эксперимента, так и по последующей обработке экспериментальных данных.

1.1. Задача регрессионного анализа
Важное практическое значение имеет следующая задача. Имеется k переменных x1, ..., xk и зависящая от них величина y. Сами переменные могут быть и не случайными, и мы можем при желании задавать их значения по своему усмотрению. Однако на величину y влияют и другие, не поддающиеся точному контролю и наблюдению факторы, благодаря чему величина y носит случайный характер. Нас интересуют методы экспериментального определения влияния переменных x1, ..., xk на величину y.
Будем считать величины x1, ..., xk, которые принято называть факторами, входными величинами некоторого технологического процесса, а величину y будем рассматривать как выходную величину (результат) технологического процесса, что схематически может быть изображено в виде структурной схемы (рис. 1.1).
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Рис. 1.1. Структурная схема технологического процесса


Величина y будет состоять из детерминированной [image: image2.wmf])
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, обусловленной влиянием и изменением факторов x1, ..., xk, и составляющей s, обусловленной действием случайных факторов   

y =  f (x1, ..., xk) + s               (1.1)

Составляющую s будем считать случайной величиной, имеющей нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием. В этом случае детерминированная составляющая f(x1, ..., xk) будет представлять собой условное математическое ожидание значения y при данных значениях факторов x1, ..., xk, т. е.

f(x1 ,..., xk) = M(y| x1, ..., xk |) = [image: image3.wmf]y

(x1, ..., xk) = [image: image4.wmf]y

(x)                  (1.2) 

Здесь x=(x1, ..., xk) представляет собой вектор значений входных переменных, который может рассматриваться как точка в k – мерном пространстве переменных x1, ..., xk , называемом в дальнейшем факторным пространством.

Целью дальнейшего рассмотрения является определение по данным эксперимента вида зависимости (1.2), которая представляет собой некоторую поверхность в факторном пространстве, называемую поверхностью отклика.

Для дальнейшего анализа удобно функцию f(x1, ..., xk) вблизи рабочей точки разложить в ряд Тейлора. Ограничиваясь конечным числом членов разложения, приходим к представлению функции отклика полиномом конечной степени

[image: image5.wmf]y

(x) = b0 + bi xi + bii xi2+ bi+j xi xj + …                                (1.3) 

Уравнение такого вида получило название уравнения регрессии, и входящие в него коэффициенты bi называются коэффициентами регрессии. Задача регрессионного анализа состоит в экспериментальном определении коэффициентов регрессии путем наблюдения за характером изменения входных переменных x1, ..., xk и выходной переменной y. Этой цели могут служить методы активного и пассивного эксперимента.

Пассивный эксперимент основан на регистрации контролируемых параметров в процессе нормальной работы объекта без внесения каких-либо преднамеренных возмущений. Активный эксперимент основан на использовании искусственных возмущений, вводимых в объект по заранее спланированной программе. Каждый из этих способов имеет свои достоинства и недостатки.

При активном эксперименте введение искусственных возмущений позволяет целенаправленно и быстро вскрывать нужные зависимости между параметрами, нащупывать области оптимального режима работы. Однако, введение искусственных возмущений может привести к нарушению нормального хода технологического процесса.

При пассивном эксперименте вмешательства в ход производственного процесса не происходит и экспериментатор просто ожидает естественного проявления интересующих его закономерностей, что значительно удлиняет время эксперимента. При этом математическое описание получается лишь для области, близкой к рабочей точке объекта, которая может значительно отличаться от оптимального режима.

При ограниченном числе экспериментов невозможно осуществить точное коэффициентов регрессии bi и приходится ограничиваться определением оценок bi = Bi этих коэффициентов. При этом вместо уравнения (1.3) получиться уравнение регрессии вида 

y = bi i,                                                           (1.4)

определяющее оценку математического ожидания y(x).

Уравнение (1.4) имеет k + 1 неизвестных коэффициентов регрессии. Для их определения проводится серия экспериментов, в каждом из которых измеряются значения всех входных и выходных величин. Общее число экспериментов N должно быть не меньше числа неизвестных коэффициентов регрессии.

1.2. Математическая модель однофакторного эксперимента
Задача поиска математической модели для случая однофакторного эксперимента является задачей однофакторного регрессионного анализа и сводится к аппроксимации экспериментальных данных, полученных при исследовании объекта с одним входом и одним выходом, уравнением вида

Q = Q(x, A0, A1, A2, …, Am).

Особенности проведения эксперимента и характер разброса экспериментальных точек пояснен на рис. 1.2. Это - план опыта, где x1, x2, …, x3 – точки, в которых проводится опыт. Иногда эти точки называют факторами. Количество опытов ni в каждой точке разное, а общее количество опытов N =[image: image6.wmf]å
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, где i – номер уровня, j – номер опыта, yij – значения выходных параметров, полученных при измерении для j-го опыта и i-го уровня.

По этому числовому материалу нужно подобрать математическую модель. Для подбора моделей наиболее часто используют два приема: вероятностный и метод наименьших квадратов (геометрический). В данной работе речь пойдет только о первом. В его основе лежит принцип максимального правдоподобия.

	[image: image7.wmf]
Рис. 1.2


В качестве оценок моделей (регрессионных коэффициентов) A0, A1, A2, …, Am выбираются такие числа, при которых вероятность получения экспериментальных результатов была бы наибольшей

P(y11, y12, …,  ynk) → max

Будем предполагать, что yij статически попарно независимы, закон распределения этих случайных величин нормальный, и ищется математическая модель вида
Q = A0 + A1x.

Тогда для нормального закона можно записать:
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 называют функцией максимального правдоподобия. Варьируя величины A0, A1 и ищут максимум этой функции. С этой целью образуют систему уравнений  
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Решая систему любым численным методом на ЭВМ, получают коэффициент уравнения. Для нашего простейшего случая поиска линейной модели коэффициенты выводятся классически:
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В этих формулах для упрощения выкладок при выводе и записи их в более компактном виде проведена замена [image: image13.wmf]i
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Формулы для [image: image17.wmf]0
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 дают их значения в кодированном виде. Для расчетов коэффициентов в натуральном виде используют уравнение:
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1.3. Описание практической части работы.
1.3.1. Цели и задачи лабораторной работы.
Введение в регрессионный анализ, знакомство с основными понятиями и задачами регрессионного анализа;

Построение математической модели однофакторного эксперимента;

Реализация поиска регрессионных коэффициентов для математической модели с помощью программы FACT.SPO, разработанной на языке Basic.

1.3.2. Порядок проведения работы и оборудование.
Приступая к выполнению лабораторной работы, необходимо ознакомиться с теоретическим введением, уяснить механизм вычисления коэффициентов регрессии. С помощью распечатки рабочей программы требуется выяснить, какие величины являются входными для данной программы, и подготовить их для работы. 

Работа с программой проводится только под наблюдением преподавателя или оператора ЭВМ в лаборатории 2-112 на вычислительных машинах 
	№
	Наименование
	Инв. номер
	Год вып.

	1
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 348-1
	2013

	2
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 349-1
	2013

	3
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 350-1
	2013

	4
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 351-1
	2013

	5
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 352-1
	2013

	6
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 353-1
	2013

	7
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 354-1
	2013

	8
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 355-1
	2013

	9
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 356-1
	2013

	10
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 357-1
	2013

	11
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 358-1
	2013

	12
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 359-1
	2013

	13
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 360-1
	2013

	14
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 361-1
	2013

	15
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 362-1
	2013


Запуск программы осуществляется командой RUN FACT1.SAV.После сообщения о готовности к работе на запрос программы вводятся все требуемые входные величины.

Результаты вычислений, выдаваемые на экран, необходимо перенести в лабораторный журнал, оформив отчет по лабораторной работе.
Варианты заданий для лабораторной работы по нахождению коэффициентов регрессии математической модели приведены в таблице.

	Таблица 1 



	Вариант 1
	Вариант 2

	x
	2
	5
	10
	15
	20
	x
	2
	5
	10
	15
	20

	y
	0,05
	0,07
	0,12
	0,15
	0,2
	y
	0,08
	0,1
	0,14
	0,16
	0,22

	Вариант 3
	Вариант 4

	x
	2
	5
	10
	20
	30
	x
	2
	5
	10
	20
	30

	y
	0.11
	0.13
	0.13
	0.14
	0.14
	y
	0.12
	0.12
	0.12
	0.13
	0.137

	Вариант 5
	Вариант 6

	x
	2
	5
	10
	20
	30
	x
	5
	10
	20
	30
	40

	y
	0.11
	0.125
	0.125
	0.13
	0.14
	y
	0,1
	0,11
	0,16
	0,21
	0,26

	Вариант 7
	Вариант 8

	x
	5
	10
	20
	30
	40
	x
	5
	10
	20
	30
	40

	y
	0.15
	0.155
	0.165
	0.212
	0.27
	y
	0.145
	0.15
	0.16
	0.205
	0.265

	Вариант 9
	Вариант 10

	x
	5
	10
	20
	30
	40
	x
	5
	10
	20
	30
	40

	y
	0.14
	0.125
	0.15
	0.2
	0.24
	y
	0.13
	0.133
	0.14
	0.21
	0.245

	Вариант 11
	Вариант 12

	x
	5
	10
	20
	30
	40
	x
	2
	5
	10
	15
	20

	y
	0.11
	0.12
	0.16
	0.22
	0.25
	y
	0.08
	0.1
	0.33
	0.6
	0.97

	Вариант 13
	Вариант 14

	x
	2
	5
	10
	15
	20
	x
	2
	5
	10
	15
	20

	y
	0.035
	0.15
	0.3
	0.65
	0.98
	y
	0.075
	0.16
	0.4
	0.5
	0.8


Отчет по лабораторной работе должен содержать краткую теорию регрессионного анализа, способы построения математической модели однофакторного эксперимента. С помощью вычисленных регрессионных коэффициентов необходимо записать математическую модель, аппроксимируя исходные экспериментальные данные.

1.4. Контрольные вопросы

1. Каковы задачи регрессионного анализа?

2. Что собой представляет поверхность отклика?

3. В чем различия активного и пассивного экспериментов?

4. Что изображается на плане проведения однофакторного эксперимента?

5. Каковы приемы подбора математических моделей, какой из них используется в данной работе?

Лабораторная работа №2
Нелинейная параболическая регрессия
Введение
При обработке результатов эксперимента часто возникает задача построения эмпирической формулы, дающей аналитическое выражение зависимости, заданной таблицей. 

Для этого можно воспользоваться интерполяционными полиномами, позволяющими найти такой полином, при котором экспериментальные и расчетные значения функций в заданных точках полностью совпадают. Но такая аппроксимация не нужна, так как содержит случайные погрешности системы, отчего получается громоздкой и не отражает точно состояние исследуемого объекта.

Лучшие результаты получаются при использовании способа наименьших квадратов, который заключается в следующем. Пусть результаты измерений представлены значениями: x1, x2, …, xn и y1, y2, …, yn и пусть [image: image22.wmf](
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 были наименьшими. Так как разности могут быть как положительными, так и отрицательными, а их нужно сравнивать, то в качестве аппроксимации понимают наименьшую сумму квадратов разностей  [image: image25.wmf](
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Чтобы определить min функции W необходимо найти частные производные этой функции по всем параметрам искомой закономерности. Предположим [image: image26.wmf](
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. Тогда частные производные функции W по всем параметрам [image: image27.wmf]k
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Предположим, что искомая закономерность имеет вид полинома
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Тогда частные производные запишем в виде системы уравнений:
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Производная от функции [image: image31.wmf]i
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Сократив каждое уравнение системы на 2, получим систему:
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Тогда последнее уравнение системы запишется:
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,
а по аналогии и вся система:
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Рассмотрим случаи аппроксимации линейной функцией:

а) аппроксимирующая функция – прямая, параллельная оси абсцисс (рис. 2.1).

	[image: image40.wmf]
Рис. 2.1


Тогда система уравнений превратится в одно уравнение
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	[image: image45.wmf]
Рис. 2.2



Для этого уравнения аппроксимирующая система примет вид:
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Введем обозначения: 

[image: image48.wmf]å

=

=

n

i

i

A

x

1

2

, [image: image49.wmf]å

=

=

n

i

i

B

x

1

, [image: image50.wmf]å

=

=

n

i

i

i

C

x

y

1

, [image: image51.wmf]å

=

=

n

i

i

D

y

1

.
Тогда    [image: image52.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

.

,

0

1

0

1

D

n

a

B

a

C

B

a

A

a


После решения системы уравнений получим зависимости для определения коэффициентов: [image: image53.wmf]nA
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Блок схема решения задачи для определения коэффициентов аппроксимирующей функции вида [image: image55.wmf]x
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 представлена на рис 2.2.
2.1. Описание практической части выполнения лабораторной работы
2.1.1. Цель и задачи лабораторной работы.
1. Знакомство с аппроксимацией функций по способу наименьших квадратов.
2. Изучение возможности аппроксимации зависимостей функциями различного вида.
3. Освоение методики расчета коэффициентов параболической регрессии.

2.1.2. Порядок выполнения работы и оборудование.

Приступая к выполнению лабораторной работы, необходимо ознакомиться с теоретическим введением к данной работе. Расчет коэффициентов параболической регрессии проводится по программе «PREG», написанной на языке Basic. Работа выполняется под наблюдением преподавателя или лаборанта в лаборатории 2-112 на вычислительных машинах.
Программа вычисляет коэффициенты уравнения регрессии вида [image: image56.wmf]2
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. Кроме того наличие графической подпрограммы позволяет вывести на печать график аппроксимирующей функции.

Программа предусматривает диалоговый режим пользователя с ЭВМ, т.е. последовательный ввод данных по мере появления запросов на экране дисплея.

	№
	Наименование
	Инв. номер
	Год вып.

	1
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 348-1
	2013

	2
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 349-1
	2013

	3
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 350-1
	2013

	4
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 351-1
	2013

	5
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 352-1
	2013

	6
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 353-1
	2013

	7
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 354-1
	2013

	8
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 355-1
	2013

	9
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 356-1
	2013

	10
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 357-1
	2013

	11
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 358-1
	2013

	12
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 359-1
	2013

	13
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 360-1
	2013

	14
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 361-1
	2013

	15
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 362-1
	2013


2.2. Требования к составлению отчета

Отчет по лабораторной работе должен содержать описание основных теоретических положений аппроксимации зависимостей по способу наименьших квадратов, а также формулы для нахождения коэффициентов регрессии для линейной и параболической аппроксимирующих функций. К отчету должны быть приложены результаты расчетов коэффициентов параболической регрессии по программе «PREG» и анализ полученных результатов.

2.3. Список заданий для лабораторной работы

Найти коэффициенты А0, А1, А2 аппроксимирующей функции вида [image: image57.wmf]2
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 для следующих экспериментальных зависимостей.
Таблица 2
	Вариант 1
	Вариант 2

	x
	1.0
	1.5
	2.0
	2.5
	3.2
	4.0
	4.2
	4.5
	5
	4.8
	
	x
	0.7
	1.5
	2.2
	3.0
	4.2
	5.0
	6.2
	7.0
	8.0
	9.0


	y
	3.9
	4.2
	3.8
	4.0
	5.0
	6.0
	6.8
	8
	8.5
	10
	
	y
	0,1
	1.7
	1.2
	1.1
	2.5
	2.0
	2.2
	3.1
	2.0
	4.0

	

	Вариант 3
	Вариант 4

	x
	0.5
	1.0
	1.5
	2.5
	3.0
	4.0
	4.2
	4.5
	5.0
	4.5
	
	x
	1.0
	1.2
	1.3
	1.15
	1.23
	1.3
	1.2
	1.18
	1.14
	1.3

	y
	0.4
	0.5
	1.0
	1.2
	2.8
	3.2
	5.0
	6.0
	8.0
	7.0
	
	y
	1.2
	0.8
	0.85
	0.9
	0.8
	0.7
	0.95
	0.9
	0.73
	1.0

	

	Вариант 5
	Вариант 6

	x
	0.6
	1.0
	1.2
	1.4
	2.6
	3.2
	4.5
	5.1
	6.8
	8.3
	
	x
	0.6
	1.0
	1.2
	2.0
	2.5
	4.0
	4.2
	5.6
	5.8
	7.5

	y
	2.4
	3.5
	4.2
	2.2
	3.8
	5.1
	4.9
	6.1
	6.2
	8.4
	
	y
	3.1
	2.8
	2.9
	3.6
	2.2
	3.3
	2.6
	3.2
	2.4
	3.0

	

	Вариант 7
	Вариант 8

	 x 
	0.5
	1.0
	1.5
	2.0
	2.5
	3.0
	3.5
	4.0
	
	x
	0.5
	1.0
	1.1
	1.5
	2.0
	2.4
	2.8
	3.0
	3.3

	 y
	1.3
	2.46
	3.98
	5.34
	6.25
	10.2
	14.6
	18.2
	
	y
	1.7
	2.0
	2.2
	3.8
	5.0
	7.8
	9.2
	10
	11.6

	

	Вариант 9
	Вариант 10

	 x 
	0.5
	1.0
	1.5
	2.0
	2.5
	3.0
	3.5
	4.0
	
	 x 
	0.3
	0.5
	0.67
	1.0
	1.6
	3.0
	3.2
	3.5
	4.4

	 y
	1.5
	1.6
	1.8
	2.0
	3.2
	3.5
	4.2
	5.0
	
	 y
	0.5
	0.9
	1.5
	1.9
	2.5
	4.2
	5.8
	6.7
	8.0


2.4. Контрольные вопросы
1. Как производится аппроксимация экспериментальной зависимости и каков критерий аппроксимации?

2. Как меняется вид системы уравнений в зависимости от вида аппроксимирующей функции?
Лабораторная работа № 3
Модели на основе полного факторного эксперимента типа 22
3.1. Теоретическая часть
3.1.1. Основные понятия и определения

Для исследований в области резания, технологии машиностроения схему математической модели можно представить в виде «черного ящика» (рис. 3.1).
	[image: image58.wmf]
Рис. 3.1.


 «Черный ящик» ( это система, в которой внешнему наблюдению доступны входные (x1, x2, …, xk) и выходные величины (y1, y2, …, yk), а внутреннее устройство и процессы, в ней протекающие, неизвестны. В указанных приложениях интерес обычно представляет одна выходная переменная, хотя, в общем случае, их может быть несколько при ряде входных. Метод, использующий «черный ящик», позволяет на основе эксперимента получить математическую модель (аналитическую зависимость), связывающую выходной параметр с входным. Это можно сделать, наблюдая реакции выходной величины на изменения входных. Уравнения модели удобно искать в виде следующего полинома:

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b12x1x2 + b1ixi + … ,                               (3.1)

где b0, b1 , b2 , b12 ( коэффициенты регрессии, они являются лишь оценками истинных значений, так как определяются по выборке на основе эксперимента;

x1, x2 ( факторы или входные переменные.

Эксперимент нужно строить разумно, по заранее составленному плану. Существует специальная дисциплина ( теория планирования эксперимента, посвященная выбору числа и условий проведения опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной задачи с требуемой точностью. При этом существенно стремление к оптимизации числа опытов, одновременному варьированию переменными (факторами). Каждый фактор может принимать отдельное значение. Отдельные значения факторов называют уровнями. Основным или нулевым уровнем фактора называют его значение, принятое за исходное в плане эксперимента. Каждое сочетание уровней факторов является многомерной точкой в факторном пространстве и определяет один опыт. Эту точку называют центром плана. Далее план эксперимента строят так, чтобы дальнейшие точки были симметричны относительно центра плана. Их находят, используя интервал варьирования. Интервалом варьирования фактора называют число (свое для каждого фактора), прибавление которого к основному уровню дает верхний уровень и вычитание ( нижний. Для удобства записи условий эксперимента и обработки опытных данных уровни факторов кодируют. В кодированном виде верхний уровень фактора делают равным +1, нижний равным –1, а основной 0.

3.1.2. Кодирование факторов

Кодированием факторов называют замену переменных, имеющую вид:
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Кодированный фактор ( величина всегда безразмерная; он варьируется в интервале [image: image60.wmf][
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. Причем, наименьшему значению фактора соответствует –1 кодированного, наибольшему +1, а базовому значению соответствует ноль кодированного.
После преобразования уравнения (3.2) получим [image: image61.wmf]1
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. Аналогично [image: image62.wmf]1
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. Для базового уровня x0 = 0.

Таким образом, упрощаются вычисления; легче считать, не обращая внимание на размерность.

3.1.3. Понятие о полном факторном эксперименте типа 22
Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания или уровней факторов, называют полным факторным экспериментом. Если число уровней каждого фактора p, а число факторов k, то число опытов в полном факторном эксперименте определяется выражением n = pk .

Цель первого этапа планирования экстремального эксперимента ( получение линейной модели. Он предусматривает варьирование факторов на двух уровнях. Возможное количество сочетаний уровней факторов в этом случае равно 2k. Факторный эксперимент осуществляется с помощью специальной таблицы, называемой матрицей планирования, в которой используют кодированные значения факторов.

Для упрощения записей условий эксперимента в матрице планирования вместо +1 пишут просто «+», вместо –1 пишут «(».

Значения функций отклика, полученные при выполнении опытов обозначают через y1, y2, y3, ….   

При k = 2 моделью может быть уравнение регрессии вида: 
y = b0 + b1x1 +b2x2.
Значение коэффициентов в этом уравнении определяют с помощью значений функций отклика, полученных в результате опыта.

	Таблица 3.1

Матрица факторного эксперимента типа 22

	Номер опыта
	x1
	x2
	y

	1
	+
	+
	y1

	2
	(
	+
	y2

	3
	+
	(
	y3

	4
	(
	(
	y4


Для двух факторов полный факторный эксперимент можно представить матрицей, приведенной в таблице 3.1.

Для оценки адекватности модели надо знать число ее степеней свободы. Под числом степеней свободы в статистике принимают разность между числом опытов и количеством коэффициентов модели. Так для линейной модели число степеней свободы определяется по уравнению f = n ( (k + 1), где k ( число факторов, n ( число опытов.

	[image: image63.wmf]
Рис. 3.2


Таким образом, число степеней свободы в рассматриваемом случае, равное единице, может быть использовано для проверки адекватности модели.

Последовательность проведения опытов не имеет значения, поэтому возможны иные планы.

Факторное пространство для плана, закодированного в табл. 3.1, представлено на рис. 3.2.

	Таблица 3.2

Матрица планирования с учетом эффекта взаимодействия

	Номер опыта
	x0
	x1
	x2
	x1x2
	y

	1
	+
	+
	+
	+
	y1

	2
	+
	(
	+
	(
	y2

	3
	+
	+
	(
	(
	y3

	4
	+
	(
	(
	+
	y4


Линейным называют эффект, характеризующий линейную зависимость параметра оптимизации от соответствующего фактора. В теории планирования эксперимента вводят понятие эффекта взаимодействия. Он характеризует совместное влияние нескольких факторов на параметр оптимизации.

Полный факторный эксперимент позволяет оценить линейные эффекты и все эффекты взаимодействия. Для полного факторного эксперимента типа 22 уравнение регрессии с учетом взаимодействия можно представить выражением

y = b0 + b1x1 +  b1x2 + b12x1x2

Матрица планирования для этого эксперимента представлена в табл. 3.2. В этой матрице содержится столбец фиктивной переменной  b0. Столбец x1x2 получен перемножением столбцов x1 и x2. Он введен для расчета коэффициента b12 .

При k = 2 построение матриц полного факторного эксперимента не вызывает затруднений, т. к. все возможные сочетания уровней можно найти простым перебором. При увеличении числа факторов количество сочетаний уровней быстро растет, поэтому необходимо знать приемы построения матриц. 

Первый прием основан на правиле чередования знаков. В первом столбце (x1) знаки чередуются поочередно, во втором они чередуются через 2, в треть
	Таблица 3.3

Схема построения матрицы числа факторов от 2-х до 4-х



	№ опыта
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4

	1
	+
	+
	+
	+
	+

	2
	+
	-
	+
	+
	+

	3
	+
	+
	-
	+
	+

	4
	+
	-
	-
	+
	+

	5
	+
	+
	+
	-
	+

	6
	+
	-
	+
	-
	+

	7
	+
	+
	-
	-
	+

	8
	+
	-
	-
	-
	+

	9
	+
	+
	+
	+
	-

	10
	+
	-
	+
	+
	-

	11
	+
	+
	-
	+
	-

	12
	+
	-
	-
	+
	-

	13
	+
	+
	+
	-
	-

	14
	+
	-
	+
	-
	-

	15
	+
	+
	-
	-
	-

	16
	+
	-
	-
	-
	-


ем через 4 и т. д. по степеням кратным двум.

Второй прием основан на последовательном достраивании матрицы. Для этого при добавлении нового фактора необходимо повторить комбинации уровней исходного плана, а значение нового фактора равняется верхнему уровню для исходного плана и нижнему при его повторении.

Последовательное достраивание матрицы при увеличении 
числа факторов от 2-х до 4-х показано в табл. 3.3. 

Для трех факторов (23 = 8) факторное пространство имеет вид представленный на рис. 3. 3.

Здесь факторы представлены в натуральном виде, 
	[image: image64.wmf]x
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Рис. 3.3


для кодированных значений начало координат переносится в центр куба.

Далее, для числа факторов больше трех геометрической интерпретации не существует

3.1.4. Проверка значимости коэффициентов регрессии и адекватности модели

В случае если дисперсии опытов однородны, вычисляют дисперсию воспроизводимости эксперимента:
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где N – число опытов или число строк матрицы планирования. 

Коэффициенты b0 , bi , bij – это оценки теоретических коэффициентов [image: image66.wmf]ij
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 регрессии. Оценки, найденные с помощью метода наименьших квадратов, являются наилучшими в том смысле, что они распределены нормально со средними значениями, равными теоретическим коэффициентам, и с возможными наименьшими дисперсиями. Вычислив коэффициенты модели, проверяют их значимость. Проверку значимости коэффициентов можно производить двумя способами: 

- сравнением абсолютной величины коэффициента с доверительным интервалом;

- с помощью  t-критерия Стьюдента.

При проверке значимости коэффициентов первым способом для определения доверительного интервала вычисляют дисперсии коэффициентов регрессии. Дисперсию i-го коэффициента определяют по выражению:
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Доверительный интервал находят по формуле:
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где [image: image69.wmf]t
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 - табличное значение при принятом уровне значимости и числе степеней свободы f, с которым определялась дисперсия [image: image70.wmf]{
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При равномерном дублировании число степеней свободы f = (n - 1) N,

где N – число опытов в матрице планирования; n – число параллельных опытов; [image: image71.wmf]{
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 - ошибка в определении i-го коэффициента регрессии, вычисляемая по формуле [image: image72.wmf]{
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Значения критерия Стьюдента t выбираются по таблице (см. приложение 3.1). Коэффициент значим, если его абсолютная величина больше доверительного интервала.

При проверке значимости коэффициентов вторым способом вычисляют – критерий по выражению: [image: image73.wmf]{
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 и сравнивают его с табличным tp. Коэффициент значим, если [image: image74.wmf]t
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 для принятого уровня значимости и числа степеней свободы, с которым определилась дисперсия [image: image75.wmf]{
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. Критерий Стьюдента t вычисляют для каждого коэффициента регрессии. Статистически незначимые коэффициенты могут быть исключены из уравнения. После расчета коэффициентов модели и проверки их значимости определяют дисперсию адекватности S2aq.
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где [image: image77.wmf]j
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 - среднее арифметическое значение параметра в оптимизации в j-опыте; [image: image78.wmf]j
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)

- значение параметра оптимизации, вычисленное по модели для условий j-опыта;  f – число степеней свободы, равное N – (k + 1);  k – число факторов.

Последним этапом обработки результатов эксперимента является проверка гипотезы адекватности найденной модели. Проверку этой гипотезы проводят по F-критерию Фишера:
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Если значение Fp > Ft для принятого уровня значимости и соответствующих степеней свободы, то модель считают адекватной. В противном случае гипотеза адекватности отвергается. Ft – табличное значение (см. приложение 3.1).

Использование критериев Стьюдента и Фишера предполагает нормальное распределение результатов эксперимента.

3.2. Порядок выполнения работы и оборудование.

Приступая к выполнению лабораторной работы, необходимо ознакомиться с теоретическим введением к данной работе. Обработка результатов полного факторного эксперимента проводится по программе «FACT», написанной на языке Basic. Работа выполняется под наблюдением преподавателя или лаборанта в лаборатории 2-112 на вычислительных машинах.
	№
	Наименование
	Инв. номер
	Год вып.

	1
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 348-1
	2013

	2
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 349-1
	2013

	3
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 350-1
	2013

	4
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 351-1
	2013

	5
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 352-1
	2013

	6
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 353-1
	2013

	7
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 354-1
	2013

	8
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 355-1
	2013

	9
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 356-1
	2013

	10
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 357-1
	2013

	11
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 358-1
	2013

	12
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 359-1
	2013

	13
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 360-1
	2013

	14
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 361-1
	2013

	15
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 362-1
	2013


Программа вычисляет коэффициенты уравнения регрессии для полного двухфакторного эксперимента с взаимодействием факторов, как в нормальной форме, так и в кодированном масштабе. Кроме этого она вычисляет доверительные интервалы для коэффициентов регрессии, дисперсию рассеивания экспериментальных результатов, отношение дисперсии адекватности к дисперсии воспроизводимости.

Программа предусматривает диалоговый режим общения пользователя с ЭВМ, т. е. последовательный ввод данных по мере появления запросов на кране дисплея.

Ввод программы

Загрузка программы в ЭВМ осуществляется командой RUN FACT 2. После чего на экране появляется сообщение:

ПОЛНЫЙ ФАКТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 2K

ЧИСЛО ФАКТОРОВ 2/3? K = 

В ответ на него необходимо ввести число K (целое). Ввод любой информации должен заканчиваться нажатием клавиши ВК (ввод команды).

На экране появится сообщение:

ПОЛНЫЙ ФАКТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 22  ИЛИ 23

После этого программа готова к обработке полного факторного эксперимента с заданным числом факторов.

Работа с программой 

На запрос программы: ЧИСЛО ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ N?

Нужно ввести целое значение N и нажать клавишу ВК.

Ввод значений уровней факторов в ответ на запрос программы: ВЕСТИ УРОВНИ ФАКТОРОВ XMAX(I), XMIN(I)? осуществляется следующим образом.

Ввести значение верхнего уровня первого фактора Xmax(I) в виде действительного числа, затем, через запятую ввести значение Xmin(I).

Далее на запрос программы: ВВЕСТИ ЗНАЧЕНИЯ Y (I, J)? нужно вводить значения результатов экспериментов. Причем ввод производится по страничкам: значения в первой строке, затем во второй и т д.

После ввода значений уровней факторов и значений результатов экспериментов на дисплей выводится «матрица плана» вида, для 22:
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Аналогичным способом выводится матрица для плана 23. Если в ПФЭ число параллельных наблюдений N > 4, то выводятся только значения y (i, j). На запрос программы:  ДОВЕРИТЕЛЬНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ P = ?  нужно задать значение доверительной вероятности.

После расчета параметров для коэффициента Стьюдента программа запрашивает: ВВЕСТИ КОЭФФИЦИЕНТ СТЬЮДЕНТА T (K (N-1), (1+P) / 2)?

В ответ на этот запрос ввести значение Т в виде действительного числа. 

На этом этапе работы программа осуществляет проверку на значимость коэффициентов регрессии и, в случае, если хотя бы один коэффициент незначим, и проводится проверка адекватности регрессионного уравнения и экспериментальных данных. Для этого выводится число значимых коэффициентов L и программа запрашивает значение коэффициента Фишера: ВВЕСТИ КОЭФФИЦИЕНТ ФИШЕРА F (K - L, K/N - 1, P)?

Затем осуществляется расчет и вывод результатов на печатное устройство.

Вывод результатов расчета

В результате работы программы выводятся следующие данные.

1. Дисперсия параметра выхода S.

2. Результатом проверки адекватности уравнения регрессии и экспериментальных данных является одно из трех сообщений: 

ПРОВЕРКА НА АДКВАТНОСТЬ НЕВОЗМОЖНА;

МОДЕЛЬ И ЭКСПЕРИМЕНТ АДЕКВАТНЫ;

МОДЕЛЬ НЕ АДЕКВАТНА ДАННЫМ ЭКСПЕРИМЕНТА.

3. Таблица значений коэффициентов регрессии в кодированном масштабе. Они представляются в виде:

A (i) = (знак) (значение коэффициента) – (половина доверительного интервала). В случае если коэффициент не значим, его значение приравнивается к нулю.
4. Таблица значений коэффициентов в натуральном масштабе.

На этом программа свою работу заканчивает, о чем свидетельствует появление на экране сообщения:

НЕОБХОДИМ ПОВТОРНЫЙ СЧЕТ 0/1?

Для повторения расчета с другими данными необходимо нажать 1, ВК.

3.3. Требованию к составлению отчета
Отчет по лабораторной работе должен содержать описание основных положений теории планирования эксперимента, принципов построения полного факторного эксперимента и адекватности модели. К отчету должны быть приложены результаты расчетов, произведенных по программе «FACT 2», и описание полученных результатов. 

3.4. Список заданий для лабораторной работы
Варианты заданий для изучения модели на основе полного факторного эксперимента типа 22 представлены в таблице 3.4.
Таблица 3.4

	Вариант 1
	
	Вариант 1

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	10
	0,2
	1,7; 1,6; 1,8
	
	12
	0,8
	0,31; 0,3; 0,29

	5
	0,2
	2,4; 2,5; 2,6
	
	3
	0,8
	0,18; 0,2; 0,22

	10
	0,0
	3.95; 3,95; 4,1
	
	12
	0,0
	3,5; 3,5; 3,5

	5
	0,0
	2,25; 2,25; 2,1
	
	3
	0,0
	2,81; 2,79; 2,8

	Вариант 3
	Вариант 4

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	10
	1
	2.5, 2.5, 2.5
	
	1
	70
	66, 66, 66

	2
	1
	1.0, 1.05, 1.1
	
	0.5
	70
	62, 61, 63

	10
	0
	4.1, 4.05, 4.15
	
	1
	50
	49.5, 48.5, 49

	2
	0
	1.0, 1.0, 1.0
	
	0.5
	50
	44,5;44,5;46

	Вариант 5
	Вариант 6

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	1
	60
	83.5, 83.0, 82.5
	
	1
	70
	64, 64, 64

	0.32
	60
	48, 48, 48
	
	0.5
	70
	61, 61, 61

	1
	50
	77.1, 77.0, 76.9
	
	1
	50
	50, 51, 50

	0.32
	50
	40, 41, 49
	
	0.5
	50
	44, 42, 46

	Вариант 7
	Вариант 8

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	1
	60
	42, 41, 42
	
	400
	0.5
	2.0, 2.0, 2.0

	0.5
	60
	30, 30.5, 31
	
	200
	0.5
	1.5, 1.6, 1.5

	1
	30
	38, 37, 36
	
	400
	0.1
	2.5, 2.6, 2.4

	0.5
	30
	24, 24, 24
	
	200
	0.1
	0.8, 1.2, 1.2

	Вариант 9
	Вариант 10

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	300
	0.5
	2.0, 2.0, 2.0
	
	400
	0.5
	3.0, 3.0, 3.0

	100
	0.5
	1.5, 1.6, 1.5
	
	200
	0.5
	2.5, 2.6, 2.5

	300
	0.1
	2.5, 2.6, 2.4
	
	400
	0.1
	3.5, 3.6, 3.4

	100
	0.1
	0.8, 1.2, 1.2
	
	200
	0.1
	1.8, 2.2, 2.2

	Вариант 11
	Вариант 12

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	12
	0.8
	1.31, 1.3, 1.29
	
	10
	1
	3.5, 3.5, 3.5

	3
	0.8
	1.48, 1.2, 1.22
	
	2
	1
	2.0, 2.05, 2.1

	12
	0
	4.5, 4.5, 4.5
	
	10
	0
	5.1, 5.05, 5.15

	3
	0
	3.81, 3.79, 3.8
	
	2
	0
	2.0, 2.0, 2.0


3.5. Контрольные вопросы
1. Каковы задачи теории планирования эксперимента?

2. Что такое нулевой фактор, каким образом кодируют факторы?

3. Что такое полный факторный эксперимент, каковы цели и этапы планирования?

4. Каковы приемы построения «матриц планирования»?

5. Как осуществляется проверка адекватности модели?    

Приложение 3.1

Критические точки распределения Стьюдента

	Число степеней 
свободы
	Уровень значимости

	
	0,10
	0,05
	0,02
	0,01
	0,002
	0,001

	1
	6,23
	12,7
	31,82
	63,7
	318,3
	637,0

	2
	2,92
	4,30
	6,97
	9,92
	22,33
	31,6

	3
	2,33
	3,18
	4,54
	5,84
	10,22
	12,9

	4
	2,13
	2,78
	3,75
	4,60
	7,17
	8,61

	5
	2,01
	2,57
	3,37
	4,03
	5,89
	6,86

	6
	1,94
	2,45
	3,14
	3,71
	5,21
	5,96

	7
	1,89
	2,36
	3,00
	3,50
	4,79
	5,40

	8
	1,86
	2,31
	2,90
	3,36
	4,50
	5,04

	9
	1,83
	2,26
	2,82
	3,25
	4,30
	4,78

	10
	1,81
	2,23
	2,76
	3,17
	4,14
	4,59


Критические точки распределения Фишера

k1 – число степеней свободы большей дисперсии; k2 – число степеней свободы меньшей дисперсии
	Уровень значимости 0,01
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	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	4052
	4999
	5403
	5626
	5764
	5889
	5928
	4981
	6022
	6056

	2
	98,49
	99,01
	90,17
	99,25
	99,33
	99,30
	99,34
	99,36
	99,36
	99,40

	3
	34,12
	30,81
	29,46
	28,71
	28,24
	27,91
	22,67
	27,49
	27,34
	27,23

	4
	21,20
	18,00
	16,69
	15,98
	15,52
	15,21
	14,98
	14,00
	14,66
	14,54

	5
	16,26
	13,27
	12,06
	11,39
	10,97
	0,67
	10,45
	10,27
	10,15
	10,05

	6
	13,74
	10,92
	9,78
	9,15
	8,75
	8,47
	8,26
	8,10
	7,98
	7,87

	7
	12,25
	9,55
	8,45
	7,85
	7,6
	7,19
	7,00
	6,84
	6,71
	6,62

	8
	11,26
	8,65
	7,59
	7,01
	6,63
	6,37
	6,19
	6,03
	5,91
	5,82

	9
	10,56
	8,02
	6,9
	6,42
	6,06
	5,80
	5,62
	5,47
	5,35
	5,26

	10
	10,04
	7,56
	6,55
	5,99
	5,64
	5,39
	5,21
	5,06
	4,95
	4,85

	Уровень значимости 0,05
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	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	161
	200
	216
	225
	230
	234
	237
	239
	241
	242

	2
	18,51
	19,00
	19,16
	19,25
	19,30
	19,33
	19,36
	19,37
	19,38
	19,39

	3
	10,13
	9,55
	9,28
	9,12
	9,01
	8,94
	8,88
	8,84
	8,81
	8,78

	4
	7,41
	6,94
	6,59
	6,39
	6,26
	6,16
	6,09
	6,04
	6,00
	5,96

	5
	6,61
	5,79
	5,41
	5,19
	5,05
	4,95
	4,88
	4,82
	4,78
	4,74

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,39
	4,28
	4,21
	4,15
	4,10
	4,06

	7
	5,59
	4,74
	4,35
	4,12
	3,97
	3,87
	3,79
	3,73
	3,68
	3,63

	8
	5,32
	4,46
	4,07
	3,84
	3,69
	3,58
	3,50
	3,4
	3,39
	3,34

	9
	5,12
	4,26
	3,86
	3,63
	3,48
	3,37
	3,29
	3,23
	3,18
	3,13

	10
	4,96
	4,10
	3,71
	3,48
	3,33
	3,22
	3,14
	3,07
	3,02
	2,97


Лабораторная работа № 4
Модели на основе полного факторного эксперимента типа 23
4.1. Основные понятия и определения

Для исследований в области резания, технологии машиностроения схему математической модели можно представить в виде «черного ящика» (рис. 4.1). 
	[image: image83.wmf]
Рис. 4.1.


«Черный ящик» ( это система, в которой внешнему наблюдению доступны входные (x1, x2, …, xk) и выходные величины (y1, y2, …, yk), а внутреннее устройство и процессы, в ней протекающие, неизвестны. В указанных приложениях интерес обычно представляет одна выходная переменная, хотя, в общем случае, их может быть несколько при ряде входных. Метод, использующий «черный ящик», позволяет на основе эксперимента получить математическую модель (аналитическую зависимость), связывающую выходной параметр с входным. Это можно сделать, наблюдая реакции выходной величины на изменения входных. Уравнения модели удобно искать в виде полинома:

y = b0 + b1x1 + b2x2 + b12x1x2 + b1ixi + …,

где b0, b1 , b2 , b12 ( коэффициенты регрессии, они являются лишь оценками истинных значений, так как определяются по выборке на основе эксперимента;

x1, x2 ( факторы или входные переменные.

Эксперимент нужно строить разумно, по заранее составленному плану. Существует специальная дисциплина ( теория планирования эксперимента, посвященная выбору числа и условий проведения опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной задачи с требуемой точностью. При этом существенно стремление к оптимизации числа опытов, одновременному варьированию переменными (факторами). Каждый фактор может принимать отдельное значение. Отдельные значения факторов называют уровнями. Основным или нулевым уровнем фактора называют его значение, принятое за исходное в плане эксперимента. Каждое сочетание уровней факторов является многомерной точкой в факторном пространстве и определяет один опыт. Эту точку называют центром плана. Далее план эксперимента строят так, чтобы дальнейшие точки были симметричны относительно центра плана. Их находят, используя интервал варьирования. Интервалом варьирования фактора называют число (свое для каждого фактора), прибавление которого к основному уровню дает верхний уровень и вычитание ( нижний. Для удобства записи условий эксперимента и обработки опытных данных уровни факторов кодируют. В кодированном виде верхний уровень фактора делают равным +1, нижний равным –1, а основной 0.

4.1.2. Кодирование факторов

Кодированием факторов называют замену переменных, имеющую вид:
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Кодированный фактор ( величина всегда безразмерная; он варьируется в интервале [image: image85.wmf][
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. Причем, наименьшему значению фактора соответствует –1 кодированного, наибольшему +1, а базовому значению соответствует ноль кодированного.    
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Для базового уровня x0 = 0.

Таким образом, упрощаются вычисления; легче считать, не обращая внимание на размерность.

4.1.3. Понятие о полном факторном эксперименте типа 22
Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания или уровней факторов, называют полным факторным экспериментом.

Если число уровней каждого фактора p, а число факторов k, то число опытов в полном факторном эксперименте определяется выражением N = pk.

Цель первого этапа планирования экстремального эксперимента ( получение линейной модели. Он предусматривает варьирование факторов на двух уровнях. Возможное количество сочетаний уровней факторов в этом случае равно 2k.

Факторный эксперимент осуществляется с помощью специальной таблицы, называемой матрицей планирования, в которой используют кодированные значения факторов.

Для упрощения записей условий эксперимента в матрице планирования вместо +1 пишут просто «+», вместо –1 пишут «(».

Значения функций отклика, полученные при выполнении опытов обозначают через y1, y2, y3, … .   

	Таблица 4.1

Матрица факторного

эксперимента типа 22

	№ опыта
	х1
	х2
	y

	1
	+
	+
	y 1

	2
	(
	+
	y 2

	3
	+
	(
	y 3

	4
	(
	(
	y 4


При k = 2 моделью может быть уравнение регрессии вида:

y = b0 + b1x1 +b2x2.

Значение коэффициентов в этом уравнении определяют с помощью значений функций отклика, полученных в результате опыта.

Для двух факторов полный факторный эксперимент можно представить матрицей, приведенной в таблице 4.1.

Для оценки адекватности модели надо знать число ее степеней свободы. Под числом степеней свободы в статистике принимают разность между числом опытов и количеством коэффициентов модели. Так для линейной модели число степеней свободы определяется по уравнению f = N ( (k + 1), где k ( число факторов, N ( число опытов.

	[image: image88.wmf]
Рис. 4.2


Таким образом, число степеней свободы в рассматриваемом случае, равное единице, может быть использовано для проверки адекватности модели.

Последовательность проведения опытов не имеет значения, возможны иные планы.

Факторное пространство для плана, закодированного в табл. 4.1, имеет вид (рис. 4.2):

	Таблица 4.2

Матрица планирования с учетом эффекта взаимодействия



	№ опыта
	х0
	х 1
	х 2
	х 1х 2
	y

	1
	+
	+
	+
	+
	y 1

	2
	+
	(
	+
	(
	y 2

	3
	+
	+
	(
	(
	y 3

	4
	+
	(
	(
	+
	y 4


Линейным называют эффект, характеризующий линейную зависимость параметра оптимизации от соответствующего фактора. В теории планирования эксперимента вводят понятие эффекта взаимодействия. Он характеризует совместное влияние нескольких факторов на параметр оптимизации. 

Полный факторный эксперимент позволяет оценить линейные эффекты и все эффекты взаимодействия. Для полного факторного эксперимента типа 22 уравнение регрессии с учетом взаимодействия можно представить выражением: 

y = b0 + b1x1 +  b1x2 + b12x1x2.

	Таблица 4.3

Схема построения матрицы числа факторов от 2-х до 4-х


	№ опыта
	х0
	х1
	х2
	х3
	х4

	1
	+
	+
	+
	+
	+

	2
	+
	-
	+
	+
	+

	3
	+
	+
	-
	+
	+

	4
	+
	-
	-
	+
	+

	5
	+
	+
	+
	-
	+

	6
	+
	-
	+
	-
	+

	7
	+
	+
	-
	-
	+

	8
	+
	-
	-
	-
	+

	9
	+
	+
	+
	+
	-

	10
	+
	-
	+
	+
	-

	11
	+
	+
	-
	+
	-

	12
	+
	-
	-
	+
	-

	13
	+
	+
	+
	-
	-

	14
	+
	-
	+
	-
	-

	15
	+
	+
	-
	-
	-

	16
	+
	-
	-
	-
	-


В матрице планирования для этого эксперимента (табл. 4.2) содержится столбец фиктивной переменной b0. Столбец x1x2 получен перемножением столбцов x1 и x2. Он введен для расчета коэффициента b12 .
При k=2 построение матриц полного факторного эксперимента не вызывает затруднений, т. к. все возможные сочетания уровней можно найти простым перебором. При увеличении числа факторов количество сочетаний уровней быстро растет, поэтому необходимо знать приемы построения матриц. 

Первый прием основан на правиле чередования знаков. В первом столбце x1 знаки чередуются поочередно, во втором они чередуются через 2, в третьем через 4 и т. д. по степеням цифры два.

Второй прием основан на последовательном достраивании матрицы. Для этого при добавлении нового фактора необходимо повторить комбинации уровней исходного плана, а значение нового фактора равняется верхнему уровню для исходного плана и нижнему при его повторении.
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Рис. 4.3


Последовательное достраивание матрицы при увеличении числа факторов от 2-х до 4=х показано в табл. 4.3.

Для трех факторов (23 = 8) факторное пространство имеет вид (рис. 4.3): 

Здесь факторы представлены в натуральном виде, для кодированных значений начало координат переносится в центр куба.

Далее, для числа факторов больше трех геометрической интерпретации не существует.

4.1.4. Проверка значимости коэффициентов регрессии и адекватности модели

В случае если дисперсии опытов однородны, вычисляют дисперсию воспроизводимости эксперимента 
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где N – число опытов или число строк матрицы планирования. 

Коэффициенты b0 , bi , bij – это оценки теоретических коэффициентов [image: image91.wmf]ij
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 регрессии. Оценки, найденные с помощью метода наименьших квадратов, являются наилучшими в том смысле, что они распределены нормально со средними значениями, равными теоретическим коэффициентам, и с возможными наименьшими дисперсиями. Вычислив коэффициенты модели, проверяют их значимость. Проверку значимости коэффициентов можно производить двумя способами: 1) сравнением абсолютной величины коэффициента с доверительным интервалом; 2) с помощью  t-критерия Стьюдента.

При проверке значимости коэффициентов первым способом для определения доверительного интервала вычисляют дисперсии коэффициентов регрессии. Дисперсию i-го коэффициента определяют по выражению
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Доверительный интервал находят по формуле
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 - табличное значение при принятом уровне значимости и числе степеней свободы f, с которым определялась дисперсия [image: image95.wmf]{
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. При равномерном дублировании число степеней свободы 
f = (n - 1) N,

где       N – число опытов в матрице планирования; n – число параллельных опытов; [image: image96.wmf]{
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 - ошибка в определении i-го коэффициента регрессии, вычисляемая по формуле 
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Значения критерия Стьюдента t выбираются по таблице (см. приложение 4.1). Коэффициент значим, если его абсолютная величина больше доверительного интервала.

При проверке значимости коэффициентов вторым способом вычисляют критерий по выражению [image: image98.wmf]{
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 и сравнивают его с табличным tp. Коэффициент значим, если [image: image99.wmf]t
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 для принятого уровня значимости и числа степеней свободы, с которым определилась дисперсия [image: image100.wmf]{
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. Критерий Стьюдента t вычисляют для каждого коэффициента регрессии. Статистически незначимые коэффициенты могут быть исключены из уравнения. После расчета коэффициентов модели и проверки их значимости определяют дисперсию адекватности S2aq .
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где [image: image102.wmf]j
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 - среднее арифметическое значение параметра в оптимизации в j-опыте; [image: image103.wmf]j

y

)

 - значение параметра оптимизации, вычисленное по модели для условий j-опыта; f  –  число степеней свободы, равное N – (k + 1); k – число факторов.

Последним этапом обработки результатов эксперимента является проверка гипотезы адекватности найденной модели. Проверку этой гипотезы проводят по F-критерию Фишера
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Если значение Fp > Ft  для принятого уровня значимости и соответствующих степеней свободы, то модель считают адекватной. В противном случае гипотеза адекватности отвергается. Ft – табличное значение (см. приложение 4.1).

Использование критериев Стьюдента и Фишера предполагает нормальное распределение результатов эксперимента.

4.2 Описание практической части работы

4.2.1. Цели и задачи работы:

- знакомство с основными положениями теории планирования эксперимента; понятиями интервала варьирования, уровня фактора, матрицы плана;

- изучение принципов построения полного факторного эксперимента, приемов составления матрицы планирования для полного факторного эксперимента.

4.2.2. Порядок выполнения работы и оборудование
Приступая к выполнению лабораторной работы, необходимо ознакомиться с теоретическим введением к данной работе. Обработка результатов полного факторного эксперимента проводится по программе «FACT», написанной на языке Basic. Работа выполняется под наблюдением преподавателя или лаборанта в лаборатории 2-112 на вычислительных машинах.

	№
	Наименование
	Инв. номер
	Год вып.

	1
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 348-1
	2013

	2
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 349-1
	2013

	3
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 350-1
	2013

	4
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 351-1
	2013

	5
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 352-1
	2013

	6
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 353-1
	2013

	7
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 354-1
	2013

	8
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 355-1
	2013

	9
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 356-1
	2013

	10
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 357-1
	2013

	11
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 358-1
	2013

	12
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 359-1
	2013

	13
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 360-1
	2013

	14
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 361-1
	2013

	15
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 362-1
	2013


Программа вычисляет коэффициенты уравнения регрессии для полного двухфакторного эксперимента с взаимодействием факторов, как в нормальной форме, так и в кодированном масштабе. Кроме этого она вычисляет доверительные интервалы для коэффициентов регрессии, дисперсию рассеивания экспериментальных результатов, отношение дисперсии адекватности к дисперсии воспроизводимости.

Программа предусматривает диалоговый режим общения пользователя с ЭВМ, т. е. последовательный ввод данных по мере появления запросов на кране дисплея.

4.2.2.1. Ввод программы 
Загрузка программы в ЭВМ осуществляется командой RUN FACT 2. После чего на экране появляется сообщение:

ПОЛНЫЙ ФАКТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 2K

ЧИСЛО ФАКТОРОВ 2/3? K = 

В ответ на него необходимо ввести число K (целое). Ввод любой информации должен заканчиваться нажатием клавиши ВК (ввод команды).

На экране появится сообщение:

ПОЛНЫЙ ФАКТОРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 22  ИЛИ 23
После этого программа готова к обработке полного факторного эксперимента с заданным числом факторов.

4.2.2.2. Работа с программой  

На запрос программы:

ЧИСЛО ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ N? 

Нужно ввести целое значение N и нажать клавишу ВК.

Ввод значений уровней факторов в ответ на запрос программы:

ВВЕСТИ УРОВНИ ФАКТОРОВ XMAX(I), XMIN(I)?

Осуществляется следующим образом.

Ввести значение верхнего уровня первого фактора XMAX(I) в виде действительного числа, затем, через запятую ввести значение XMIN(I).

Далее на запрос программы:

ВВЕСТИ ЗНАЧЕНИЯ Y (I, J)? 

нужно вводить значения результатов экспериментов. Причем ввод производится по страничкам: значения в первой строке, затем во второй и т д.

 После ввода значений уровней факторов и значений результатов экспериментов на дисплей выводится «матрица плана» вида:

Для 22
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Аналогичным способом выводится матрица для плана 23. Если в ПФЭ число параллельных наблюдений N > 4, то выводятся только значения yij . На запрос программы:

ДОВЕРИТЕЛЬНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ P =?

нужно задать значение доверительной вероятности.

После расчета параметров для коэффициента Стьюдента программа запрашивает:

ВВЕСТИ КОЭФФИЦИЕНТ СТЬЮДЕНТА T (K (N-1), (1+P) / 2)?

В ответ на этот запрос ввести значение Т в виде действительного числа. При этом программа осуществляет проверку на значимость коэффициентов регрессии и, в случае, если хотя бы один коэффициент незначим, и проводится проверка адекватности регрессионного уравнения и экспериментальных данных. Для этого выводится число значимых коэффициентов L и программа запрашивает значение коэффициента Фишера:

ВВЕСТИ КОЭФФИЦИЕНТ ФИШЕРА F (K - L, K/N - 1, P)?

После этого осуществляется расчет и вывод результатов на печатное устройство.

4.2.2.3. Вывод результатов расчета

В результате работы программы выводятся следующие данные:

- дисперсия параметра выхода S.

- результатом проверки адекватности уравнения регрессии и экспериментальных данных является одно из трех сообщений:

ПРОВЕРКА НА АДКВАТНОСТЬ НЕВОЗМОЖНА;

МОДЕЛЬ И ЭКСПЕРИМЕНТ АДЕКВАТНЫ;

МОДЕЛЬ НЕ АДЕКВАТНА ДАННЫМ ЭКСПЕРИМЕНТА;

- таблица значений коэффициентов регрессии в кодированном масштабе. Они представляются в виде:

- A (i) = (знак) (значение коэффициента) – (половина доверительного интервала). Если коэффициент не значим, его значение приравнивается к нулю. 
- таблица значений коэффициентов в натуральном масштабе.

На этом программа свою работу заканчивает, о чем свидетельствует появление на экране сообщения: НЕОБХОДИМ ПОВТОРНЫЙ СЧЕТ 0/1?

Для повторения расчета с другими данными необходимо нажать 1, ВК.

4.3. Требования к составлению отчета
Отчет по лабораторной работе должен содержать описание основных положений теории планирования эксперимента, принципов построения полного факторного эксперимента и адекватности модели. К отчету должны быть приложены результаты расчетов, произведенных по программе «FACT 2», и описание полученных результатов. 

4.4. Список заданий для лабораторной работы
Варианты заданий для изучения модели на основе полного факторного эксперимента типа 22 представлены в таблице 4.
	
	Таблица 4.

	Вариант 1
	Вариант 2

	х1
	х2
	х3
	yij
	
	х1
	х2
	х3
	yij

	10
	0,2
	3,5
	1,7; 1,6; 1,8
	
	12
	0,8
	5
	0,31; 0,3; 0,29

	5
	0,2
	2,3
	2,4; 2,5; 2,6
	
	3
	0,8
	2
	0,18; 0,2; 0,22

	10
	0,0
	3,5
	3,95; 3,95; 4,1
	
	12
	0,0
	5
	3,5; 3,5; 3,5

	5
	0,0
	2,3
	2,25; 2,25; 2,1
	
	3
	0,0
	2
	2,81; 2,79; 2,8

	Вариант 3
	Вариант 4

	х1
	х2
	х3
	yij
	
	х1
	х2
	х3
	yij

	10
	1
	0,33
	2,5; 2,5; 2,5
	
	1
	70
	100
	66; 66; 66

	2
	1
	0,11
	1,0; 1,05; 1,1
	
	0,5
	70
	80
	62; 61; 63

	10
	0
	0,33
	4,1; 4,05; 4,15
	
	1
	50
	100
	49,5; 48,5; 49

	2
	0
	0,11
	1,0; 1,0; 1,0
	
	0,5
	50
	80
	44,5; 44,5; 46

	Вариант 5
	Вариант 6

	х1
	х2
	х3
	yij
	
	х1
	х2
	х3
	yij

	1
	60
	10
	83,5; 83,0; 82,5
	
	1
	70
	30
	64; 64; 64

	0,32
	60
	5
	48; 48; 48
	
	0,5
	70
	10
	61; 61; 61

	1
	50
	10
	77,1; 77,0; 76,9
	
	1
	50
	30
	50; 51; 50

	0,32
	50
	5
	40; 41; 49
	
	0,5
	50
	10
	44; 42; 46

	Вариант 7
	Вариант 8

	х1
	х2
	х3
	yij
	
	х1
	х2
	х3
	yij

	1
	60
	3
	42; 41; 42
	
	400
	0,5
	100
	2,0; 2,0; 2,0

	0,5
	60
	1
	30; 30,5; 31
	
	200
	0,5
	80
	1,5; 1,6; 1,5

	1
	30
	3
	38; 37; 36
	
	400
	0,1
	100
	2,5; 2,6; 2,4

	0,5
	30
	1
	24; 24; 24
	
	200
	0,1
	80
	0,8; 1,2; 1,2

	Вариант 9
	Вариант 10

	х1
	х2
	х3
	yij
	
	х1
	х2
	х3
	yij

	300
	0,5
	50
	2,0; 2,0; 2,0
	
	400
	0,5
	10
	3,0; 3,0;; 3,0

	100
	0,5
	25
	1,5; 1,6; 1,5
	
	200
	0,5
	4
	2,5; 2,6; 2,5

	300
	0,1
	50
	2,5; 2,6; 2,4
	
	400
	0,1
	10
	3,5; 3,6; 3,4

	100
	0,1
	25
	0,8; 1,2; 1,2
	
	200
	0,1
	4
	1,8; 2,2; 2,2

	Вариант 11
	Вариант 12

	х1
	х2
	х3
	yij
	
	х1
	х2
	х3
	yij

	12
	0,8
	100
	1,31; 1,3; 1,29
	
	10
	1
	0,5
	3,5; 3,5; 3,5

	3
	0,8
	60
	1,48; 1,2; 1,22
	
	2
	1
	0,15
	2,0; 2,05; 2,1

	12
	0
	100
	4,5; 4,5; 4,5
	
	10
	0
	0,5
	5,1; 5,05; 5,15

	3
	0
	60
	3,81; 3,79; 3,8
	
	2
	0
	0,15
	2,0; 2,0; 2,0

	Вариант 13
	Вариант 14

	х1
	х2
	х3
	yij
	
	х1
	х2
	х3
	yij

	1
	70
	5
	56; 56; 56
	
	1
	60
	10
	73,5; 73; 72,5

	0,5
	70
	0
	52; 51; 53
	
	0,32
	60
	2
	38; 38; 38

	1
	50
	5
	39,5; 38,5; 39
	
	1
	50
	10
	67,1; 67; 66,9

	0,5
	50
	0
	34; 34,5; 36
	
	0,32
	50
	2
	30; 31; 29


4.5. Контрольные вопросы
1. Каковы задачи теории планирования эксперимента?

2. Что такое нулевой фактор? Как осуществляется кодирование факторов?

3. Что такое полный факторный эксперимент, каковы цели и этапы планирования?

4. Каковы приемы построения «матриц планирования»?

5. Как осуществляется проверка адекватности модели?    

Приложение 4.1

Критические точки распределения Стьюдента

	Число степеней свободы
	Уровень значимости

	
	0,10
	0,05
	0,02
	0,01
	0,002
	0,001

	1
	6,23
	12,7
	31,82
	63,7
	318,3
	637,0

	2
	2,92
	4,30
	6,97
	9,92
	22,33
	31,6

	3
	2,33
	3,18
	4,54
	5,84
	10,22
	12,9

	4
	2,13
	2,78
	3,75
	4,60
	7,17
	8,61

	5
	2,01
	2,57
	3,37
	4,03
	5,89
	6,86

	6
	1,94
	2,45
	3,14
	3,71
	5,21
	5,96

	7
	1,89
	2,36
	3,00
	3,50
	4,79
	5,40

	8
	1,86
	2,31
	2,90
	3,36
	4,50
	5,04

	9
	1,83
	2,26
	2,82
	3,25
	4,30
	4,78

	10
	1,81
	2,23
	2,76
	3,17
	4,14
	4,59


Критические точки распределения Фишера

Число степеней свободы дисперсий: k1 -  большей; k2 –меньшей

	УРОВЕНЬ ЗНАЧИМОСТИ 0,01

	k1  \  k2
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	4052
	4999
	5403
	5626
	5764
	5889
	5928
	4981
	6022
	6056

	2
	98,49
	99,01
	90,17
	99,25
	99,33
	99,30
	99,34
	99,36
	99,36
	99,40

	3
	34,12
	30,81
	29,46
	28,71
	28,24
	27,91
	22,67
	27,49
	27,34
	27,23

	4
	21,20
	18,00
	16,69
	15,98
	15,52
	15,21
	14,98
	14,00
	14,66
	14,54

	5
	16,26
	13,27
	12,06
	11,39
	10,97
	0,67
	10,45
	10,27
	10,15
	10,05

	6
	13,74
	10,92
	9,78
	9,15
	8,75
	8,47
	8,26
	8,10
	7,98
	7,87

	7
	12,25
	9,55
	8,45
	7,85
	7,6
	7,19
	7,00
	6,84
	6,71
	6,62

	8
	11,26
	8,65
	7,59
	7,01
	6,63
	6,37
	6,19
	6,03
	5,91
	5,82

	9
	10,56
	8,02
	6,9
	6,42
	6,06
	5,80
	5,62
	5,47
	5,35
	5,26

	10
	10,04
	7,56
	6,55
	5,99
	5,64
	5,39
	5,21
	5,06
	4,95
	4,85

	УРОВЕНЬ ЗНАЧИМОСТИ 0,05

	k1 \  k2
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	161
	200
	216
	225
	230
	234
	237
	239
	241
	242

	2
	18,51
	19,00
	19,16
	19,25
	19,30
	19,33
	19,36
	19,37
	19,38
	19,39

	3
	10,13
	9,55
	9,28
	9,12
	9,01
	8,94
	8,88
	8,84
	8,81
	8,78

	4
	7,41
	6,94
	6,59
	6,39
	6,26
	6,16
	6,09
	6,04
	6,00
	5,96

	5
	6,61
	5,79
	5,41
	5,19
	5,05
	4,95
	4,88
	4,82
	4,78
	4,74

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,39
	4,28
	4,21
	4,15
	4,10
	4,06

	7
	5,59
	4,74
	4,35
	4,12
	3,97
	3,87
	3,79
	3,73
	3,68
	3,63

	8
	5,32
	4,46
	4,07
	3,84
	3,69
	3,58
	3,50
	3,4
	3,39
	3,34

	9
	5,12
	4,26
	3,86
	3,63
	3,48
	3,37
	3,29
	3,23
	3,18
	3,13

	10
	4,96
	4,10
	3,71
	3,48
	3,33
	3,22
	3,14
	3,07
	3,02
	2,97


Лабораторная работа № 5
«Решение технических задач методом статистического моделирования»
5.1. Краткое описание метода
Общепринятого определения метода Монте-Карло пока нет. Назовем методами Монте-Карло численные методы решения математических задач при помощи моделирования случайных величин и статистической оценки их характеристик.

Официальной датой рождения метода Монте-Карло считают 1949 год, когда появилась статья под заголовком «Метод Монте-Карло». Возникновение метода связывают обычно с именами американских ученых Дж. Неймана и С. Улама. Необходимо подчеркнуть, что теоретические основы методов Монте-Карло были известны значительно раньше. Более того, фактически такие методы не раз использовались для расчетов в математической статистике. Однако до появления ЭВМ методы Монте-Карло не могли стать универсальными численными методами, ибо моделирование случайных величин вручную весьма трудоемко.

Развитию методов Монте-Карло способствовало бурное развитие ЭВМ. Алгоритмы Монте-Карло сравнительно легко программируются и позволяют рассчитывать многие задачи, недоступные для классических численных методов. Так как совершенствование ЭВМ продолжается, то есть все основания ожидать дальнейшего развития методов Монте-Карло и дальнейшего расширения области их применения.

5.1.1 Пример применения метода статистического моделирования

Важнейший прием построения методов Монте-Карло – сведение задачи к расчету математических ожиданий. Более подробно: для того, чтобы приближенно вычислить некоторую скалярную величину A, надо придумать такую случайную величину [image: image106.wmf]x

, что М[image: image107.wmf]x

 = А. Тогда, вычислив N независимых значений [image: image108.wmf]N
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, можно считать , что А = (1/N) ([image: image110.wmf]x

1 + … + [image: image111.wmf]x

N).

Для того чтобы было понятно, о чем пойдет речь, рассмотрим пример.

	[image: image112.wmf]
Рис. 5.1


Предположим, нужно вычислить площадь плоской фигуры S (рис. 5.1). Пусть эта фигура расположена внутри единичного квадрата. Нанесем на квадрат N случайных точек. Пусть точки будут не просто случайными, а еще и равномерно разбросаны по всему квадрату. Обозначим через N число точек попавших внутрь фигуры S. Геометрически очевидно, что площадь фигуры S приближенно равна отношению [image: image113.wmf]N

N

/

¢

. Чем больше будет N, тем больше будет точность этой оценки.

Обратим внимание на то, что случайные точки должны быть равномерно разбросаны по квадрату. Представим себе такой эксперимент. Квадрат с фигурой S прикреплен к стене вместо мишени. Стрелок, находясь на некотором расстоянии, стреляет N раз, целясь в центр квадрата. Возможно - ли по этим точкам оценить площадь фигуры S? Результат опыта будет плохим, так как все пули будут ложиться вблизи центра, и площадь окажется завышенной. Поэтому точки должны быть не просто случайными, а обладающими определенными качествами, распределенными по определенному закону. Способом получения на ЭВМ массива чисел, распределенных по тому или иному закону распределения, посвящена отдельная лабораторная работа. Здесь же мы познакомимся с методом статистического моделирования на примере вычисления этим методом определенных интегралов.

5.1.2 Вычисление определенного интеграла методом Монте - Карло

Пусть требуется приближенно вычислить интеграл
[image: image114.wmf]ò
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Будем генерировать величину в интервале (a, b) по равновероятному закону с плотностью p(x). Образуем  вспомогательную величину 
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Тогда математическое ожидание последней случайной величины будет равно (по определению мат. ожидания)
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Статистически математическое ожидание величины [image: image117.wmf]h

 оценится как
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где p(x) можно представить графически (рис.5.2).

	[image: image119.wmf]
Рис. 5.2


Так как площадь кривой распределения равна единице c(b-a) = 1,  то  c = p(x) =  [image: image120.wmf]a
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Аргумент x получают по формуле x = a + (b - a), где [image: image122.wmf]i
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- равномерно распределенное число в диапазоне от 0 до 1. При этом ошибка приближения получается равной [image: image123.wmf]N
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- дисперсия величины.

На практике простые интегралы методом Монте-Карло не вычисляются. Однако при переходе к многократным интегралам положение меняется – квадратные формулы становятся сложными, а методом Монте-Карло остается почти без изменений.

5.2. Описание практической части работы
5.2.1. Цели лабораторной работы

- изучение метода Монте-Карло для решения задач статистического моделирования;

- знакомство с процессом генерации случайных чисел на ЭВМ;

- реализация метода Монте-Карло для вычисления определенного интеграла (на языке программирования BASIC).

5.2.2. Порядок выполнения работы и оборудование
Работа выполняется под наблюдением преподавателя или лаборанта в лаборатории 2-112 на вычислительных машинах.

	№
	Наименование
	Инв. номер
	Год вып.

	1
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 348-1
	2013

	2
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 349-1
	2013

	3
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 350-1
	2013

	4
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 351-1
	2013

	5
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 352-1
	2013

	6
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 353-1
	2013

	7
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 354-1
	2013

	8
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 355-1
	2013

	9
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 356-1
	2013

	10
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 357-1
	2013

	11
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 358-1
	2013

	12
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 359-1
	2013

	13
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 360-1
	2013

	14
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 361-1
	2013

	15
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 362-1
	2013


Приступая к выполнению лабораторной работы, необходимо ознакомиться с теоретическими основами метода Монте-Карло, изучить схему алгоритма метода, разработать описание примеров рабочих программ. В данной работе допускается самостоятельное составление программы для вычисления определенного интеграла. Далее, с использованием ЭВМ производятся вычисления по индивидуальным вариантам заданий приведенными в таблице 5.1.
Появление в левом нижнем углу экрана дисплея (.) точки или сообщения MXX > означает, что можно производить загрузку Бейсика. Загрузка Бейсика производится командой RUN BASIC. На запрос «OPTIONAL FUNCTION (ALL, NONE, OR INDIVIDUAL)?» нажимаем клавишу (ВК). После сообщения READY набираем вызов программы OLD INTEGR. ASC. При появлении очередного сообщения READY производится запуск программы командой RUN. Любая информация, вводимая с клавиатуры на запрос машины, должна заканчиваться клавишей (ВК). Об успешном выполнении работы свидетельствует получение распечатки с результатами вычислений, Рекомендуется провести несколько вычислений с одними исходными данными, а полученные результаты проанализировать.
	[image: image125.wmf]
Рис. 5.3


5.2.3. Блок-схема алгоритма метода
Блок-схема вычисления определенного интеграла методом Монте-Карло представлена на рис. 5.3. Блок 1 предназначен для ввода численных значений пределов интегрирования А, В и количества генерируемых случайных величин N. Перед циклическим участком программы счетчику циклов I и накопителю суммы S присваивается нулевое значение. Блок 3 вычисляет значение аргумента X с применением генератора случайных чисел (RND, где KSI – фиктивный параметр). Блок 4 увеличивает шаг цикла на единицу. В блоке 5 накопителем S суммируется вычисленное значение подынтегральной функции F(X) и делается проверка на выход из цикла в блок 6. Блок 7 вычисляет значение определенного интеграла I, которое затем выводится на экран дисплея или на печатающее устройство.

5.2.4. Описание рабочей программы

Ниже приводится пример реализации программы вычисления определенного интеграла на языке Бейсик с распечаткой результатов вычислений.

Строки 10-50 программы (см. приложение) содержат справочные данные для удобства работы с программой. Строки 60-90 запрашивают входные данные. Строка 160 запрашивает значение символьной переменной Y, в случае нажатия клавиши (Y)(ответ “да”) – происходит вычисление с неизмененными данными, в случае нажатия клавиши (N)(ответ «нет») – происходит изменение первоначальных данных. Строки 210-270 вычисляют значение интеграла. Строка 330 обращается к печатающему устройству для вывода файла #1 на печать. Содержание файла #1 – в строках 380-430. Строка 340 обращается к дисплею для аналогичных действий. Оператор CLOSE закрывает файл #1, открытый ранее для ввода.

5.3. Требования к составлению отчеты
Отчет по лабораторной работе должен содержать описание теории метода Монте-Карло для вычисления определенного интеграла, необходимо представить блок-схему алгоритма метода Монте-Карло и ее расшифровку, распечатку вычисленного значения интеграла и анализ полученных результатов.

5.4. Список заданий для работы
Варианты заданий для лабораторной работы по вычислению определенного интеграла методом Монте-Карло представлены в таблице 5.1
Таблица 5.1
Варианты заданий к лабораторной работе

	Номер варианта
	Подынтегральная функция
	Верхний предел интегрирования
	Нижний предел интегрирования
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5.5 Контрольные вопросы

1. Теоретические основы метода Монте-Карло.

2. Границы применения метода.

3. Ошибка вычисления интеграла по методу Монте-Карло. Способ повышения точности вычислений.

4. Как организуется цикл вычислений и проверка на выход из цикла.

Лабораторная работа № 6
«Генерирование псевдослучайных чисел на ЭВМ по различным законам распределения»

Введение
Генерирование случайных чисел используется для решения различных технических задач с помощью методов статистического моделирования, в частности, генерация случайных чисел требуется при применении метода Монте-Карло.

Рассмотрим различные способы моделирования случайных величин. Обычно различают три таких способа: таблицы случайных чисел, генераторы случайных чисел и метод псевдослучайных чисел.

6.1. Способы генерирования случайных величин
6.1.1. Таблицы случайных чисел

Проделаем такой опыт. Напишем на десяти одинаковых бумажках цифры 0,1, …, 9. Положим эти бумажки в коробку, перемешаем и будем извлекать оттуда по одной, каждый раз, возвращая ее назад и снова перемешивая все бумажки. Таким образом, полученные цифры запишем в виде таблицы.

	[image: image158.wmf]
Рис. 6.1. Электронная рулетка


Такая таблица называется таблицей случайных чисел, хотя правильнее было бы называть ее таблицей случайных цифр.

Самая большая из опубликованных таблиц случайных чисел содержит 1000000 цифр. Конечно, ее получили с помощью совершенной техники, а не с помощью шапки. Была сконструирована специальная рулетка с использованием электроники: вращающийся диск останавливается и выбирается та цифра, на которую указывала неподвижная стрелка (рис. 6.1).

Составить хорошую таблицу случайных чисел не так просто. Составление таблицы тщательно проверяется с помощью специальных тестов. Таблицы случайных чисел используют только для расчетов вручную по методу Монте-Карло. Дело в том, что большая таблица не поместится в памяти ОЗУ. Использование внешней памяти сильно замедляет счет.

6.1.2 Генераторы случайных чисел

Рулетка, присоединенная к машине, не обеспечивает быстродействия, так как любой механический прибор слишком медленный для ЭВМ. Поэтому в качестве генераторов случайной величины используют шумы в электронных машинах. Если за некоторый промежуток времени [image: image159.wmf]t

D

 уровень шума превысил заданный порог четное число раз, то записывается нуль, а если нечетное число раз, то записывается единица. Датчики такого типа окажутся полезными, когда будут строиться специализированные ЭВМ для решения задач методом Монте-Карло. Для универсальных ЭВМ лучше использовать псевдослучайные числа.

6.1.3 Псевдослучайные числа

Числа, получаемые по какой-либо формуле и имитирующие значения случайной величины, называются псевдослучайными. Под словом имитирующие подразумевается, что эти числа удовлетворяют ряду тестов так, как если бы они были случайными.

Первый алгоритм для получения псевдослучайных чисел был предложен Дж. Нейманом. Он называется методом середины квадратов. Поясним на примере. Пусть задано 4-х значное число y=0,9876. Возведем его в квадрат. Получим 8-ми значное число [image: image160.wmf]97535376
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. Выберем четыре средние цифры этого числа и положим [image: image161.wmf]5353
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  и т. д. Так получается равномерно распределенная случайная величина. 

Достоинства метода псевдослучайных чисел следующие:

- скорость генерирования имеет тот же порядок что и скорость работы ЭВМ;

- программа не требует большой памяти ОЗУ;

- любое число может быть легко воспроизведено;

- нужно лишь один раз проверить качество случайной, образованной от одного числа последовательности, затем можно ее многократно использовать.

В настоящее время имеются и другие более совершенные алгоритмы.
6.2. Преобразование случайных величин или разыгрывание случайных законов

6.2.1 С помощью рулетки

	Таблица 6.1

	x1
	x2
	x3
	x4

	0,5
	0,25
	0,125
	0,125


	[image: image164.wmf]
Рис. 6.2


При решении различных задач необходимо моделировать различные случайные величины. На ранних этапах развития метода для каждой случайной величины строили свою рулетку. Например, чтобы находить значение случайной величины с распределением (табл. 6.1) можно использовать рулетку (рис. 6.2). 
Однако оказалось это совсем не нужно. Значения любой случайной величины можно получить преобразования равномерно распределенной случайной величины в интервале (0, 1). Иногда это преобразование называют разыгрыванием случайной величины.
6.2.2. Разыгрывание дискретной случайной величины на ЭВМ

Допустим, что нам надо получить значение случайной величины с распределением
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Пусть этому распределению соответствует гистограмма (рис. 6.3).
Рассмотрим интервал 0<y<1 и разобьем его на n=4 интервалов, длины которых равны р1, р2, р3 и р4. Поясним это графически (рис. 6.4).

На этом приготовления к розыгрышу закончены. 

	[image: image169.wmf]   Рис. 6.3.
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Рис. 6.4.
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Рис. 6.5.


Далее пусть у нас вырабатывается величина G от 0 до 1. Тогда если [image: image172.wmf]1
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Положим p1=0,4; p2=0,3; p3=0,2;  p4=0,1. Тогда фрагмент алгоритма примет вид (рис. 6.5).

Пример. Разыграть 10 значений величины Q с распределением [image: image180.wmf]18
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Пусть генератор случайных равновероятных чисел выдал числа:
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Следовательно, мы получим значения: Q = 4; 4; 7; 4; 7; 4; 4; 4; 4; 7.

6.2.3. Формирование псевдослучайных чисел с заданными законами распределения.
Равномерно распределенные случайные числа обычно генерируются на ЭВМ в отрезке значений (0, 1), причем любое значение случайного числа в этом интервале равновероятно. Обычно для этого используется отделение дробной части от сложного арифметического выражения, содержащего предшествующее случайное число. В действительности получаются «квазислучайные» числа, т. е. спустя некоторое количество циклов последовательности чисел повторяются. Количество неповторяющихся чисел находятся в пределах от нескольких тысяч до сотен тысяч. 

Перевод равномерно распределенных случайных чисел на интервале (a, b) производится с помощью формулы:

X(i+1)=a+ (b-a)V(i+1),

где V(i+1) – равномерно распределенное случайное число в отрезке (0, 1).

Случайные числа с различными законами распределения получают с помощью формул преобразования.

Случайные числа с нормальным распределением могут быть получены с помощью формул:
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При этом получается сопряженная пара чисел, имеющих среднее значение R=0 и среднеквадратичное отклонение [image: image184.wmf]1
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. При других значениях R и [image: image185.wmf]s

 производится перерасчет по формуле:
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Случайные числа, распределенные по закону Релея можно получить по формуле: [image: image187.wmf]n
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Среднеквадратическое отклонение полученных чисел [image: image188.wmf].
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6.3. Описание практической части работы
6.3.1 Задачи работы

- изучение способов моделирования случайных величин;

- знакомство с процессом генерации случайных чисел на ЭВМ;

- изучение различных законов распределения случайных чисел.

6.3.2. Порядок выполнения работы и оборудование
Работа выполняется под наблюдением преподавателя или лаборанта в лаборатории 2-112 на вычислительных машинах.

	№
	Наименование
	Инв. номер
	Год вып.

	1
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 348-1
	2013

	2
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 349-1
	2013

	3
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 350-1
	2013

	4
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 351-1
	2013

	5
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 352-1
	2013

	6
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 353-1
	2013

	7
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 354-1
	2013

	8
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 355-1
	2013

	9
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 356-1
	2013

	10
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 357-1
	2013

	11
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 358-1
	2013

	12
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 359-1
	2013

	13
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 360-1
	2013

	14
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 361-1
	2013

	15
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 362-1
	2013


Лабораторная работа включает в себя изучение теоретических основ моделирования случайных величин, знакомство с блок-схемой алгоритма розыгрыша случайных величин. Программа позволяет получить ряд случайных чисел, распределенных по различным законам. Работа с программой осуществляется в диалоговом режиме. На запрос машины требуется ввести границы интервалов, количество генерируемых чисел и число разбиений (т. е. на, сколько отрезков нужно разделить заданный интервал). Далее, исходя из варианта задания, проводится выбор закона распределения. В результате вычислений получаем минимальное и максимальное случайное число, распределение частот по интервалам, выборочное среднее и среднеквадратическое отклонение.

Полученные результаты необходимо проанализировать с точки зрения соответствия выбранному закону распределения, сделать выводы.

Появление в левом нижнем углу дисплея точки (.) или сообщения MXX> означает, что можно загружать Бейсик. Вводим команду RUN BASIC, затем дважды нажимается клавиша «ВК». После сообщения READY вызываем программу OLD LAB3.BAS. Запуск программы осуществляется командой RUN.

6.3.3. Описание рабочей программы

Строка 5 рабочей программы определяет максимальное значение для индексов переменной массива R1 равное 1000, и соответственно резервируют память. Оператор RANDOMIZE в строке 10 запускает генератор случайных чисел, который позволяет функции RND при каждом выполнении программы возвращать каждый раз различную последовательность случайных чисел. Далее запрашиваются значения A, B, N, Ni и происходит выбор закона генерации чисел (строки 15-24).

В зависимости от выбора закона происходит вычисление последовательности случайных чисел R1(I) по различным формулам (строки 25-55).

В строке 58 происходит пересчет последовательности на заданный интервал. Строка 60 распечатывает полученную последовательность. Строкой 61 завершается цикл (строки 30-61). Далее в цикле (строки 70-96) происходит определение минимального и максимального значения случайного числа. Строки 97 и 98 выводят полученные результаты на печать. В строке 100заданный интервал делится на необходимое число разбиений, и далее подсчитываются частоты попадания случайных чисел в каждый отрезок. Правые границы отрезков и значения частот выводятся на печать (строки 107-190). Строка 190 вычисляет значение Q – выборочного среднего, строка 202 выводит его на печать. Вычисление средней квадратической погрешности и вывод на печать осуществляется в строках 240-250.

6.4. Требования к составлению отчета
Отчет по лабораторной работе должен содержать описание способа получения псевдослучайных чисел на ЭВМ, описание формирования псевдослучайных чисел с заданным законом распределения, анализ полученных результатов и степени соответствия выбранному закону, выводы. По результатам распечатки требуется построить полином р-р случайных чисел по заданному закону распределения.

6.5. Контрольные вопросы
1. Каковы способы моделирования случайных величин?

2. Объясните принцип действия генератора случайных чисел.

3. В чем состоят особенности псевдослучайных чисел?

4. Запишите формулы преобразования случайных величин с заданными законами распределения. 

Лабораторная работа №7
«Разработка аналитической модели толщиномера»

Введение

	[image: image189.wmf]
Рис. 7.1.


Для измерения толщины небольших плоских деталей предложен измерительный прибор с манометром (рис. 1). Необходимо исследовать возможность практической реализации прибора.
Прежде чем делать вывод о полезности предложенного устройства уясним принцип его работы. На данном этапе инженеру неизвестно, как работает этот прибор. Следует рассмотреть его и решить, как с его помощью можно определить толщину детали.

Прибор работает следующим образом. Давление [image: image190.wmf]0
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 поддерживается постоянным, а [image: image191.wmf]1
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 изменяется в зависимости от расстояния [image: image192.wmf]h
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 приближается к нулю, то [image: image194.wmf]1
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 стремиться к [image: image195.wmf]0
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 достаточно велико, давление [image: image197.wmf]1
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 приближается к атмосферному (нулевое манометрическое давление). В промежутке между этими предельными значениями [image: image198.wmf]1
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 будет функцией [image: image199.wmf]h

, и, измеряя [image: image200.wmf]1
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, будем получать [image: image201.wmf]h

.

В качестве первого шага при определении возможности создания такого прибора желательно найти соотношение, связывающее параметры задачи. В частности необходимо связать [image: image202.wmf]1

P

 с [image: image203.wmf]h

 через [image: image204.wmf]0

P

, [image: image205.wmf]1

d

, [image: image206.wmf]2

d

.

Далее можно самостоятельно рассмотреть допущения, которые следует принять (можно их и не рассматривать). Подумать о рабочей среде (жидкость или газ). Что лучше, безопаснее?

7.1 Описание практической части выполнения работы и оборудование
Работа выполняется под наблюдением преподавателя или лаборанта в лаборатории 2-112 на вычислительных машинах.
	№
	Наименование
	Инв. номер
	Год вып.

	1
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 348-1
	2013

	2
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 349-1
	2013

	3
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 350-1
	2013

	4
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 351-1
	2013

	5
	Компьютер Intel Core i3 3,3 ГГц.
	К 352-1
	2013

	6
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 353-1
	2013

	7
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 354-1
	2013

	8
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 355-1
	2013

	9
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 356-1
	2013

	10
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 357-1
	2013

	11
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 358-1
	2013

	12
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 359-1
	2013

	13
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 360-1
	2013

	14
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 361-1
	2013

	15
	Компьютер Intel Pentium G 2,8 ГГц
	К 362-1
	2013


Для начала разумно допустить, что в приборе используется несжимаемая изотермическая жидкость. Кроме этого, будем считать, что, нет падения давления за отверстием мерной шайбы [image: image207.wmf]1

d

 и на выходе, а также не оказывают влияние потери на трение. Давление [image: image208.wmf]0

P

 поддерживается постоянным, а состояние прибора – установившееся. Имея такую модель можно приступить к использованию физических принципов.

Использование физических принципов. Поскольку рассматривается установившийся поток несжимаемой жидкости, закон сохранения массы показывает, что объем жидкости, проходящий через отверстие мерной шайбы [image: image209.wmf]1

d

 равен, равен объему жидкости, проходящей через выходное отверстие [image: image210.wmf]2

d

. Для получения информации о силах, действующих на мерную шайбу, используем уравнение сохранения количества движения применительно к мерной шайбе. В случае установившегося потока несжимаемой жидкости при отсутствии трения уравнение сохранения энергии сводится к уравнению Бернулли. (Применение второго закона Ньютона в системе Лагранжа дает тот же результат). Дополнительно использовав первый закон термодинамики, получим уравнение для определения расхода жидкости (это можно сделать и логическими рассуждениями).
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Чтобы учесть различные факторы, которые были опущены при анализе, обычно в уравнение вводят коэффициент расхода [image: image212.wmf]1

C

.Таким образом 
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Для стандартных мерных шайб коэффициенты [image: image214.wmf]1

C

 известны и лежат в интервале от 0,6 до 0,8. Полученное уравнение следует проверить. Предположим, что исходные данные измерялись: [image: image215.wmf]сек
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. (Специально в учебных целях приняты такие единицы измерения). Проверим размерность полученной формулы:
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Размерность не совпадает. Для устранения этого расхождения необходимо ввести переводной множитель [image: image221.wmf]2
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. Окончательно получим
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Во всех остальных отношениях это уравнение правильно.

Если теперь выходное отверстие также рассматривать как бесконечно тонкую мерную шайбу, то получим

[image: image223.wmf]r
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где площадь отверстия мерной шайбы принимается равной [image: image224.wmf]h

d

2

p

, [image: image225.wmf]2

C

- коэффициент расхода для выходного отверстия, а [image: image226.wmf]1

P

 рассматривается как манометрическое давление.
Согласно закону сохранения массы, значения расхода жидкости через отверстия с диаметрами [image: image227.wmf]1

d

 и [image: image228.wmf]2

d

 должны быть равны, т.е.
	[image: image229.wmf]
Рис. 7.2.
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После упрощения получим

[image: image231.wmf])
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Размерность этого уравнения легко проверить визуально. Обратим внимание на то, что [image: image232.wmf]0

®

h

 при [image: image233.wmf]0
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P

P
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, что и ожидалось. Кроме того, при возрастании [image: image234.wmf]h

, как и ожидалось, [image: image235.wmf]0

1

®

P

. Таким образом, уравнение вполне приемлемо.

Коэффициент расхода является функцией отношения площади отверстия к площади поперечного сечения трубы, но, когда это отношение становится совсем мало, коэффициент расхода стремится к некоторому постоянному значению близкому к 0,6, Если оба эти коэффициента равны, то безразмерное уравнение принимает вид
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Графическое изображение этих результатов представлено на рис. 7.2. Это уравнение можно использовать для отыскания [image: image237.wmf]2

d

, [image: image238.wmf]1

d

 и [image: image239.wmf]0

P

 в требуемом интервале значений [image: image240.wmf]h

. На этом поставленная задача выполнена. 
7.2 Список заданий
С целью окончательной проверки результатов, исследовать влияние свойств жидкости (особенно ее плотности), так как они не отражены в уравнении. 
7.3 Контрольные вопросы

1. Правильно ли то, что полученный результат не зависит от свойств жидкости, используемой в приборе? 
2. Можно ли использовать газ? Какой? Почему?
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