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1. Цель и задачи выполнения курсовой работы
Целью выполнения типового расчета по дисциплине «Методы оптимальных решений» является овладение студентами математическими методами решения экономических задач.
Задачи выполнения типового расчета:
- научиться строить экономико-математические модели;
- освоить симплекс-метод табличного решения задачи линейного программирования;
- освоить двойственный симплекс-метод решения задачи линейного программирования;
- освоить метод потенциалов решения транспортной задачи;
- освоить методику решения антагонистических игр;
- освоить методику решения задачи динамического программирования.
[bookmark: _Toc320288681][bookmark: _Toc320288784][bookmark: _Toc328542098]2. Основные требования к курсовой работе
[bookmark: _Toc320288682][bookmark: _Toc320288785][bookmark: _Toc328542099]2.1. Тематика курсовой работы
1. Обоснование принятия оптимальных решений для автомобилестроительного предприятия.
2. Обоснование принятия оптимальных решений для молочного комбината.
3. Обоснование принятия оптимальных решений для химического производства.
4. Обоснование принятия оптимальных решений для предприятия по производству компьютерной техники.
5. Обоснование принятия оптимальных решений для обувной фабрики.
6. Обоснование принятия оптимальных решений для швейной фабрики.
7. Обоснование принятия оптимальных решений для автотранспортного предприятия (грузовые перевозки).
8. Обоснование принятия оптимальных решений для предприятия оптовой торговли продовольственными товарами.
9. Обоснование принятия оптимальных решений для предприятия цветной металлургии.
10. Обоснование принятия оптимальных решений для предприятия сервисного обслуживания (химчистка).
11. Обоснование принятия оптимальных решений для мясокомбината.
12. Обоснование принятия оптимальных решений для хлебозавода.
13. Обоснование принятия оптимальных решений для кондитерской фабрики.
14. Обоснование принятия оптимальных решений для предприятия по ремонту компьютерной техники.
15. Обоснование принятия оптимальных решений для металлургического предприятия.
[bookmark: _Toc320288683][bookmark: _Toc320288786][bookmark: _Toc328542100]2.2. Задание курсовой работы
В рамках курсовой работы студенты в соответствии с вариантом должны решить три задачи:
1. Задача оптимального распределения ресурсов.
2. Транспортная задача.
3.Задача динамического программирования.
[bookmark: _Toc320288684][bookmark: _Toc320288787][bookmark: _Toc328542101]2.2.1. Задача оптимального распределения ресурсов
Организация имеется возможность выпускать n видов изделий П1, П2, П3,…, Пn. При их изготовлении используются ресурсы Р1, Р2, Р3,…, Рm. Размеры допустимых затрат ресурсов ограничены соответственно величинами b1, b2, b3, …, bm. Расход ресурса i-го вида (i = 1, 2,…, m) на единицу изделия j-го вида (j = 1, 2,…, n) составляет aij ден. ед. Цена единицы продукции j-го вида равна сj. Требуется найти оптимальный план выпуска изделий, который обеспечивал бы организации максимальный доход.
Обязательные требования к решению задачи.
1. Построить экономико-математическую модель задачи распределения ресурсов.
2. Построить двойственную задачу к задаче распределения ресурсов. Ввести соответствие переменных прямой и двойственной задачи.
3. Найти оптимальное решение прямой и двойственной задач линейного программирования, пояснить экономический смысл всех переменных, участвующих в решении.
4. Найти границы изменения дефицитных ресурсов, в пределах которых не изменится структура оптимального плана.
5. Уточнить значения недефицитных ресурсов, при которых оптимальный план не изменится.
6. Найти границы изменения цены изделия, попавших в оптимальный план производства, в пределах которых оптимальный план не изменится.
          7. Определить величину ∆bs ресурса Рs, введением которого в производство можно компенсировать убыток и сохранить максимальный доход на прежнем уровне (ресурсы предполагаются взаимно заменяемыми), получаемый при исключении из производства ∆br единиц ресурса Рr что вызывает уменьшение максимального дохода на ∆rfomax ед.
8. Оценить целесообразность приобретения ∆bk единиц ресурса Рk по цене сk за единицу.
9. Установить, целесообразно ли выпускать новое изделие П4, на единицу которого ресурсы Р1, Р2, Р3 расходуются в количествах a14, a24, a34 единиц, а цена единицы изделия составляет с4 денежных единиц.
10. Решить прямую и двойственную задачи линейного программирования в среде Microsoft Exсel, приложить отчеты, провести вычислительный эксперимент для уточнения границ изменения ресурсов и цен.
[bookmark: _Toc320288685][bookmark: _Toc320288788][bookmark: _Toc328542102]2.2.2. Транспортная задача
На трех базах (пунктах отправления) A1, A2, A3 находится однородный груз в количествах, соответственно равных а1, а2 и а3 единицам. Этот груз требуется перевести в три пункта назначения B1, B2, B3 соответственно в количествах b1, b2 и b3. единиц. Стоимость перевозки единицы груза из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения составляет cij денежных единиц. Определить оптимальный план перевозок, при котором общая стоимость перевозок будет минимальной.
Обязательные требования к решению задачи.
1. Проверить разрешимость транспортной задачи. Если задача не разрешима, свести ее к закрытой задаче введением фиктивного пункта отправления (поставщика) или пункта назначения (потребителя).
2. Построить экономико-математическую модель транспортной задачи.
3. Построить двойственную задачу.
4. Найти начальное решение транспортной задачи и проверить его на вырожденность.
5. Решить транспортную задачу методом потенциалов. 
6. Решить транспортную задачу в среде Microsoft Exсel, приложить отчет.
[bookmark: _Toc328542103][bookmark: _Toc328542104]2.2.3.  Задача динамического программирования



На развитие трех предприятий выделено S млн. руб. Известна эффективность капитальных вложений xi в каждое j-е предприятие, заданная таблично значением нелинейной функции fj(xi), где , , n – количество предприятий, m – количество возможных сумм капитальных вложений.
Необходимо распределить выделенные средства между предприятиями таким образом, чтобы получить максимальный суммарный доход.
[bookmark: _Toc328542105]2.3. Исходные данные к курсовой работе
[bookmark: _Toc328542106]2.3.1. Задача оптимального распределения ресурсов


	Обозначения
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	b1
	300
	300
	350
	650
	300
	300
	300
	450
	300
	600
	300
	650
	300
	130
	300

	b2
	500
	500
	250
	560
	550
	150
	300
	500
	450
	500
	250
	500
	450
	250
	200

	b3
	400
	400
	500
	430
	400
	400
	520
	550
	400
	400
	500
	300
	400
	140
	350

	a11
	2
	5
	3
	1
	1
	1
	3
	1
	2
	1
	3
	1
	1
	1
	3

	a12
	3
	3
	1
	4
	3
	3
	1
	4
	3
	3
	1
	4
	3
	3
	1

	a13
	2
	3
	2
	2
	2
	2
	2
	5
	2
	2
	2
	2
	2
	2
	2

	a21
	2
	2
	2
	4
	2
	2
	2
	4
	2
	2
	2
	4
	2
	2
	2

	a22
	3
	3
	3
	6
	3
	3
	3
	6
	3
	3
	3
	6
	3
	3
	3

	a23
	1
	1
	4
	8
	1
	1
	4
	8
	1
	1
	4
	8
	1
	1
	4

	a31
	3
	3
	1
	4
	3
	3
	1
	1
	3
	3
	1
	1
	3
	3
	1

	a32
	1
	1
	2
	5
	1
	1
	2
	1
	1
	1
	2
	4
	1
	1
	2

	Обозначения
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	a33
	2
	2
	6
	9
	2
	2
	6
	9
	2
	2
	6
	9
	2
	2
	6

	c1
	30
	30
	40
	30
	30
	30
	40
	30
	30
	30
	40
	35
	30
	30
	40

	c2
	40
	40
	50
	60
	40
	40
	60
	40
	40
	40
	50
	60
	40
	40
	60

	c3
	30
	10
	80
	50
	35
	10
	30
	50
	35
	10
	80
	40
	15
	10
	80

	r
	1
	1
	2
	3
	1
	1
	2
	2
	1
	1
	2
	3
	1
	1
	2

	∆br
	0,5
	0,5
	2
	0,1
	0,5
	0,2
	2
	0,1
	0,5
	0,2
	2
	0,1
	0,5
	0,2
	2

	s
	3
	2
	3
	1
	3
	2
	3
	1
	3
	2
	3
	1
	3
	2
	3

	k
	3
	3
	1
	2
	3
	3
	1
	2
	3
	3
	1
	2
	3
	3
	1

	∆bk
	0,3
	0,2
	0,5
	0,5
	0,2
	0,2
	0,5
	0,5
	0,2
	0,2
	0,5
	0, 1
	0,3
	0,2
	0,5

	ck
	1,5
	15
	12
	24
	1,5
	15
	12
	24
	1,5
	15
	12
	24
	1,5
	15
	12

	ℓ
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4
	4

	a1ℓ
	2
	2
	3
	4
	2
	2
	3
	4
	2
	2
	3
	4
	2
	2
	3

	a2ℓ
	1
	3
	2
	4
	1
	3
	2
	4
	1
	3
	2
	4
	1
	3
	2

	a3ℓ
	2
	1
	4
	2
	2
	1
	4
	2
	2
	1
	4
	2
	2
	1
	4

	cℓ
	45
	50
	60
	70
	45
	35
	60
	70
	45
	35
	60
	70
	45
	35
	60




[bookmark: _Toc328542107]















2.3.2. Транспортная задача
Вариант 1
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	16
	30
	17
	10
	4

	А2
	30
	27
	26
	9
	6

	А3
	13
	4
	22
	3
	10

	А4
	3
	1
	5
	4
	10

	Потребности
	7
	7
	7
	9
	


Вариант 2
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	15
	10
	22
	19
	20

	А2
	21
	18
	11
	4
	20

	А3
	26
	29
	23
	26
	20

	А4
	21
	10
	19
	27
	20

	Потребности
	19
	19
	19
	23
	


Вариант 3
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	17
	20
	29
	26
	15

	А2
	3
	4
	5
	15
	15

	А3
	19
	2
	22
	4
	15

	А4
	20
	27
	17
	19
	15

	Потребности
	11
	11
	11
	27
	



Вариант 4
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	20
	26
	24
	26
	13

	А2
	15
	20
	29
	26
	17

	А3
	4
	10
	27
	30
	17

	А4
	9
	16
	29
	20
	13

	Потребности
	12
	12
	12
	24
	


Вариант 5
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	21
	22
	2
	13
	18

	А2
	27
	10
	4
	24
	12

	А3
	3
	16
	25
	5
	17

	А4
	28
	11
	17
	10
	13

	Потребности
	18
	15
	15
	12
	


Вариант 6
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	10
	17
	9
	20
	15

	А2
	13
	4
	24
	26
	15

	А3
	22
	24
	30
	27
	19

	А4
	25
	12
	11
	24
	11

	Потребности
	9
	24
	9
	18
	


Вариант 7
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	30
	24
	11
	12
	21

	А2
	26
	4
	29
	20
	19

	А3
	27
	14
	14
	10
	15

	А4
	6
	14
	28
	8
	25

	Потребности
	15
	15
	25
	25
	


Вариант 8
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	5
	15
	3
	6
	9

	А2
	23
	8
	13
	27
	11

	А3
	30
	5
	24
	25
	14

	А4
	8
	26
	7
	9
	16

	Потребности
	8
	9
	13
	20
	



Вариант 9
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	9
	17
	9
	8
	22

	А2
	13
	22
	18
	19
	13

	А3
	20
	20
	24
	26
	17

	А4
	11
	19
	30
	6
	18

	Потребности
	17
	17
	18
	18
	




Вариант 10
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	2
	5
	6
	15
	16

	А2
	5
	9
	5
	7
	15

	А3
	16
	14
	6
	15
	14

	А4
	13
	20
	4
	8
	15

	Потребности
	12
	13
	20
	15
	



Вариант 11
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	12
	11
	25
	17
	17

	А2
	22
	18
	14
	11
	14

	А3
	9
	13
	12
	15
	21

	А4
	26
	21
	12
	14
	43

	Потребности
	19
	22
	23
	31
	



Вариант 12
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	12
	24
	4
	6
	28

	А2
	20
	10
	15
	27
	13

	А3
	15
	15
	12
	25
	15

	А4
	2
	6
	3
	5
	30

	Потребности
	27
	16
	25
	18
	



Вариант 13
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	15
	6
	25
	11
	9

	А2
	13
	14
	20
	27
	18

	А3
	16
	7
	19
	10
	23

	А4
	5
	26
	23
	25
	26

	Потребности
	11
	22
	31
	12
	



Вариант 14
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	22
	24
	25
	23
	24

	А2
	21
	10
	7
	16
	14

	А3
	20
	18
	30
	27
	19

	А4
	22
	10
	29
	26
	17

	Потребности
	22
	27
	12
	13
	



Вариант 15
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	6
	11
	20
	17
	12

	А2
	1
	25
	3
	18
	17

	А3
	9
	20
	16
	30
	18

	А4
	23
	15
	4
	28
	13

	Потребности
	10
	18
	12
	20
	



[bookmark: _Toc328542109]2.3.3. Задача динамического программирования 

 1
	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции r (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240



2
	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции r (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
50
100
150
200
250
300
350
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240


3
	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции r(Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
20
40
80
100
160
170
200
	0
40
70
80
140
180
200
210
	0
30
40
100
110
190
210
230

	4.Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции r (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
50
80
90
110
170
180
210
	0
30
50
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240


5
	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции r (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
150
180
220
240

	0
40
50
110
120
190
210
220


6
	6.Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции r (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
140
180
220
260
280
320
360
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240


7
	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции r(Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
40
50
110
120
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
30
50
90
110
180
220
240


8
	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции r (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
120
180
210
220
	0
40
50
110
150
190
220
240



9
	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции R (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
30
50
110
120
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
40
50
90
110
180
220
240
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	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции R (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
160
220
280
340
        400
460
520
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240
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	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции R (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
130
160
190
210
240
270
300
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240
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	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции R (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
90
180
270
360
450
540
630
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240
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	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции R (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
55
110
165
220
275
330
385
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
50
80
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240
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	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции R(Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
30
50
90
110
170
180
210
	0
40
70
80
140
180
200
210
	0
30
40
100
110
190
210
230


15
	Объем капиталовложений Xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции R (Xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
100
200
300
400
500
600
700
	0
55
85
95
115
175
185
215
	0
30
50
90
150
190
210
220
	0
40
50
110
120
180
220
240



[bookmark: _Toc328542110]2.4. Объем курсовой работы
1. Обоснование оптимального плана производства (30-40 с.).
2. Обоснование оптимального плана перевозок (10 – 15 с.).
3.  Обоснование распределения финансовых ресурсов между проектами
(5-10 с.).
[bookmark: _Toc328542111]2.5. Работа над курсовой работой
Работа над курсовой работой состоит из трех этапов. Первый этап включает выполнение первого задания и представление результатов преподавателю на проверку до момента первой текущей аттестации.
Второй этап включает выполнение 2–4 заданий и представление их преподавателю на проверку до момента второй текущей аттестации.
Третий этап заключается в окончательном оформлении курсовой работы.
[bookmark: _Toc328542112]2.6. Защита курсовой работы
Защита курсовой работы происходит после  проверки преподавателем  всей работы и допуска до защиты. Работу еще должен посмотреть рецензент и подготовить рецензию с оценкой.
Защита предполагает доклад студента и ответы на вопросы  членов комиссии.
Качество работы оценивается после представления окончательно оформленной работы.
Оценка по курсовой работе – 100 баллов включает следующие составляющие: 
	Балльные оценки

	Качество
работы
(до 35)
	Оценка 
рецензии
(до 5)
	Качество доклада
(до 20)

	Уровень защиты
(до 40)

	Сумма баллов
(до 100)

	
	
	
	
	


Перевод балльной оценки в академическую производится по следующей шкале: 
	Балльная оценка 
	81-100 баллов
	61-80 баллов
	40-60 баллов
	0-39 баллов

	Академическая оценка
	«отлично»
	«хорошо»
	«удовлетворительно»
	«не удовлетворительно»


[bookmark: _Toc328542113]3. Методические указания к работе над курсовой работой
[bookmark: _Toc328542114]3.1. План построения и содержание разделов пояснительной записки к курсовой работе
Структура курсовой работы включает следующие разделы:
Введение
1. Обоснование оптимального плана производства для данной отрасли.
2. Обоснование оптимального плана перевозок.
3. Обоснование распределения финансовых ресурсов между проектами.
Заключение.
Список использованных источников.
[bookmark: _Toc328542115]3.2. Методические указания по выполнению отдельных разделов курсовой работы
3.2.1. Обоснование оптимального плана производства
Исходные данные варианта 0:
	Обозначение
	Вариант 0
	Обозначение
	Вариант 
	Обозначение
	Вариант 
	Обозначение
	Вариант 
	Обозначение
	Вариант 

	b1
	20
	a11
	2
	a21
	6
	a31
	2
	c1
	16

	b2
	40
	a12
	3
	a22
	4
	a32
	4
	c2
	20

	b3
	24
	a13
	2
	a23
	3
	a33
	5
	c3
	18

	Обозначение
	Вариант 
	Обозначение
	Вариант 
	Обозначение
	Вариант 
	Обозначение
	Вариант 

	r
	1
	k
	2
	a14
	3
	c4
	22

	∆br
	0,5
	∆bk
	0,3
	a24
	2
	
	

	s
	3
	ck
	2
	a34
	4
	
	


1. Построение экономико-математической модели задачи распределения ресурсов
С целью построения экономико-математической модели задачи распределения ресурсов следует ввести переменные и представить исходные данные в табличном виде:
	Норма затрат
Ресурсы
	Виды изделий
	Запас ресурсов
	Скрытые цены 
ресурсов

	
	

	

	

	
	yi
	yi*

	

	a11
	a12
	a13
	b1
	

	

	

	a21
	a22
	a23
	b2
	

	

	

	a31
	a32
	a33
	b3
	


	

	Цена единицы изделия
	c1
	c2
	c3
	fmax(х)
	gmin(у)

	План выпуска
	xj
	

	

	

	
	

	
	xj*
	
	
	
	
	


Введем переменные: х1 – объем производства продукции первого вида; х2 – объем производства продукции второго вида; х3 – объем производства продукции третьего вида.
Представим исходные данные в виде таблицы 11 - Исходные данные 
	Норма затрат
Ресурсы
	Виды изделий
	Запас ресурсов
	Скрытые цены 
ресурсов

	
	

	

	

	
	yi
	yi*

	

	2
	3
	2
	20
	

	

	

	6
	4
	3
	40
	

	

	

	2
	4
	5
	24
	


	

	Цена единицы изделия
	16
	20
	18
	fmax(х)
	gmin(у)

	План выпуска
	xj
	

	

	

	
	

	
	xj*
	
	
	
	
	


Целевая функция, отражающая доход от реализации произведенной продукции, представляет собой сумму произведений объема производства каждого вида продукции на значение ее цены:

, 
где n – количество видов продукции.
Поскольку требуется максимизировать доход, то целевая функция стремиться к максимуму. При ресурсных ограничениях, представленных системой неравенств, левые части которых отражают затраты ресурсов каждого вида на производство продукции соответствующего вида, а правые отражают запасы ресурсов каждого вида. Знак неравенств «меньше или равно», поскольку расход ресурсов не должен превысить имеющихся запасов:

,
где m – количество ресурсов.
Также должно выполняться условие не отрицательности переменных:

.
Таким образом, экономико-математическая модель прямой задачи линейного программирования (ПЗЛП) варианта 0 имеет вид:


при ограничениях:


Данная ПЗЛП имеет стандартную форму записи, поскольку в задаче на максимум все функциональные (ресурсные) ограничения имеют знаки «меньше или равно».
2. Построение двойственной задачи к задаче распределения ресурсов
Для построения двойственной задачи линейного программирования (ДЗЛП) следует ввести двойственные переменные: у1 – скрытая цена первого ресурса; у2 – скрытая цена второго ресурса; у3 – скрытая цена третьего ресурса.
Целевая функция ДЗЛП представляет собой совокупные затраты второго предприятия на приобретение всех ресурсов первого предприятия, при этом второе предприятие стремиться, чтобы его затраты на приобретение ресурсов у первого предприятия были минимальными:

.
Ограничениями ДЗЛП является система неравенств, отражающая условия, при которых первому предприятию будет выгодно продать свои ресурсы вместо производства из них продукции, то есть при равенстве или превышении суммы, полученной от второго предприятия, над суммой дохода, полученной от реализации продукции:

.
Должно выполняться условие не отрицательности переменных:

.
Также для построения ДЗЛП можно руководствоваться следующими правилами.
1. В первой задаче определяется максимум линейной целевой функции, во второй – минимум.
2. Коэффициенты при переменных в целевой функции первой задачи являются правыми частями в системе ограничений во второй задаче.
3. Каждая из задач задана в стандартной форме, при этом в задаче максимизации все неравенства вида «меньше или равно», а в задаче минимизации все неравенства вида «больше или равно».
4. Матрицы коэффициентов при переменных в системах ограничений обеих задач являются транспонированными друг к другу. Для варианта 0 матрица коэффициентов при переменных в системе ограничений ПЗЛП имеет вид:

    
Тогда транспонированная матрица, отражающая коэффициенты при переменных в системе ограничений ДЗЛП, имеет вид:

 
5. Число неравенств в системе ограничений одной задачи совпадает с числом переменных в другой задаче.
6. Условие не отрицательности переменных имеются в обеих задачах.
Таким образом, экономико-математическая модель ДЗЛП варианта 0 имеет вид:


при ограничениях


Данная ДЗЛП имеет стандартную форму записи, поскольку в задаче на минимум все функциональные (затратные) ограничения имеют знаки «больше или равно».

3. Решение прямой и двойственной задач линейного программирования
Для решения задачи линейного программирования необходимо перейти к ее канонической форме записи, то есть перейти в системе ограничений от функциональных неравенств к равенствам посредством включения дополнительных переменных.
Для ПЗЛП каноническая форма записи имеет вид:






Для перехода к канонической форме записи ПЗЛП варианта 0 следует добавить дополнительные переменные х4, х5, х6, в соответствующие неравенства со знаком «+», поскольку они отражают возможный остаток неиспользованных ресурсов:




Для ДЗЛП каноническая форма записи имеет вид:






Для перехода к канонической форме записи ДЗЛП варианта 0 следует добавить дополнительные переменные y4, y5, y6, в соответствующие неравенства со знаком «», поскольку они отражают возможное превышение затрат на приобретение ресурсов над ценой реализации продукции (возможный убыток от производства продукции):





Соответствие переменных прямой и двойственной задачи
Во взаимно двойственных задачах линейного программирования первоначальным переменным ПЗЛП соответствуют дополнительные переменные ДЗЛП и аналогично первоначальным переменным ДЗЛП соответствуют дополнительные переменные ПЗЛП.
Установим соответствие переменных прямой и двойственной задачи для варианта 0:
	х1


y4
	х2


y5
	х3


y6
	х4


y1
	х5


y2
	х6


у3



Решение задачи оптимального распределения ресурсов возможно двумя способами:
А. Одновременное решение ПЗЛП и ДЗЛП с помощью симплекс-таблиц.
Б. Двойственный симплекс-метод.
Рассмотрим оба метода.

А. Одновременное решение ПЗЛП и ДЗЛП с помощью симплекс-таблиц
Решаем ПЗЛП.
Находим исходное опорное решение и проверяем его на оптимальность. Для этого заполняем симплекс-таблицу. Все строки таблицы 1-го шага, за исключением строки j (индексная строка), заполняем по данным системы ограничений и целевой функции канонической формы записи ПЗЛП.

Правила заполнения первой симплекс-таблицы
В первую строку сj вносятся значения коэффициентов при переменных из целевой функции. В столбец базисных переменных вносим дополнительные переменные хj. 
В столбец сi вносят значения коэффициентов при переменных из целевой функции, которые вошли в базис. 
Рабочее поле таблицы (столбцы под переменными хj заполняют коэффициентами при соответствующих переменных из системы равенств канонической формы записи ПЗЛП. Отсутствие той или иной переменной в равенстве означает, что ей соответствует коэффициент, равный нулю. 
В столбец bi вносят свободные члены системы равенств.
Индексная строка (j) для переменных находится по формуле:

, 
где hij – соответствующий элемент, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца рабочего поля симплекс таблицы.
Индексная строка (j) для свободного члена находится по формуле 

,
где li – соответствующий элемент, из столбца bi.
В рассматриваемом варианте в первую строку сj вносим значения коэффициентов при переменных из целевой функции 16, 20 и 18, остальные значения равны нулю. В столбец базисных переменных вносим дополнительные переменные х4, х5, х6. В рассматриваемом случае базисные переменные не входят в целевую функцию, поэтому им соответствуют нулевые значения в столбце сi.
Рабочее поле таблицы (столбцы под переменными х1, х2, х3, х4, х5, х6) заполняем коэффициентами при соответствующих переменных из системы равенств канонической формы записи ПЗЛП. 
Поскольку, в первом равенстве отсутствуют переменные х5 и х6, поэтому в первой рабочей строке симплекс-таблицы этим переменным соответствует коэффициент «0».
	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	


	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi

	0
	x4
	2
	3
	2
	1
	0
	0
	20

	0
	x5
	6
	4
	3
	0
	1
	0
	40

	0
	х6
	2
	4
	5
	0
	0
	1
	24

	j
	
	
	
	
	
	
	



Заполняем индексную строку:
1 = 02 + 06 + 02 – 16 = -16;
2 = 03 + 04 + 04 – 20 = -20;
3 = 02 + 03 + 05 – 18 = -18;
4 = 0; 5 = 0; 6 = 0;
7= 020 + 040 + 024 = 0.

	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	


	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi

	0
	x4
	2
	3
	2
	1
	0
	0
	20

	0
	x5
	6
	4
	3
	0
	1
	0
	40

	0
	х6
	2
	4
	5
	0
	0
	1
	24

	j
	-16
	-20
	-18
	0
	0
	0
	0







Первое опорное решение имеет вид:  = (0, 0, 0, 20, 40, 24),  = 0. (компоненты опорного решения выписывают для базисных переменных из столбца свободных членов bi; переменные, не входящие в базис, имеют значение 0). В рассматриваемом случае переменные х1, х2, х3. не входят в базис, поэтому их компоненты в опорном решении равны нулю, базисные переменные имеют значения х4 = 20, х5 = 40, х6 = 24. Значение целевой функции берут из последней строки столбца . На данном шаге симплекс-метода  = 0.
Следует проверить первое опорное решение на оптимальность.

Проверка первого опорного решения на оптимальность
Возможны следующие случаи решения задачи на максимум:
- если все оценки j  0, то найденное решение оптимальное;
- если хотя бы одна оценка j  0, но при соответствующей переменной нет ни одного положительного коэффициента, решение задачи прекращают, так как f(X)  , т.е. целевая функция не ограничена в области допустимых решений;
- если хотя бы одна оценка отрицательная, а при соответствующей переменной есть хотя бы один положительный коэффициент, то нужно перейти к другому опорному решению;
- если отрицательных оценок в индексной строке несколько, то в столбец базисной переменной (БП) вводят ту переменную, которой соответствует наибольшая по абсолютной величине отрицательная оценка.
В рассматриваемом случае первое опорное решение не оптимальное, поскольку имеются три отрицательные оценки 1 = - 16, 2 = - 20, 3 = - 18. 
Следовательно, нужно сделать следующий шаг симплекс-метода: ввести в базис переменную, которую нужно улучшить. 
Правило выбора переменной для введения в базисные переменные
(правило выбора ключевого, или разрешающего, столбца)
Пусть одна оценка k  0 или наибольшая по абсолютной величине k  0, тогда k-й столбец принимают за ключевой (разрешающий). 

Такой переменной является переменная из столбца с наибольшей по абсолютной величине оценкой 2 = 20, т.е. переменная х2. 

	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	2
	3
	2
	1
	0
	0
	20
	

	0
	x5
	6
	4
	3
	0
	1
	0
	40
	

	0
	х6
	2
	4
	5
	0
	0
	1
	24
	

	j
	-16
	-20
	-18
	0
	0
	0
	0
	



Теперь следует определить, какую переменную нужно вывести из базиса.

Правило выбора переменной для вывода из базисных переменных
(правило выбора ключевой (разрешающей) строки
За ключевую (разрешающую) строку принимают ту, которой соответствует минимальное отношение свободных членов (bi) к положительным коэффициентам ключевого k-го столбца. Элемент, находящийся на пересечении ключевых строки и столбца, называют ключевым (разрешающим) элементом.
В столбце оценочных отношений min{bi/ hij} отражены отношения свободных членов к элементам из разрешающего столбца, минимальным является отношение 24/4, соответствующее строке переменной х6, следовательно, эта строка – разрешающая, а переменная х6 выводится из базисных переменных:

	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	2
	3
	2
	1
	0
	0
	20
	20/3

	0
	x5
	6
	4
	3
	0
	1
	0
	40
	40/4

	0
	х6
	2
	«4»
	5
	0
	0
	1
	24
	24/4

	j
	-16
	-20
	-18
	0
	0
	0
	0
	-


На пересечении ключевой строки и ключевого столбца находится ключевой элемент «4».
Переход ко второму шагу симплекс-метода.
Правила заполнения следующей таблицы симплекс-метода
В столбец базисных переменных на место выведенной из базисных вносится новая базисная переменная. При этом в столбец сi вносится соответствующее значение коэффициента при переменной из целевой функции.
Ключевая строка переписывается, при этом все ее элементы делят на ключевой элемент.
Заполняют столбцы для базисных переменных: на пересечении строки и столбца, в которых находится одна и та же переменная, ставят «1», в остальных клетках столбца нули.




Остальные коэффициенты таблицы находят по правилу «прямоугольника»: для искомого элемента новой таблицы выбирают стоящий на пересечении той же строки и того же столбца элемент из предыдущей таблицы , умножают его на разрешающий , из этого произведения вычитают произведение элементов, расположенных на противоположной диагонали прямоугольника, образуемого искомым и разрешающим элементами, а полученную разность делят на разрешающий элемент .
Оценки j можно считать по приведенным ранее формулам или по правилу «прямоугольника». 
Заполним симплекс-таблицу второго шага для варианта 0. Вместо переменной х6 вводим в базис переменную х2, в целевой функции ей соответствует коэффициент 20, который вносится в соответствующую клетку столбца сi.
В строке, соответствующей переменной х2 переписываем элементы из ключевой строки предыдущей таблицы, предварительно разделив их на ключевой элемент «4»:
	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные пере-менные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	
	
	
	
	
	
	
	

	0
	x5
	
	
	
	
	
	
	
	

	20
	х2
	1/2
	1
	5/4
	0
	0
	1/4
	6
	

	j
	
	
	
	
	
	
	
	-


Заполняем столбцы для базисных переменных х2, х4, х5:
	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные пере-менные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	
	0
	
	1
	0
	
	
	

	0
	x5
	
	0
	
	0
	1
	
	
	

	20
	х2
	1/2
	1
	5/4
	0
	0
	1/4
	6
	

	j
	
	0
	
	0
	0
	
	
	-


Остальные клетки заполняем по правилу прямоугольника, отмечая, что ключевой элемент «4» находится в третьей строке и втором столбце предыдущей таблицы:


= ;


= ;


= ;


= ;


= ;


= ;


= ;


= .
	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	1/2
	0
	-7/4
	1
	0
	-3/4
	2
	

	0
	x5
	4
	0
	-2
	0
	1
	-1
	16
	

	20
	х2
	1/2
	1
	5/4
	0
	0
	1/4
	6
	

	j
	
	0
	
	0
	0
	
	
	-


Находим оценки переменных:
1 = 0(1/2) + 04 + 20(1/2) – 16 = - 6;
3 = 0(-7/4) + 0(-2) + 20(5/4) – 18 = 7;
6 = 0(-3/4) + 0(-1) + 20(1/4) – 0 = 5; 7 = 02 + 016 + 206 = 120.
	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	1/2
	0
	-7/4
	1
	0
	-3/4
	2
	

	0
	x5
	4
	0
	-2
	0
	1
	-1
	16
	

	20
	х2
	1/2
	1
	5/4
	0
	0
	1/4
	6
	

	j
	-6
	0
	7
	0
	0
	5
	120
	-





Второе опорное решение имеет вид:  = (0, 6, 0, 2, 16, 0),  = 120.
Однако это решение не оптимальное, поскольку оценка 1 = - 6 <0.
Поскольку только одна оценка отрицательная, то выбираем этот столбец в качестве разрешающего. Следовательно, в базисные переводим переменную х1. 
	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	1/2
	0
	-7/4
	1
	0
	-3/4
	2
	

	0
	x5
	4
	0
	-2
	0
	1
	-1
	16
	

	20
	х2
	1/2
	1
	5/4
	0
	0
	1/4
	6
	

	j
	-6
	0
	7
	0
	0
	5
	120
	-



Для определения, того, какую переменную вывести из базисных, находим оценочные отношения:
	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	1/2
	0
	-7/4
	1
	0
	-3/4
	2
	2/(1/2)

	0
	x5
	4
	0
	-2
	0
	1
	-1
	16
	16/4

	20
	х2
	1/2
	1
	5/4
	0
	0
	1/4
	6
	6/(1/2)

	j
	-6
	0
	7
	0
	0
	5
	120
	-


Минимальными являются два отношения в первой строке 2/(1/2) = 4 и во второй строке 16/4 = 4, поэтому в качестве разрешающей можно выбрать любую из них. Выбираем вторую строку, соответствующую переменной х5, следовательно, переменная х5 выводится из базисных переменных. На пересечении разрешающих строки и столбца находится разрешающий элемент «4»:
	


сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные переменные
(БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	1/2
	0
	-7/4
	1
	0
	-3/4
	2
	2/(1/2)

	0
	x5
	«4»
	0
	-2
	0
	1
	-1
	16
	16/4

	20
	х2
	1/2
	1
	5/4
	0
	0
	1/4
	6
	6/(1/2)

	j
	-6
	0
	7
	0
	0
	5
	120
	-


Переходим к третьему шагу симплекс-метода.
Заполним симплекс-таблицу третьего шага для варианта 0. Вместо переменной х5 вводим в базис переменную х1, в целевой функции ей соответствует коэффициент 16, который вносится в соответствующую клетку столбца сi. Аналогично предыдущему шагу заполняем ключевую строку, столбцы базисных переменных и остальные клетки:
	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	

	min

	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi
	bi/ hij

	0
	x4
	0
	0
	-3/2
	1
	-1/8
	-5/8
	0
	

	16
	x1
	1
	0
	-1/2
	0
	1/4
	-1/4
	4
	

	20
	х2
	0
	1
	3/2
	0
	-1/8
	3/8
	4
	

	j
	0
	0
	4
	0
	3/2
	7/2
	144
	-




Поскольку все оценки положительные j, то полученное опорное решение является оптимальным:  = (4, 4, 0, 0, 0, 0), а максимальное значение целевой функции равно  = 144.
Учитывая соответствие переменных взаимно двойственных задач, можно выписать оптимальное решение двойственной задачи. Значения соответствующих переменных берут из последней строки последней симплекс-таблицы:

	

сi
	сj
	16
	20
	18
	0
	0
	0
	


	
	Базисные переменные (БП)
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	bi

	0
	x4
	0
	0
	-3/2
	1
	-1/8
	-5/8
	0

	16
	x1
	1
	0
	-1/2
	0
	1/4
	-1/4
	4

	20
	х2
	0
	1
	3/2
	0
	-1/8
	3/8
	4

	j
	0
	0
	4
	0
	3/2
	7/2
	144

	yi
	y4
	y5
	y6
	y1
	y2
	y3
	





Таким образом,  = (0, 3/2, 7/2, 0, 0, 4), поскольку y1  x4, y2  x5, y3  x6, y4  x1, y5  x2, y6  x3. Значение целевой функции = 144.
Экономический смысл всех переменных, участвующих в решении
Экономический смысл переменных, участвующих в решении отражен в таблице
	Компоненты оптимального решения ПЗЛП

	План производства
	Остатки ресурсов, единиц

	





	





	





	





	





	






	Превышение затрат на ресурсы над ценой реализации (возможный убыток от производства продукции)
	Объективно обусловленные оценки ресурсов (теневые, условные, скрытые цены ресурсов)

	Компоненты оптимального решения ДЗЛП


Экономический смысл переменных:
x1*, x2*, x3* -основные переменные - оптимальный план производства;
x4*, x5, x6* - дополнительные переменные - остатки ресурсов;
y1, y2, y3 -основные переменные - скрытые цены ресурсов;
y4, y5, y6 -дополнительные переменны – превышение затрат на ресурсы над ценой реализации (возможный убыток от производства продукции).
Наличие пары нулевых переменных x4* = 0 и y1 = 0 свидетельствует, что двойственная задача имеет альтернативные решения.
Анализ решения ПЗЛП
Подставим оптимальные значения переменных x* в исходную систему ограничений ПЗЛП:
1) 2х1 + 3х2 + 2х3  20
24 + 34 + 20 = 20
20 = 20, следовательно, х4 = 0, ресурс Р1 используется полностью;
[bookmark: _GoBack]2) 6х1 + 4х2 + 3х3  40
64 + 44 + 30 = 40
40 = 40, следовательно, х5 = 0, ресурс Р2 используется полностью;
3) 2х1 + 4х2 + 5х3  24
24 + 44 + 50 = 24
24 = 24, следовательно, х6 = 0, ресурс Р3 используется полностью.
Анализ решения ДЗЛП
Подставим оптимальные значения переменных у* в исходную систему ограничений ПЗЛП:
1) 2у1 + 6у2 + 2у3  16
20 + 6(3/2) + 2(7/2) = 16
16 = 16, следовательно, у4 = 0, убытки от производства первого вида продукции П1, которая вошла в оптимальный план производства отсутствуют;
2) 3у1 + 4у2 + 4у3  20
30 + 4(3/2) + 4(7/2) = 20
20 = 20, следовательно, у5 = 0, убытки от производства второго вида продукции П2, которая вошла в оптимальный план производства отсутствуют;
3) 2у1 + 3у2 + 5у3  18
20 + 3(3/2) + 5(7/2) = 22
22  18 на 4, следовательно, у6 = 4, убытки от производства третьего вида продукции П3, которая не вошла в оптимальный план производства, в случае ее производства будут составлять 4 ден. ед. с каждого изделия третьего вида.

4. Расчет границ изменения дефицитных ресурсов, в пределах которых не изменится структура оптимального плана
Ресурсы, которые используются полностью, называются дефицитными. Признаком дефицитности ресурсов является отличие от нуля соответствующей данному ресурсу двойственной переменной и равенство нулю соответствующей дополнительной переменной.
В рассматриваемом случае все три ресурса используются полностью, следовательно, являются дефицитными.
Для исследования границ изменения первого вида ресурса Р1 из последней симплекс-таблицы составляют систему неравенств для базисных переменных ПЗЛП, используя элементы из столбца свободных членов bi и столбца, соответствующего переменной у1. Коэффициенты из столбца «у1» умножают на искомое изменение b1 запаса ресурса Р1:


  .

Учитывая, что b1 = 20, допустимый интервал изменения границ первого вида ресурса составит .
Аналогично, определяем допустимый интервал изменения границ второго вида ресурса Р2:



    .


Учитывая, что b2 = 40, допустимый интервал изменения границ второго вида ресурса составит  или .
Аналогично, определяем допустимый интервал изменения границ третьего вида ресурса Р3:



     .


Учитывая, что b3 = 24, допустимый интервал изменения границ третьего вида ресурса составит  или .
5. Уточнение значения недефицитных ресурсов, при которых оптимальный план не изменится
Значение остатка недефицитного ресурса определяется значением соответствующей дополнительной переменной.
В рассматриваемом случае недефицитных ресурсов нет.

6. Расчет границ изменения цены изделия, попавших в оптимальный план производства, в пределах которых оптимальный план не изменится
В план производства вошли первый и второй виды продукции П1, П2.
Для первого вида продукции П1, которая попала в план производства, из последней симплекс-таблицы составляют систему неравенств для базисных переменных ДЗЛП (они соответствуют свободным переменным ПЗЛП), используя элементы из строки j и строки, соответствующей переменной х1. Коэффициенты из строки «х1» умножают на искомое изменение с1 цены продукции П1



    .


Учитывая цену первого вида продукции с1 = 16, интервал устойчивости изменения цен составит  или .
Для второго вида продукции, также попавшего в план производства, система неравенств примет вид:



    .


Учитывая цену второго вида продукции с2 = 20, интервал устойчивости изменения цен составит  или .
Для видов продукции, не попавших в оптимальный план производства, исследование допустимых границ изменения цен не проводится.

7. Определение величины ∆bs ресурса Рs, введением которого в производство можно компенсировать убыток и сохранить максимальный доход на прежнем уровне (ресурсы предполагаются взаимно заменяемыми), получаемый при исключении из производства ∆br единиц ресурса Рr
В рассматриваемом случае: r = 1; ∆br = 0,5; s = 3.

Для взаимозаменяемых ресурсов (коэффициент взаимозаменяемости >0, но отличен от бесконечности) количество ресурса ∆bi вида i, необходимое для замены выбывающего количества ∆bk ресурса k, определяется по формуле:

.

Таким образом, . Следовательно, замена первого ресурса невозможна.

8. Оценка целесообразности приобретения ∆bk единиц ресурса Рk по цене сk за единицу

Для оценки целесообразности приобретения дополнительного количества ресурса ∆bi вида i по цене сk необходимо сравнить предлагаемую цену с рассчитанной ранее теневой ценой этого ресурса . Приобретение дополнительного количества ресурса целесообразно, если выполняется условие не превышения новой цены над теневой ценой

сk  .
В противном случае приобретение дополнительного количества ресурса нецелесообразно.
В рассматриваемом случае: ∆bk = 0,3; k = 2, ck = 2.

Поскольку  < 2, то приобретение дополнительного количества ресурса не целесообразно.

9. Оценка целесообразности выпуска нового изделия П4, на единицу которого ресурсы Р1, Р2, Р3 расходуются в количествах a14, a24, a34 единиц, а цена единицы изделия составляет с4 денежных единиц
Включение дополнительного вида продукции n+1 в план производства целесообразно, если соотношение дополнительных затрат и цены реализации дополнительного вида продукции удовлетворяет следующему условию

.
Расчет затрат осуществим по формуле

 ден. ед.
Учитывая, что затраты на ресурсы для производства продукции третьего вида меньше цены реализации с4 = 22 ден. ед., то включение ее в план производства целесообразно.

10. Решение прямой и двойственной задач линейного программирования в среде Microsoft Exсel 
Решение задач линейного программирования с помощью программы Microsoft Excel осуществляется через меню Сервис и вкладку Поиск решения. Если данная вкладка не установлена, то ее установка осуществляется следующими действиями:
1. Войти в меню Сервис.
2. Выбрать команду Надстройки.
3. В появившемся диалоговом окне Надстройки установить флажок напротив строки Поиск решения и нажать кнопку ОК.
После произведенных действий в меню Сервис появится команда Поиск решения.
Прежде чем начать выполнение команды Поиск решения следует провести подготовительные действия по введению данных задания в таблицу.
Выбираем ячейку для введения целевой функции (например, ячейку А1). При записи целевой функции в ячейку А1 вместо значений переменной хi  подставляют названия пустых ячеек, в которых хотим получить искомые значения х1, х2, х3, например, С1, С2, С3. Тогда запись целевой функции в ячейке А1 будет иметь вид = 16*С1+20*С2+18*С3. После введения целевой функции в ячейку А1 нажимаем клавишу «Enter», в ячейке А1 отобразится 0.
Условия ограничений вписываем в ячейки столбца В. В выбранные ячейки записываются только левые части неравенств в следующем виде:
Ячейка В1: =2*С1+3*С2+2*С3 «Enter»
Ячейка В2: =6*С1+4*С2+3*С3 «Enter»
Ячейка В3: =2*С1+4*С2+5*С3 «Enter»
Через меню Сервис / Поиск решения открыть окно поиска решения:
[image: ]

В поле ввода Установить целевую ячейку вводим ссылку на ячейку А1.
В поле ввода Изменяя ячейки укажем ссылки на ячейки С1:С3.
Данная операция осуществляется следующими действиями:
1. Щелкнуть левой кнопкой мыши в поле ввода Изменяя ячейки.
2. Выделить при помощи левой кнопки мыши ячейки, начиная с С1 и до ячейки С3 (поле ввода изменения ячейки должно автоматически заполниться).
В поле ввода Ограничения введем ограничения, соответствующие ячейкам В1, В2, В3. Ввод значений осуществляется в следующем порядке:
1.Нажать кнопку Добавить. Появится диалоговое окно Добавление ограничения.
2. Для каждого логического выражения, находящихся в ячейках В1, В2, В3 вводим свое условие и свое ограничение, последовательно нажимая кнопку Добавить. По окончании нажать кнопку ОК.
[image: ]

3. Должен появиться следующий результат:
[image: ]

4. Для поиска максимального значения устанавливаем флажок.
Для осуществления вычислений нажмем кнопку Выполнить. Откроется окно диалога Результаты поиска решения. В окне Тип отчета выберем строку Результаты и нажмем кнопку ОК.
Получим следующие результаты:
В ячейке А1 отражено максимально возможное значение функции при заданных условиях 144.
В столбце В отражены значения логических выражений, удовлетворяющих исходным ограничениям.
2х1 + 3х2 +2х3 = 20
6х1 + 4х2 + 3х3 = 40
2х1 + 4х2 + 5х3 = 24
В столбце С отражены значения переменных, при которых значение функции принимает максимальную величину: 
х1 = 4, х2 = 4, х3 = 3.
На листе «Отчет по результатам» появится следующая информация, отражающая результаты расчета:
[image: ]

Повторяя все действия для двойственной задачи, получим следующий отчет по результатам:
[image: ]

Б. Одновременный двойственный симплекс-метод

1. Выражение базисных переменных ПЗЛП и ДЗЛП через свободные.
Выразим базисные переменные ПЗЛП и ДЗЛП через свободные:


				

2.Определение исходного решения прямой и двойственной задач и проверка его на оптимальность.
Правила определения исходного решения прямой и двойственной задач и проверка его на оптимальность
Для этого заполняют симплекс-таблицу двойственного симплекс-метода. Таблица имеет два входа: по переменным прямой задачи xj и по переменным двойственной задачи yi. Базисные переменные ПЗЛП записывают в столбце xбаз, а свободные переменные в строке xсв со знаком «». Базисные переменные ДЗЛП записывают в строке убаз, а свободные переменные в столбце усв.
Строки таблицы 1-го шага (верхние части клеток) заполняют по данным системы ограничений и целевой функции прямой задачи. Столбцы таблицы 1-го шага (верхние части клеток) заполняют по данным системы ограничений и целевой функции двойственной задачи. Значение целевой функции равно нулю, поскольку базисные переменные не входят в выражение целевой функции.

Решение является оптимальным, если в строке  и столбце bi нет отрицательных элементов. В противном случае следует провести изменения в базисных переменных.

Симплексная таблица двойственного симплекс-метода для варианта 0 имеет следующий вид:
	
	yбаз
	y4
	y5
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x1
	- x2
	- x3
	bi

	y1
	x4
	2
	3
	2
	20

	y2
	x5
	6
	4
	3
	40

	y3
	x6
	2
	4
	5
	24

	cj
	

	- 16
	- 20
	- 18
	0





Решение ПЗЛП выписывается по строкам, значения базисных переменных берутся из столбца bi, если переменная с соответствующим индексом не входит в базис, то ее значение равно нулю: = (0, 0, 0, 20, 40, 24),  = 0.


Решение ДЗЛП выписывается по столбцам, значения базисных переменных берутся из строки cj, если переменная с соответствующим индексом не входит в базис, то ее значение равно нулю: = (0, 0, 0, 16, 20, 18),  = 0.

Данное решение не является оптимальным, поскольку решение не допустимое (не выполнено условие не отрицательности переменных), ему соответствуют отрицательные элементы в строке . Поэтому следует провести замену переменных в базисе.
3. Выбор разрешающей строки.
Правила выбора разрешающей строки

Находят отрицательный элемент в строке . В столбце над этим найденным элементом выбирают любой положительный элемент, эта строка – разрешающая. 
Если в столбце над найденным элементом нет положительных элементов, то ПЗЛП не имеет смысла (целевая функция не ограничена в области допустимых решений), а ДЗЛП не имеет решения. 


В рассматриваемом примере в строке  три отрицательных элемента 
	
	yбаз
	y4
	y5
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x1
	- x2
	- x3
	bi

	y1
	x4
	2
	3
	2
	20

	y2
	x5
	6
	4
	3
	40

	y3
	x6
	2
	4
	5
	24

	cj
	

	- 16
	- 20
	- 18
	0



Можно выбрать любой из них, поэтому выбираем «20», а над ним выбираем элемент из первой строки «3». Следовательно, первая строка – разрешающая (выделена жирным шрифтом).

4. Выбор разрешающего столбца.

Правила выбора разрешающего столбца


Элементы строки  делят на соответствующие элементы разрешающей строки под переменными. Из полученных отношений выбирают максимальное отрицательное отношение, этот столбец – разрешающий (максимальным из отрицательных отношений может быть отношение   – отрицательный ноль).
Если среди полученных отношений нет отрицательных, то ПЗЛП не имеет решения, ДЗЛП не имеет смысла или решения. 
На пересечении разрешающей строки и разрешающего столбца находится разрешающий элемент.



В рассматриваемом примере максимальным среди отношений элементов из строки  и элементов разрешающей строки является отношение во втором столбце . Следовательно, второй столбец – разрешающий (выделен жирным шрифтом).

	
	yбаз
	y4
	y5
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x1
	- x2
	- x3
	bi

	y1
	x4
	2
	«3»
	2
	20

	y2
	x5
	6
	4
	3
	40

	y3
	x6
	2
	4
	5
	24

	cj
	

	- 16
	- 20
	- 18
	0

	

	

	

	

	

	-


Разрешающим элементом является элемент «3», который стоит на пересечении первой строки и второго столбца.
5. Заполнение нижних частей клеток таблицы.
Правила заполнения нижних частей клеток разрешающей строки
 и разрешающего столбца
Под разрешающим элементом всегда ставят «1». Остальные элементы разрешающей строки переписываются без изменений, а остальные элементы разрешающего столбца переписываются с противоположным знаком.
Заполнение нижних частей клеток для разрешающей строки и разрешающего столбца варианта 0:

	
	yбаз
	y4
	y5
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x1
	- x2
	- x3
	bi

	y1
	x4
	2         
          2
	«3»
           1
	2
            2
	20
          20

	y2
	x5
	6
	4
          -4     
	3

	40

	y3
	x6
	2
	4
          -4
	5
	24

	cj
	

	- 16
	- 20
          20
	- 18
	0



6. Заполнение нижних частей для остальных клеток.
Правила заполнения нижних частей остальных клеток
Остальные элементы таблицы в нижних частях клеток находят по правилу прямоугольника: для искомого элемента из нижней части клетки элемент из верхней части этой же клетки умножают на разрешающий элемент и из этого произведения вычитают произведение элементов, расположенных на противоположной диагонали прямоугольника, образуемого искомым и разрешающим элементами (все элементы из верхних клеток).
Заполнение нижних частей для остальных клеток варианта 0:
клетка на пересечении второй строки и первого столбца: 
	2
	«3»

	6
	4


63  24 = 10;
клетка на пересечении третьей строки и первого столбца: 
	2
	«3»

	
	

	2
	4


23  24 = 2; клетка на пересечении четвертой строки и первого столбца: 
	2
	«3»

	
	

	- 16
	- 20


 163  2(20) = 8; клетка на пересечении второй строки и третьего столбца: 
	«3»
	2

	4
	3


33  42 = 1;
клетка на пересечении третьей строки и третьего столбца: 
	«3»
	2

	
	

	4
	5


53  42 = 7;
клетка на пересечении четвертой строки и третьего столбца: 
	«3»
	2

	
	

	- 20
	- 18


 183  (20)2 = 14;
клетка на пересечении второй строки и четвертого столбца:
	«3»
	
	20

	4
	
	40


403  420 = 40;
клетка на пересечении третьей строки и четвертого столбца: 
	«3»
	
	20

	
	
	

	4
	
	24


243  420 = 8;
клетка на пересечении четвертой строки и четвертого столбца: 
	«3»
	
	20

	
	
	

	- 20
	
	0


03  (20) 20= 400.
Таким образом, получаем следующую таблицу:
	
	yбаз
	y4
	y5
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x1
	- x2
	- x3
	bi

	y1
	x4
	2         
          2
	«3»
           1
	2
            2
	20
          20

	y2
	x5
	6
         10
	4
          -4     
	3
            1
	40
          40

	y3
	x6
	2
         -2
	4
          -4
	5
            7
	24
          -8

	cj
	

	- 16
        -8
	- 20
          20
	- 18
         -14
	0
        400


7. Построение новой симплекс-таблицы.
Правила построения новой симплекс-таблицы
Изменяют базисные переменные: меняют местами переменные из разрешающей строки и разрешающего столбца. Элементы из нижних клеток предыдущей симплекс-таблицы делят на верхний разрешающий элемент и записывают на соответствующие места в верхние клетки новой симплекс-таблицы.

Если в новой таблице в строке есть отрицательные элементы, то следует сделать следующий шаг симплекс-метода. (Нецелесообразно выбирать за разрешающую строку – те же строки, что и на предыдущих шагах).


Если в новой таблице в строке  нет отрицательных элементов, а в столбце свободных членов остались отрицательные элементы, то строка с отрицательным значением  выбирается за разрешающую, и выполняется следующий шаг симплекс-метода.


Если в строке  есть нулевой элемент, то это признак альтернативного оптимума для ПЗЛП. Для нахождения альтернативного решения выполняется еще один шаг симплекс-метода: Столбец с нулевым элементом в строке выбирается за разрешающий. Находят неотрицательные отношения столбца свободных членов к соответствующим элементам разрешающего столбца. Из полученных отношений выбирают минимальное неотрицательное отношение – это разрешающая строка, разрешающий элемент найден. Затем выполняют еще один шаг симплекс-метода.


Если в столбце  есть нулевой элемент, то это признак альтернативного оптимума для ДЗЛП. Для нахождения альтернативного решения выполняется еще один шаг симплекс-метода. При этом строка с нулевым элементом в столбце  выбирается за разрешающую.
Переходим к следующей симплекс-таблице. При этом в первую строку включается пара переменных х2, у5, соответствующих разрешающему столбцу, а во второй столбец вводится пара переменных х4, у1, соответствующая разрешающей строке. Верхние части клеток заполняются элементами, полученными в результате деления соответствующих (стоящих на аналогичном месте) элементов из предыдущей таблицы в нижних частях клеток на разрешающий элемент «3»:
	
	yбаз
	y4
	y1
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x1
	- x4
	- x3
	bi

	y5
	x2
	2/3         
          
	1/3
           
	2/3
            
	20/3
          

	y2
	x5
	10/3
         
	-4/3
               
	1/3
            
	40/3
          

	y3
	x6
	-2/3
         
	-4/3
          
	7/3
            
	-8/3
          

	cj
	

	-8/3
        
	20/3
          
	-14/3
         
	400/3
        







Решение ПЗЛП на втором шаге двойственного симплекс-метода также выписывается по строкам: = (0, 20/3, 0, 0, 40/3, 8/3),  = 400/3, решение ДЗЛП выписывается по столбцам: = (20/3, 0, 0, 8/3, 0, 14/3),  = 400/3. Данное решение также не оптимальное, поскольку в строке  еще остались отрицательные элементы. Необходимо продолжить поиск оптимального решения.

В строке  выбираем отрицательный элемент «8/3». Над ним выбираем положительный, предпочтительнее «10/3», поскольку первая строка была выбрана на предыдущем шаге метода, следовательно, вторая строка – разрешающая (выделена жирным шрифтом):
	
	yбаз
	y4
	y1
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x1
	- x4
	- x3
	bi

	y5
	x2
	2/3         
          
	1/3
           
	2/3
            
	20/3
          

	y2
	x5
	«10/3»
         
	-4/3
               
	1/3
            
	40/3
          

	y3
	x6
	-2/3
         
	-4/3
          
	7/3
            
	-8/3
          

	cj
	

	-8/3
        
	20/3
          
	-14/3
         
	400/3
        

	

	

	

	

	

	-



Находим максимальное отношение среди отношений элементов в строке целевой функции  к соответствующим элементам разрешающей строки

. Разрешающий столбец – первый, поскольку максимальное отношение соответствует ему.
Разрешающий элемент «10/3» находится на пересечении разрешающей строки и разрешающего столбца.
Заполнение нижних частей клеток осуществляется аналогично рассмотренному выше. Получаем следующую таблицу:
	
	yбаз
	y4
	y1
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x1
	- x4
	- x3
	bi

	y5
	x2
	2/3         
       -2/3
	1/3
           2
	2/3
            2
	20/3
               40/3

	y2
	x5
	«10/3»
           1
	-4/3
        -4/3
	1/3
         1/3
	40/3
               40/3

	y3
	x6
	-2/3
         2/3
	-4/3
      -16/3
	7/3
            8
	-8/3
                0

	cj
	

	-8/3
         8/3
	20/3
       56/3
	-14/3
       44/3
	400/3
           1440/3


Переходим к следующей симплекс-таблице. При этом во вторую строку включается пара переменных х1, у4, соответствующих разрешающему столбцу, а в первый столбец вводится пара переменных х5, у2, соответствующая разрешающей строке. Клетки следующей таблицы заполняются элементами, полученными в результате деления соответствующих элементов из предыдущей таблицы в нижних частях клеток на разрешающий элемент «10/3». Поскольку в нижних частях клеток таблицы все элементы положительные и разрешающий элемент также положительный, то в следующей таблице будет получено оптимальное решение и нет необходимости делить на две части клетки в последней таблице. Однако следует отметить, что в третьей строке в столбце bi есть нулевой элемент. Это свидетельствует о том, что двойственная задача имеет альтернативные решения:
	
	yбаз
	y2
	y1
	y6
	


	yсв
	xсв
xбаз
	- x5
	- x4
	- x3
	bi

	y5
	x2
	1/5
	3/5
	3/5
	4

	y4
	x1
	3/10
	2/5
	1/10
	4

	y3
	x6
	1/5
	8/5
	12/5
	0

	cj
	

	4/5
	28/5
	22/5
	144







Оптимальное решение ПЗЛП: = (4, 4, 0, 0, 0, 0), = 144, оптимальное решение ДЗЛП: = (28/5, 4/5, 0, 0, 22/5),  = 144. 
Данное решение аналогично решению, полученному в соответствии с методом одновременного решения пары взаимно двойственных задач для ПЗЛП и совпадает с решением ДЗЛП в отношении значения целевой функции. Однако поскольку ДЗЛП имеет альтернативные решения, то полученное в результате расчета решение является альтернативным по отношению к полученному первым методом.
Остальные этапы задания выполняются аналогично рассмотренным выше.
3.2.2. Обоснование оптимального плана перевозок
На четырех базах (пунктах отправления) A1, A2, A3, A4 находится однородный груз в количествах, соответственно равных а1, а2, а3 и а4 единицам. Этот груз требуется перевести в три пункта назначения B1, B2, B3, B4 соответственно в количествах b1, b2, b3 и b4. единиц. Стоимость перевозки единицы груза из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения составляет cij денежных единиц. Определить оптимальный план перевозок, при котором общая стоимость перевозок будет минимальной.
Обязательные требования к решению задачи.
1. Проверить разрешимость транспортной задачи. Если задача не разрешима, свести ее к закрытой задаче введением фиктивного пункта отправления (поставщика) или пункта назначения (потребителя).
2. Построить экономико-математическую модель транспортной задачи.
3. Найти начальное решение транспортной задачи и проверить его на вырожденность.
4. Решить транспортную задачу методом потенциалов. 
5. Решить транспортную задачу в среде Microsoft Exсel, приложить отчет.
Исходные данные варианта 0:
	Стоимость перевозки
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	с11 = 6
	с12 = 10
	с13 = 7
	с14 = 5
	а1 = 14

	А2
	с21 = 10
	с22 = 7
	с23 = 6
	с24 = 9
	а2 = 11

	А3
	с31 = 13
	с32 = 14
	с33 = 5
	с34 = 7
	а3 = 20

	А4
	с41 = 5
	с42 = 10
	с43 = 6
	с44 = 4
	а4 = 21

	Потребности
	b1 = 15
	b2 = 16
	b3 = 15
	b4 = 20
	-



1. Проверка разрешимости транспортной задачи
Условие разрешимости транспортной задачи

Если сумма запасов груза равна суммарной потребности в нем: , то транспортная задача является закрытой.

Если сумма запасов не совпадает с суммой потребностей: , то транспортная задача является открытой. При этом возможны два варианта:


а) если , то объем запасов превышает объем потребления, все потребители будут удовлетворены полностью и часть запасов останется не вывезенной. Для решения задачи вводят фиктивного (n + 1) потребителя, потребности которого .


б) если , то объем потребления превышает объем запасов, часть потребностей останется неудовлетворенной. Для решения такой задачи вводят фиктивного (m+ 1) поставщика, запас которого .

Проверим условие разрешимости транспортной задачи: .
15 + 16 + 15 + 20 = 14 + 11 + 20 + 21;         66 = 66
Условие разрешимости транспортной задачи выполнено.

2. Экономико-математическая модель транспортной задачи.

Обозначим xij – количество груза, перевозимого из пункта Аi в пункт Bj:

	Объем 
перевозок
	В1
	В2
	В3
	В4
	Запасы

	А1
	6
х11
	10
х12
	7
х13
	5
х14
	а1 = 14

	А2
	10
х21
	7
х22
	6
х23
	9
х24
	а2 = 11

	А3
	13
х31
	14
х32
	5
х33
	7
х34
	а3 = 20

	А4
	5
х41
	10
х42
	6
х43
	4
х44
	а4 = 21

	Потребности
	b1 = 15
	b2 = 16
	b3 = 15
	b4 = 20
	-



Примечание. В правом верхнем углу каждой клетки приведены значения тарифа cij на перевозку единицы груза из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения.
Математическая модель транспортной задачи имеет вид


при ограничениях:

 

.
Таким образом, целевая функция прямой транспортной задачи имеет вид


Ограничения транспортной задачи:



.
Двойственная транспортная задача имеет вид:

 
         при ограничениях:

 


Где  потенциалы,  , т.е.  могут быть положительными, отрицательными или равными нулю.
3. Начальное решение транспортной задачи 
Найдем исходное опорное решение по методу минимальной стоимости. Для этого заполним распределительную таблицу:
	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4

	
	15/
	16/
	15/
	20/

	1
	14/
	6

	10

	7

	5
-

	2
	11/
	10

	7

	6

	9
-

	3
	20/
	13

	14

	5

	7
-

	4
	21/
	5

	10

	6

	4



Метод минимальной стоимости нахождения начального решения транспортной задачи
В соответствии с методом минимальной стоимости грузы распределяются в первую очередь в те клетки, которым соответствует минимальный тариф перевозок сij. При этом объем поставки, вносимый в клетку, определяется как минимальное значение среди значений запаса и потребности: xij = min(ai, bj).
Далее поставки распределяются в незанятые клетки с наименьшими тарифами с учетом оставшихся запасов у поставщиков и удовлетворения спроса потребителей.
В случае нескольких клеток с одинаковыми значениями тарифов в первую очередь поставки распределяются в клетку с максимально возможной поставкой.
Процесс распределения продолжают до тех пор, пока все грузы от поставщиков не будут вывезены, а потребители не будут удовлетворены.
Минимальное значение имеет тариф перевозки от четвертого поставщика к четвертому потребителю с44 = 4, т.е. клетка (4, 4). В данную клетку вносится значение поставки, представляющее собой минимальное значение из значений запаса у четвертого поставщика и потребности у четвертого потребителя, т.е. min (21, 20) = 20. Это первая из искомых поставок х44 = 20.
Поскольку потребность четвертого поставщика поставкой х44 = 20 полностью удовлетворена, то потребность обнуляется, а в остальных клетках четвертого столбца проставляется прочерк – в эти клетки другое поставки вноситься не будут.
У четвертого поставщика остается еще одна единица груза (21 – 20 = 1), которая подлежит дальнейшему распределению:
	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4

	
	15/
	16/
	15/
	20/0

	1
	14/
	6

	10

	
	5
-

	2
	11/
	10

	7

	
	9
-

	3
	20/5/
	13

	14

	
	7
-

	4
	21/1/
	5

	10
-
	6
-
	4
20


Следующими клетками с минимальным значением тарифа являются клетки (4, 1) и (3, 3), в которых с41 = с33 = 5. В клетку (4, 1) можно разместить поставку min (1, 14) = 1, в клетку (3, 3) – поставку min (20, 15) = 15. Максимальным среди них является значение 15. Следовательно, х33 = 15. Потребность третьего поставщика обнуляется, а в остальных клетках третьего столбца проставляется прочерк. У третьего поставщика остается еще пять единиц груза (20 – 15 = 5), которые подлежат дальнейшему распределению. Поскольку клетка (4, 1) не занята, то в нее можно разместить оставшуюся единицу груза, следовательно, х41 = 1. При этом запас четвертого поставщика обнуляется, а в оставшуюся незанятой клетку четвертой строки (4, 2) вносится прочерк. Потребность первого потребителя сокращается до 14 (14 = 15 – 1):
	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4

	
	15/14
	16/
	15/0
	20/0

	1
	14/
	6

	10

	7
-
	5
-

	2
	11/
	10

	7

	6
-
	9
-

	3
	20/5/
	13

	14

	5
15
	7
-

	4
	21/1/0
	5
1
	10
-
	6
-
	4
20



Среди незанятых клеток минимальный тариф имеет клетка (1, 1): с11 = 6. Объем возможной поставки определяется как min (14, 14) = 14. Следовательно, х11 = 14. При этом обнуляется запас первого поставщика и потребность первого потребителя, а в свободных клетках первого столбца и первой строки ставится прочерк:
	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4

	
	15/14/0
	16/
	15/0
	20/0

	1
	14/0
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-

	2
	11/
	10
-
	7

	6
-
	9
-

	3
	20/5/
	13
-
	14

	5
15
	7
-

	4
	21/1/0
	5
1
	10
-
	6
-
	4
20



Следующая клетка с минимальным тарифом – клетка (2, 2): с22 = 7. Объем возможной поставки определяется как min (11, 16) = 11. Следовательно, х22 = 11. При этом обнуляется запас второго поставщика. В последнюю свободную клетку (3, 2) вносится последняя поставка х32 = 5:


	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4

	
	15/14/0
	16/5/0
	15/0
	20/0

	1
	14/0
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-

	2
	11/0
	10
-
	7
11
	6
-
	9
-

	3
	20/5/0
	13
-
	14
5
	5
15
	7
-

	4
	21/1/0
	5
1
	10
-
	6
-
	4
20



Таким образом, все поставки распределены, получено начальное решение транспортной задачи:

.
Значение целевой функции:

 ден. ед.
4. Решение транспортной задачи методом потенциалов
Метод потенциалов решения транспортной задачи для каждого получаемого решения Хk включает выполнение следующих действий:
1. проверку решения на не вырожденность;
2. проверку решения на оптимальность, в т.ч.:
2.1. расчет потенциалов на основе известных тарифов для занятых клеток;
2.2. расчет оценок свободных клеток;
2.3. проверку условия оптимальности решения.
Проверка решения Х0 на не вырожденность. Условие не вырожденности решения транспортной задачи: количество ненулевых элементов в решении транспортной задачи равно рангу матрицы.
Если количество ненулевых элементов в решении транспортной задачи (равно 6), меньше N,   а  N = m + n – 1 = 4 + 4 – 1= 7, то решение вырожденное. Поскольку 6 < 7, то решение вырождено.
Проверка решения Х0 на оптимальность.
Проверка решения транспортной задачи на оптимальность
Найденное опорное решение проверяется на оптимальность методом потенциалов по следующему критерию: если опорное решение транспортной задачи является оптимальным, то ему соответствует система m + n действительных чисел ui и vj, удовлетворяющих условиям ui + vj = cij для занятых клеток  и ui + vj – cij  0 для свободных клеток.
Числа ui и vj называют потенциалами. В распределительную таблицу добавляют строку vj и столбец ui.
Потенциалы ui и vj находят из равенства ui + vj = cij, справедливого для занятых клеток. Одному из потенциалов дается произвольное значение, например, u1 = 0, тогда остальные потенциалы определяются однозначно. Так, если известен потенциал ui, то vj = cij  ui, если известен потенциал vj, то ui, = cij  vj.
Величина ij = ui + vj  cij называется оценкой свободных клеток. Если все оценки свободных клеток ij 0, то опорное решение является оптимальным. Если хотя бы одна из оценок ij ≥ 0, то опорное решение не является оптимальным и его можно улучшить, перейдя от одного опорного решения к другому.
Проверим найденное опорное решение на оптимальность, добавив в распределительную таблицу столбец ui и строку vj: Полагаем u1 = 0, запишем это значение в последнем столбце первой строки таблицы.
Рассмотрим занятую клетку первой строки, которая расположена в первом столбце (1, 1), для нее выполняется условие u1 + v1 = c11. Откуда v1 = c11 – u1 = 6 – 0 = 6, это значение запишем в последней строке таблицы:

	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-
	0

	2
	11
	10
-
	7
11
	6
-
	9
-
	

	3
	20
	13
-
	14
5
	5
15
	7
-
	

	4
	21
	5
1
	10
-
	6
-
	4
20
	

	vj
	6
	
	
	
	



Далее рассматривают ту из занятых клеток таблицы, для которых один из потенциалов известен.
Рассмотрим занятую клетку (4, 1): u4 + v1 = c41, откуда u4 = c41 – v1 = 5 – 6 = 1:

	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-
	0

	2
	11
	10
-
	7
11
	6
-
	9
-
	

	3
	20
	13
-
	14
5
	5
15
	7
-
	

	4
	21
	5
1
	10
-
	6
-
	4
20
	1

	vj
	6
	
	
	
	



Для клетки (4, 4): u4 + v4 = c44, откуда v4 = c44 – u4 = 4 – (–1) = 5:

	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-
	0

	2
	11
	10
-
	7
11
	6
-
	9
-
	

	3
	20
	13
-
	14
5
	5
15
	7
-
	

	4
	21
	5
1
	10
-
	6
-
	4
20
	1

	vj
	6
	
	
	5
	



На данном этапе возникла ситуация, когда для оставшихся занятых клеток не известно ни одного из потенциалов. Это результат вырожденности решения. Для его преодоления в одну из клеток нужно внести нулевую поставку, таким образом, такая клетка станет условно занятой.
Методика преодоления вырожденности решения
Для преодоления вырожденности решения в одну из клеток нужно внести нулевую поставку. Нуль помещают в такую клетку, чтобы в каждой строке и столбце было не менее одной занятой клетки, и для данной клетки был известен один из потенциалов. Такая клетка становится условно занятой, она должна иметь наименьший тариф по сравнению с другими клетками, которые могут быть условно занятыми.

Рассмотрим, в какие клетки можно разместить нулевую поставку. Для неизвестного потенциала u2 нулевую поставку можно разместить в клетках (2, 1) и (2, 4), для которых известны потенциалы v1 = 6 и v4 =5 соответственно. Для неизвестного потенциала u3 нулевую поставку можно разместить в клетках (3, 1) и (3, 4), для которых известны те же потенциалы v1 = 6 и v4 =5 соответственно. Для неизвестного потенциала v2 нулевую поставку можно разместить в клетках (1, 2) и (4, 2), для которых известны потенциалы u1 = 0 и u4 = 1 соответственно. Для неизвестного потенциала v3 нулевую поставку можно разместить в клетках (1, 3) и (4, 3), для которых известны те же потенциалы u1 = 0 и u4 = 1 соответственно.

Среди клеток (2, 1), (2, 4), (3, 1), (3, 4), (1, 2), (4, 2), (1, 3) и (4, 3), в которых может быть размещена нулевая поставка, наименьший тариф имеет клетка (4, 3) с c43 = 6. Следовательно, нулевую поставку  размещаем в клетку (4, 3), и она становится условно занятой и для нее выполняется условие u4 + v3 = c43, откуда v3 = c43 – u4 = 6 – (1) = 7:

	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-
	0

	2
	11
	10
-
	7
11
	6
-
	9
-
	

	3
	20
	13
-
	14
5
	5
15
	7
-
	

	4
	21
	5
1
	10
-
	6


	4
20
	1

	vj
	6
	
	7
	5
	



Для клетки (3, 3): u3 + v3 = c33, откуда u3 = c33 – v3= 5 – 7 = –2:

	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-
	0

	2
	11
	10
-
	7
11
	6
-
	9
-
	

	3
	20
	13
-
	14
5
	5
15
	7
-
	–2

	4
	21
	5
1
	10
-
	6


	4
20
	1

	vj
	6
	
	7
	5
	



Для клетки (3, 2): u3 + v2 = c32, откуда v2 = c32 – u3 = 14 – (–2) = 16:


	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-
	0

	2
	11
	10
-
	7
11
	6
-
	9
-
	

	3
	20
	13
-
	14
5
	5
15
	7
-
	–2

	4
	21
	5
1
	10
-
	6


	4
20
	1

	vj
	6
	16
	7
	5
	



Для клетки (2, 2): u2 + v2 = c22, , откуда u2 = c22 – v2= 7 – 16 = –9. Таким образом, найдены все значения потенциалов:

	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10
-
	7
-
	5
-
	0

	2
	11
	10
-
	7
11
	6
-
	9

	–9

	3
	20
	13

	14
5
	5
15
	7
-
	–2

	4
	21
	5
1
	10
-
	6


	4
20
	1

	vj
	6
	16
	7
	5
	




Вычисляем оценки свободных клеток:
12 = u1 + v2  c12 = 0 + 16 – 10 = 6 > 0,
13 = u1 + v3  c13 = 0 + 7 – 7 = 0,
14 = u1 + v4  c14 = 0 + 5 – 5 = 0,
21 = u2 + v1  c21 = – 9 + 6 – 10 = –13 < 0,
23 = u2 + v3  c23 = – 9 + 7 – 6 = –8 < 0,
24 = u2 + v4  c24 = – 9 + 5 – 9 = –13 < 0,
31 = u3 + v1  c31 = – 2 + 6 – 13 = –9 < 0,
34 = u3 + v4  c34 = – 2 + 5 – 7 = –4 < 0,
42 = u4 + v2  c42 = – 1 + 16 – 10 = 5 > 0.

В распределительной таблице оценки клеток проставлены в нижнем левом углу в скобках:


	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10
(6)
	7
(0)
	5
(0)
	0

	2
	11
	10
(–13)
	7
11
	6
(–8)
	9
(–13)
	–9

	3
	20
	13
(–9)
	14
5
	5
15
	7
(–4)
	–2

	4
	21
	5
1
	10
(5)
	6


	4
20
	1

	vj
	6
	16
	7
	5
	



Получили две положительные оценки свободных клеток: 12 = 6 > 0 42 = 5 > 0. Следовательно, исходное опорное решение не является оптимальным и его можно улучшить.
Методика перехода к лучшему опорному решению
Наличие положительной оценки свободной клетки (ij ≥ 0) при проверке опорного решения на оптимальность свидетельствует о том, что полученное решение не оптимально, и для уменьшения значения целевой функции надо перейти к другому опорному решению. При этом надо перераспределять грузы, перемещая их из занятых клеток в свободные. Свободная клетка становится занятой, а одна из ранее занятых – свободной.

Для свободной клетки, имеющей максимальную положительную величину оценки, , строится цикл (цепь, многоугольник), все вершины которого, кроме одной, находятся в занятых клетках, углы прямые, число вершин четное. Форма цикла может быть разной, например:


Но для клетки с положительной оценкой он является единственным.
Около свободной клетки цикла ставится знак (+), затем, используя правило чередования знаков, поочередно проставляют знаки (–) и (+). У вершин со знаком (–) выбирают минимальный груз  = min[xij()], его прибавляют к грузам, стоящим у вершин со знаком (+), и отнимают от грузов у вершин со знаком (–). В результате перераспределения груза получим новое опорное решение. Это решение проверяем на оптимальность, и т.д. до тех пор, пока не получим оптимальное решение.

Замечание. В некоторых случаях поставка, перераспределяемая по циклу, может оказаться равной нулю. Это возможно тогда, когда клетка со знаком «–» содержала нулевую поставку . В этом случае по циклу передается нулевая поставка. В результате свободная клетка, для которой был построен цикл, становится заполненной (нулевой поставкой), а клетка с нулевой поставкой – свободной. 

Если при перераспределении поставки по циклу поставка обращается в нуль сразу в нескольких заполненных клетках, то свободной следует считать только одну (любую) из них. Остальные клетки, поставка в которых стала равной нулю, следует считать заполненными нулевой поставкой .
Переход к следующему опорному решению. 






Выбираем клетку, от которой начнем построение цикла перераспределения поставок, по правилу , или , т.е. максимальную величину оценки имеет свободная клетка (1, 2). Для этой клетки можно построить следующий цикл: 0*1411550* (все вершины цикла, кроме первой, находятся в занятых клетках, углы прямые, число вершин четное). У вершин цикла с соответствующими значениями поставок по правилу чередования знаков ставим знаки (+) и (–).У вершин со знаком (–) выбираем минимальный груз  = min[14, , 5] = . Поскольку перемещаемый по циклу груз имеет нулевое значение, то произойдет только перемещение нулевой поставки  в клетку(1, 2), а клетка (4, 3), где ранее была нулевая поставка, станет свободной.




					
Фактически решение задачи (план перевозок) не изменилось, однако необходимо пересчитать потенциалы и найти новые оценки свободных клеток, учитывая, что клетка (1, 2) теперь занята, а клетка (4, 3) свободна:

.
Проверка решения Х1 на оптимальность выполняется аналогично предыдущему шагу. Расчет потенциалов для занятых клеток:
u1 = 0;
клетка (1, 1): v1 = c11 – u1 = 6 – 0 = 6;
клетка (4, 1): u4 = c41 – v1 = 5 – 6 = 1;
клетка (1, 2): v2 = c12 – u1 = 10 – 0 = 10;
клетка (2, 2): u2 = c22 – v2 = 7 – 10 = 3;
клетка (3, 2): u3 = c32 – v2 = 14 – 10 = 4;
клетка (3, 3): v3 = c33 – u3 = 5 – 4 = 1;
клетка (4, 4): v4 = c44 – u4 = 4 – (1) = 5.
Расчет оценок свободных клеток:
13 = u1 + v3  c13 = 0 + 1 – 7 = –6 < 0,
14 = u1 + v4  c14 = 0 + 5 – 5 = 0,
21 = u2 + v1  c21 = – 3 + 6 – 10 = –7 < 0,
23 = u2 + v3  c23 = – 3 + 1 – 6 = –8 < 0,
24 = u2 + v4  c24 = – 3 + 5 – 9 = –7 < 0,
31 = u3 + v1  c31 = 4 + 6 – 13 = –3 < 0,
34 = u3 + v4  c34 = 4 + 5 – 7 = 2 > 0,
42 = u4 + v2  c42 = – 1 + 10 – 10 = –1 < 0,
43 = u4 + v3  c43 = – 1 + 1 – 6 = –6 < 0.
Результаты расчета представлены в распределительной таблице:
	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
14
	10


	7
(–6)
	5
(0)
	0

	2
	11
	10
(–7)
	7
11
	6
(–8)
	9
(–7)
	–3

	3
	20
	13
(–3)
	14
5
	5
15
	7
(2)
	4

	4
	21
	5
1
	10
(–1)
	6
(–6)
	4
20
	1

	vj
	6
	10
	1
	5
	



Клетка (3, 4) имеет положительную оценку 34 = 2 > 0, следовательно, решение Х1 не оптимальное, а для клетки строим новый цикл: 0*5141200* (все вершины цикла, кроме первой, находятся в занятых клетках, углы прямые, число вершин четное). У вершин цикла с соответствующими значениями поставок по правилу чередования знаков ставим знаки (+) и (–), начиная со свободной клетки. У вершин со знаком (–) выбираем минимальный груз  = min[14, 20, 5] = 5.


		
Его прибавляем к грузам, стоящим у положительных вершин, и отнимаем от грузов, стоящих у отрицательных вершин. Получаем новый цикл:


Получили новое решение задачи (план перевозок):


Справа и внизу матрицы проведена проверка: исходные данные запасов и потребностей в результате перераспределения поставок не изменились.
Значение целевой функции:

(ед.). 
Значение целевой функции уменьшилось на 10 ед.
Проверка решения Х2 на оптимальность. Расчет потенциалов для занятых клеток: u1 = 0;
клетка (1, 1): v1 = c11 – u1 = 6 – 0 = 6;
клетка (4, 1): u4 = c41 – v1 = 5 – 6 = 1;
клетка (1, 2): v2 = c12 – u1 = 10 – 0 = 10;
клетка (2, 2): u2 = c22 – v2 = 7 – 10 = 3;
клетка (4, 4): v4 = c44 – u4 = 4 – (1) = 5;
клетка (3, 4): u3 = c34 – v4 = 7 – 5 = 2;
клетка (3, 3): v3 = c33 – u3 = 5 – 2 = 3;
Расчет оценок свободных клеток:
13 = u1 + v3  c13 = 0 + 3 – 7 = –4 < 0,
14 = u1 + v4  c14 = 0 + 5 – 5 = 0,
21 = u2 + v1  c21 = – 3 + 6 – 10 = –7 < 0,
23 = u2 + v3  c23 = – 3 + 3 – 6 = –6 < 0,
24 = u2 + v4  c24 = – 3 + 5 – 9 = –7 < 0,
31 = u3 + v1  c31 = 2 + 6 – 13 = –5 < 0,
32 = u3 + v2  c32 = 2 + 10 – 14 = –2 < 0,
42 = u4 + v2  c42 = – 1 + 10 – 10 = –1 < 0,
43 = u4 + v3  c43 = – 1 + 3 – 6 = –4 < 0.
Результаты расчета представлены в распределительной таблице:

	                    bj
ai
	1
	2
	3
	4
	ui

	
	15
	16
	15
	20
	

	1
	14
	6
9
	10
5
	7
(–4)
	5
(0)
	0

	2
	11
	10
(–7)
	7
11
	6
(–6)
	9
(–7)
	–3

	3
	20
	13
(–5)
	14
(–2)
	5
15
	7
5
	2

	4
	21
	5
6
	10
(–1)
	6
(–4)
	4
15
	1

	vj
	6
	10
	3
	5
	



Все оценки свободных клеток положительные, следовательно, решение Х2 оптимально.
Оценка клетки (1, 4) 14 = 0 означает, что задача имеет альтернативные решения. 
Методика нахождения альтернативного решения
Для нахождения альтернативного решения для клетки с нулевой оценкой строят еще один цикл перераспределения поставок по тем же правилам, что и при улучшении решения. Проверка оптимальности решения для альтернативного решения не производится. Следует проверить значение целевой функции, соответствующее альтернативному решению: оно должно совпадать со значением целевой функции, соответствующим первому оптимальному решению.

Найдем одно из альтернативных решений. Для этого для клетки с нулевой оценкой строим еще один цикл: 0*96150* (все вершины цикла, кроме первой, находятся в занятых клетках, углы прямые, число вершин четное). У вершин цикла с соответствующими значениями поставок по правилу чередования знаков ставим знаки (+) и (–), начиная со свободной клетки. У вершин со знаком (–) выбираем минимальный груз  = min[9, 15] = 9.


		
Его прибавляем к грузам, стоящим у положительных вершин, и отнимаем от грузов, стоящих у отрицательных вершин. Получаем новый цикл:


Получили альтернативное решение задачи (план перевозок):


Значение целевой функции:

(ед.).
Значение целевой функции альтернативного решения совпало со значением целевой функции первого оптимального решения транспортной задачи.
Таким образом, решение транспортной задачи:


, , L(X*) = 381(ед.).

5. Решение транспортной задачи в среде Microsoft Exсel
Ввод исходных данных (в области  C3:F6 – тарифы на перевозку продукции; в столбце G3:G6 – запасы; в ячейках С7, D7, E7, F7 – потребности).
В области решения в ячейке G10 введите формулу стоимости перевозок:
=СУММПРОИЗВ(C12:F15;C3:F6). Для этого необходимо нажать на значок f(x) на панели инструментов, выбрать математическую функцию СУММПРОИЗВ и ввести два массива C12:F15 и C3:F6. Далее в области C12:F15 проставьте любое первоначальное решение (например, единицы)/
В ячейке С16 записывается формула: =СУММ(C12:C14), т.е. сумма значений по столбцу (можно выделить значения столбца и нажать на знак автосуммы Σ на панели инструментов). Аналогично в D16, E16, F16. Автоматически суммируются значения по столбцам.
В ячейке G12 записывается формула: =СУММ(C12:F12), т.е. сумма значений по строке (можно выделить значения строки и нажать на знак автосуммы Σ на панели инструментов). Аналогично в G13, G14, G15. Автоматически суммируются значения по строкам:
[image: ]

Далее выполняют команду Поиск решения (вкладка Сервис или Данные).
Установить целевую ячейку G10, равной  минимальному значению.
В поле ввода Изменяя ячейки установить C12:F15
В поле ввода Ограничения установить C12:F15 >= 0
	             C16:E16 = C7:E7
	             G12:G15 = G3:G6
[image: ]

Далее нажимают на кнопку Параметры .

Вычисления производятся при нажатии кнопки Выполнить два раза. Получим решение задачи:
[image: ]

3.2.3. Обоснование распределения финансовых ресурсов между проектами.


На развитие трех предприятий выделено В млн. руб. Известна эффективность капитальных вложений xi в каждое j-е предприятие, заданная таблично значением нелинейной функции fj(xi), где , , n – количество предприятий, m – количество возможных сумм капитальных вложений.
Необходимо распределить выделенные средства между предприятиями таким образом, чтобы получить максимальный суммарный доход.
Исходные данные варианта 0:
	Объем капиталовложений xi (тыс. руб.)
	Прирост выпуска продукции fj(xi) в зависимости от объема капиталовложений (тыс. руб.)

	
	предприятие 1
	предприятие 2
	предприятие 3

	0
	0
	0
	0

	100
	30
	50
	40

	200
	50
	70
	50

	300
	70
	90
	80

	400
	100
	120
	110

	500
	150
	160
	150

	600
	190
	190
	180

	700
	210
	220
	230



Математическая модель задачи.




Определить Х* = (,, …, , …, ), обеспечивающий максимум целевой функции


и удовлетворяющий условиям

,

	
Математическая модель задачи варианта 0:


при ограничениях:

,

.
Условная оптимизация.
Максимально возможный доход, который может быть получен с предприятий (с k-го по n-е), определяется с помощью функции Беллмана:

,
где Сk – количество средств, инвестируемых в k-е предприятие, 0≤ Сk ≤ В.
На первом шаге условной оптимизации при k = n функция Беллмана представляет собой прибыль только с n-го предприятия. При этом на его инвестирование может остаться количество средств Сn, 0 ≤ Сn ≤ В. Чтобы получить максимум прибыли с этого предприятия, можно вложить в него все эти средства, т.е. Fn(Сn) = fn(Сn) и хn = Сn.
Для упрощения расчетов предполагаем, что распределение средств осуществляется в целых числах xi = {0, 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700} тыс. руб.
Решение.
I этап. Условная оптимизация.
1-й шаг: k = 3. 
Таблица 1
	       x3 C3
	0
	100
	200
	300
	400
	500
	600
	700
	F3(C3) 
	


	0 
	0 
	
	
	
	
	
	
	
	0 
	0 

	100
	
	40 
	
	
	
	
	
	
	40
	100

	200
	
	
	50
	
	
	
	
	
	50
	200

	300
	
	
	
	80
	
	
	
	
	80
	300

	400
	
	
	
	
	110
	
	
	
	110
	400

	500
	
	
	
	
	
	150
	
	
	150
	500

	600
	
	
	
	
	
	
	180
	
	180
	600

	700
	
	
	
	
	
	
	
	230
	230
	700



В шапке таблицы отражены варианты значений капиталовложений х3, которые могут быть предоставлены третьему предприятию. В столбце C3 отражены варианты значений капиталовложений, которые могут быть выделены всем трем предприятиям в совокупности.
Предположим, что все средства в количестве x3 = 700 тыс. руб. отданы третьему предприятию. В этом случае максимальный доход составит f3(x3) = 700 тыс. руб., следовательно: F3(C3) = f3(x3) и x3 = C3.
2-й шаг: k = 2. Определяем оптимальную стратегию при распределении денежных средств между вторым и третьим предприятиями. При этом рекуррентное соотношение Беллмана имеет вид:

.
Представим в таблице расчет функции Беллмана. 
Таблица 2
	   x2 C2
	0
	100
	200
	300
	400
	500
	600
	700
	F2(C2) 
	


	0 
	0+0
	
	
	
	
	
	
	
	0 
	0 

	100
	0+40
	50+0
	
	
	
	
	
	
	50
	100

	200
	0+50
	50+40
	70+0
	
	
	
	
	
	90
	100

	300
	0+80
	50+50
	70+40
	90+0
	
	
	
	
	110
	200

	400
	0+110
	50+80
	70+50
	90+40
	120+0
	
	
	
	130
	100/300

	500
	0+150
	50+110
	70+80
	90+50
	120+40
	160+0
	
	
	160
	100/400/500

	600
	0+180
	50+150
	70+110
	90+80
	120+50
	160+40
	190+0
	
	200
	100/500

	700
	0+230
	50+180
	70+150
	90+110
	120+80
	160+50
	190+40
	220+0
	230
	0/600



В шапке таблицы отражены варианты значений капиталовложений х2, которые могут быть предоставлены второму предприятию при условии, что часть средств выделяется третьему предприятию. В клетках таблицы первое слагаемое – это возможный прирост выпуска продукции второго предприятия f2(х2) в результате освоения капиталовложений х2; второе слагаемое – значение функции Беллмана, полученной на предыдущем шаге F3(C2 – х2), т.е. возможный прирост выпуска продукции третьего предприятия, если ему будет выделена оставшаяся часть капиталовложений, определяемая как C2 – х2.
Например, рассуждая формально, если при общей величине капиталовложений C2 = 0 второму предприятию выделяется х2 = 0, то прирост продукции составляет f2(0) = 0, а значение функции Беллмана из табл.1 составит: F3(0 – 0) = 0. Поэтому в клетке табл. 2 (0, 0) отражается сумма 0+0.
При общей величине капиталовложений C2 = 100 тыс. руб. возможны уже два варианта распределения средств между вторым и третьим предприятием:
1) второму предприятию ничего не выделяется, т.е. х2 = 0 и прирост продукции составляет f2(0) = 0. В этом случае значение функции Беллмана из табл. 1 составит F3(100 – 0) = F3(100) = 40 тыс. руб., т.е. вся сумма C2 = 100 тыс. руб. выделена третьему предприятию, поэтому суммарный прирост продукции составит 0+40, отражаемый в клетке (100, 0).
2) второму предприятию может быть выделено х2 = 100 тыс. руб., прирост продукции второго предприятия составляет f2(100) = 50 тыс. руб. В этом случае значение функции Беллмана из табл. 1 составит F3(100 – 100) = F3(0) = 0, т.е. вся сумма C2 = 100 тыс. руб. выделена второму предприятию, поэтому суммарный прирост продукции составит 50+0, отражаемый в клетке (100, 100).
Рассуждая аналогично, заполняются все строки табл. 2.

Максимальная сумма по каждой строке вносится в колонку F2(C2), одновременно в колонку  вносят соответствующие максимальным суммам значения х2 из шапки табл. 2.


Например, в строке C2 = 100 максимальная сумма 160 не единственная, следовательно, F2(100) = 50, ему соответствует значение х2 = 100, следовательно, =100. В строке C2 = 500 максимальная сумма единственная 50, следовательно, F2(500) = 160, ему соответствуют значения х2 = 100, х2 = 400, х2 = 500, следовательно, =100/400/500.
3-й шаг: k = 1. Определяем оптимальную стратегию при распределении денежных средств между первым и двумя другими предприятиями, используя следующую формулу для расчета суммарного дохода:

, 
на ее основе составлена табл. 3.
В шапке таблицы отражены варианты значений капиталовложений х1, которые могут быть предоставлены первому предприятию при условии, что часть средств выделяется второму и третьему предприятию. В клетках таблицы первое слагаемое – это возможный прирост выпуска продукции первого предприятия f1(х1) в результате освоения капиталовложений х1; второе слагаемое – значение функции Беллмана, полученной на предыдущем шаге F2(C1–х1), т.е. возможный прирост выпуска продукции второго и третьего предприятий, если им будет выделена оставшаяся часть капиталовложений, определяемая как C1 – х1.
Таблица 3
	  x1 C1
	0
	100
	200
	300
	400
	500
	600
	700
	F1(C1)
	


	0 
	0+0
	
	
	
	
	
	
	
	0 
	0 

	100
	0+50
	30+0
	
	
	
	
	
	
	50
	0

	200
	0+90
	30+50
	50+0
	
	
	
	
	
	90
	0

	300
	0+110
	30+90
	50+50
	70+0
	
	
	
	
	120
	100

	400
	0+130
	30+110
	50+90
	70+50
	100+0
	
	
	
	140
	100/200

	500
	0+160
	30+130
	50+110
	70+90
	100+50
	150+0
	
	
	160
	0/100/200/300

	600
	0+200
	30+160
	50+130
	70+110
	100+90
	150+50
	190+0
	
	200
	100/500

	700
	0+230
	30+200
	50+160
	70+130
	100+110
	150+90
	190+50
	210+0
	240
	500/600



Значение функции Беллмана F1(С1) представляет собой максимально возможный доход со всех предприятий, а значение , на котором достигается максимум дохода, является оптимальным количеством средств, вложенных в первое предприятие.
Значение целевой функции равно максимальному значению функции Беллмана F1(С1) из табл. 3.
Следовательно, значение целевой функции равно Fmax(x*) = 240 тыс. руб.
II этап. Безусловная оптимизация.
Далее на этапе безусловной оптимизации для всех последующих шагов вычисляется величина Сk = (Сk-1 – хk-1) оптимальным управлением на k-м шаге является то значение хk, которое обеспечивает максимум дохода при соответствующем состоянии системы Sk.
Определяем компоненты оптимальной стратегии. Для этого значения функций Беллмана и соответствующие им оптимальные значения х вносим в итоговую табл. 4.
Таблица 4.
	C1
	F3(C3) 
	

	F2(C2) 
	

	F1(C1)
	


	0 
	0 
	0 
	0 
	0 
	0 
	0 

	100
	40
	100
	50
	100
	50
	0

	200
	50
	200
	90
	100
	90
	0

	300
	80
	300
	110
	200
	120
	100

	400
	110
	400
	130
	100/300
	140
	100/200

	500
	150
	500
	160
	100/400/500
	160
	0/100/200/300

	600
	180
	600
	200
	100/500
	200
	100/500

	700
	230
	700
	230
	0/600
	240
	500/600


1-й шаг. По данным из табл. 4 максимальный доход при распределении 700 тыс. руб. между тремя предприятиями составляет: C1 = 700, F1(700) = 240 тыс. руб.
При этом возможны следующие варианты. 
Первому предприятию нужно выделить:

1) = 500 тыс. руб.;

2) = 600 тыс. руб.
2-й шаг. Определяем величину оставшихся денежных средств, приходящуюся на долю второго и третьего предприятий: 

1) С2 = C1 – = 700 – 500 = 200 тыс. руб.;

2) С2 = C1 – = 700 – 600 = 100 тыс. руб.
По данным табл. 4 находим, что оптимальный вариант распределения между вторым и третьим предприятиями денежных средств размером:

1) 200 тыс. руб. составляет: F2(200) = 90 тыс. руб. при выделении второму предприятию = 100 тыс. руб.;

2) 100 тыс. руб. составляет: F2(100) = 50 тыс. руб. при выделении второму предприятию = 100 тыс. руб.
3-й шаг. Определяем величину оставшихся денежных средств, приходящуюся на долю третьего предприятия: 

1) С3 = C2 –  = 200 – 100 = 100 тыс. руб.;

2) С3 = C2 –  = 200 – 200 = 0.
По данным табл. 4 находим: 

1) F3(100) = 40 и = 100 тыс. руб.;

2) F3(0) = 0 и = 0.
Таким образом, возможны два альтернативных варианта оптимального плана инвестирования предприятий: 
1) х* = (500, 100, 100), который обеспечит максимальный доход, равный 
F(700) = f1(500) + f2(100) + f3(100) = 150 + 50 + 40 = 240 тыс. руб.;
2) х** = (600, 100, 0), который обеспечит максимальный доход, равный 
F(700) = f1(600) + f2(100) + f3(0) = 190 + 50 + 0 = 240 тыс. руб.
[bookmark: _Toc328542116]3.3. Оформление пояснительной записки
Курсовая работа оформляется на листах формата А4, общим объемом 45-55 страниц. Оформление контрольно-курсовой работы должно соответствовать требованиям ГОСТ 7.32-2001. Оформленная работа должна содержать титульный лист, содержание, основную часть, заключение с общими выводами.
К работе должны быть приложены отчеты о решении задач в среде Microsoft Excel.
Форма титульного листа контрольно-курсовой работы представлена в приложении А. 
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