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1 ВВЕДЕНИЕ

На практических аудиторных занятиях предусматривается разбор типовых заданий, аналогичных тем, которые будут предложены студентам для самостоятельной проработки. На первом этапе кратко рассматриваются основные теоретические положения рассматриваемой темы. На втором этапе производится разбор конкретной задачи с необходимыми комментариями в наиболее сложных местах.

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ ТЕЛА В ТОЧКЕ ПРИ ОБЪЕМНОМ НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ

Напряженное состояние малой окрестности точки деформируемого тела определяются шестью независимыми компонентами тензора напряжений



[image: image1.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

s

t

t

t

s

t

t

t

s

=

z

yz

xz

zy

y

xy

zx

yx

x

н

T

    
(2.1)

Индексация напряжений иллюстрируется рис. 2.1, 
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 - координатные оси, связанные с рассматриваемой точкой М деформируемого тела


[image: image3.wmf]
Рис. 2.1.

Первый индекс у напряжения соответствует наименованию оси, нормальной к площадке, второй – оси, определяющей направление этого напряжения (у нормальных напряжения обычно оставляют один индекс).

Нормальное напряжение считают положительным, если оно направлено в сторону внешней нормали к площадке.

[image: image645.wmf] 

За положительное направление касательного напряжения принимают направление соответствующей координатной оси, если положительное направление нормального напряжения на рассматриваемой площадке совпадает с положительным направлением соответствующей ему координатной оси. Все напряжения, показанные на рис. 2.1., являются положительными.

В соответствии с законом парности, касательные напряжения, симметричные относительно главной диагонали тензора напряжений, равны между собой:
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Пример 2.1. Записать тензор напряжений и изобразить элемент, на гранях которого действуют эти напряжения: 
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Решение
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У любой точки деформированного тела можно выделить три взаимно перпендикулярных площадки, на которых касательные напряжения равны нулю. Такие площадки называют главными, а нормальные напряжения, действующие на этих площадках, называются главными нормальными или просто главными напряжениями. Направления главных напряжений называются главными направлениями или главными осями тензора напряжений в рассматриваемой точке.

Главные напряжения принято обо​значать (1, (2, (3 .. Нумерация главных напряжений выбирается так, чтобы между алгебраическими (с учетом знака) величинами этих напряжений были обеспечены соотношения: (1 > (2 > (3.

Если в рассматриваемой точке тела в качестве координатных осей принять главные оси напряжений, то тензор напряжений получит вид:
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(2.3)
Элемент, выделенный в окрестности рассматриваемой точки главными площадками, показан на рис. 2.2.
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Рис. 2.2.

При выбранных координатных осях 
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 положение произвольной наклонной площадки определяется единичным вектором нормали 
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 к этой площадке, составляющим с координатными осями углы 
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Рис. 2.3.
 Косинусы этих углов называются направляющими косинусами:
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При выбранных координатных осях 
[image: image23.wmf]z
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 и известных компонентах тензора напряжений в этих осях, для определения положения главных напряжений и главных площадок используют систему алгебраических уравнений:
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(2.4)

здесь 
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 главные напряжения 
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и соотношения между направляющими косинусами 
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Система (2.4) имеет ненулевое решение для 
[image: image28.wmf]i
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Таким образом, определитель системы (2.4) должен быть равен нулю. Приравняв нулю определитель системы (2.4), после его раскрытия получим кубическое уравнение для определения величин главных напряжений
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Это уравнение называют характеристическим уравнением. Коэффициенты характеристического уравнения определяются выражениями
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Эти коэффициенты называются алгебраическими инвариантами  тензора напряжений, т.к. при повороте осей их величины остаются неизменными.

Характеристическое уравнение имеет три вещественных корня, дающих три главных напряжения 
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Положение главных площадок определяется направляющими косинусами 
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, которые ориентируют главные направления напряжений:
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Здесь 
[image: image40.wmf]i

- номер главной площадки. 

     В некоторых случаях инварианты тензора напряжений могут принимать нулевые значения.

1.
[image: image41.wmf]0
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.  Один из корней уравнения (2.5) также равен нулю. Имеет место плоское напряженное состояние (рис. 2.4).
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Рис. 2.4 Расчетная схема плоского напряженного состояния

2. 
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 два корня уравнения (2.5) равны нулю. В этом случае имеет место линейное напряженное состояние (рис. 2.5).


[image: image44.emf]
Рис. 2.5. Расчетная схема одноосного напряженного состояния

3. В общем случае, когда 
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, имеет место объемное напряженное состояние (рис. 10.7).


[image: image46.emf]
Рис. 2.6 Расчетная схема объемного напряженного состояния

Пример 2.2. Определить величину и направление главных напряжений в точке М в окрестности которой действуют следующие координатные напряжения: 
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 Решение

1. Определяем инварианты напряженного состояния
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2.  Решая кубическое уравнение (2.4) относительно главных напряжений 
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Производим проверку правильности, полученного решения уравнения, инвариантному по отношению к преобразованию координат.
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3. Определяем отношения направляющих косинусов
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В результате направляющие косинусы 
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Формулы для напряжений на произвольной площадке существенно упрощаются, если в качестве исходного выбрать элементарный параллелепипед, на гранях которого действуют только главные напряжения. Совместим координатные оси 
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 (рис. 2.7) и определим напряжения на наклонной площадке, нормаль к которой составляет с координатными осями углы 
[image: image91.wmf]3
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 (рис. 2.8). Тогда направляющие косинусы будут равны: 
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Рис. 2.7. Расчетная схема объемного напряженного состояния
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Рис. 2.8. Схема к определению напряжений на наклонной площадке


Проекции полного напряжения на наклонной площадке получим из формулы 
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Тогда полное напряжение будет равно
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 Нормальные и касательные напряжения определяем соответственно из формул 


[image: image101.wmf]2

3

2

2

2

1

n

m

l

s

s

s

s

n

+

+

=

                                 (2.9)          

[image: image102.wmf]=

+

+

-

+

+

=

2

3

2

1

2

3

2

2

2

1

n

P

m

P

l

P

P

P

P

)

(

)

(

n

n

n

n

n

n

n

t



[image: image103.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1

n

m

l

n

m

l

)

(

)

(

s

s

s

s

s

s

+

+

-

+

+

=

           (2.10)

[image: image646.emf]





Напряжения на наклонных площадках можно определить графически (с помощью кругов Мора). Пусть известны главные напряжения на гранях параллелепипеда и положение наклонных площадок. Рассмотрим поочередно наклонные площадки параллельные одному из главных напряжений. Так, площадка, показанная на рис. 2.9 параллельна  [image: image104.wmf]2
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Нормальные и касательные напряжения из формул 2.9, 2.10 будут равны:
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Из этих формул следует, что главное напряжение [image: image113.wmf]2
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 не влияет на напряженное состояние на этой площадке. Далее рассмотрим некоторую геометрическую плоскость и отнесем ее к прямоугольным координатным осям 
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Напряженное состояние на площадках, пересекающих все три главные напряжения, изображаются точками 
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, попадающими в заштрихованную область рис. 2.10. 
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Рис. 2.10. Графическое изображение напряженного состояния в точке

Точкой, в которой действуют максимальные касательные напряжения является точка 
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Рис. 2.11. Схема к определению максимального касательного напряжения

На двух других семействах площадок параллельных соответственно главным напряжениям 
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Если площадка проходит через две главные оси, то она совпадает с третьей главной площадкой, таким образом,  на этой площадке касательное напряжение отсутствуют, а нормальное напряжение является главным. Точками, соответствующими главным площадкам на рис. 2.10 являются  А, В, С.  

Используя круги Мора, и зная ориентацию площадки по отношению к главным осям, можно найти составляющие [image: image145.wmf]n
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Координаты точек этих окружностей равны значениям [image: image156.wmf]n
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, действующих на площадках, проходящих через рассматриваемую точку напряженного тела, нормали к которым составляют одинаковые углы с осью 
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Для задания ориентации площадки необходимы значения двух направляющих косинусов. Значение третьего определяется из соотношения 
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По заданным значениям главных напряжений 
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 в масштабе строятся круги Мора и вычисляются два любых радиуса 
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 по формулам 2.15. Далее из центров соответствующих окружностей 
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 проводятся радиусами 
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 дуги окружностей (рис. 2.12).

Точка пересечения этих дуг характеризует напряженное состояние ([image: image174.wmf]n
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 и 
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) на площадке, нормаль к которой составляет углы 
[image: image176.wmf]1

a

,  
[image: image177.wmf]2

a

, 
[image: image178.wmf]3

a

 с координатными осями.
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Рис. 2.12. Схема к определению напряженного состояния 

на наклонной площадке

Пример 2.3. Произвести графическое определение напряженного состояния в точке, если известны главные напряжения на гранях параллелепипеда, выделенного в ее окрестности равны: 
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полного напряжения, действующего на площадке  нормаль к которой составляет с координатными осями углы 
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. Определить величину максимального касательного напряжения 
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Решение

1. В масштабе по заданным значениям главных напряжений строим круги Мора (рис. 10.14).

2. По формулам 2.15 определяем величину радиусов окружностей 
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Рис. 2.13. Схема к определению компонентов полного 

напряжения на наклонной площадке

3. Радиусами 
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 проводим дуги окружностей из центров в точках 
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4. Максимальное касательное напряжение будет действовать на площадке параллельной главному напряжению 
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 и равнонаклоненной к главным осям 1 и 3 и определяется по формуле 
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В исследовании вопроса прочности материала наряду с главными плоскостями и плоскостями главных касательных напряжений, существенное значение имеют  плоскости, пересекающие главные оси под одинаковыми углами. Такие плоскости называются октаэдрическими (рис. 2.14). 

Вычислим нормальное и касательное напряжение по октаэдрической площадке. Оси координат направим вдоль главных напряжений. Направляющие косинусы нормали к октаэдрической площадке равны между собой.

[image: image203.wmf]3

1

n

m

l

=

=

=

.                                              (2.16)
Проекции полного напряжения на оси 
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 будут определяться по формуле (2.7):              
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        Величина полного напряжения определиться: 
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Нормальное напряжение на той же площадке (рис. 2.15) определяется согласно формуле (2.9).
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Рис. 2.14. Элементарный октаэдр
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Рис. 10.16. Схема к определению 

октаэдрических напряжений


Воспользовавшись формулой (2.10), определим касательное напряжение на октаэдрической площадке:
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Касательное напряжение, определяемое формулой (2.19) называется октаэдрическим касательным напряжением или интенсивностью касательных напряжений.

В теории пластичности октаэдрическое касательное напряжение является основным фактором,  определяющим характер развития пластической деформации. В теории пластичности оказалось удобным вводить в расчеты так называемую интенсивность нормальных напряжений 
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 Здесь 
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 определяется по формуле
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Тензор напряжений  
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 можно представить в виде двух слагаемых (рис. 2.16):
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Или
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Здесь                
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 - среднее напряжение.


[image: image225.emf]
Рис. 2.16. Пример разложения тензора напряжений на шаровой тензор и 

девиатор

Первое слагаемое 
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 называется шаровым тензором напряжений и выражает всестороннее растяжение или сжатие.
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Шаровой тензор напряжений характеризует объемную    деформацию в точке.

Второе слагаемое 
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 называется девиатором. Ему соответствует изменение формы элемента без изменения объема.
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Если на гранях исследуемого параллелепипеда действуют только главные напряжения формула 2.3 примет вид
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Здесь                
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 - среднее напряжение.

Отделение компонентов  напряжений, связанных только с объемной деформацией, от компонентов, связанных с изменением  формы, имеет важное значение для суждения о прочности в рассматриваемой точке, а так же для исследования законов деформации в окрестности той же точки.

Пример 2.4. Определить величину октаэдрических напряжений, если известны главные напряжения на гранях параллелепипеда, выделенного в окрестности точки: 
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 Разбить тензор напряжений на шаровой и тензор девиатор.

Решение

1. По формулам 2.19, 2.20 определяем величину октаэдрических напряжений
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2. Разбиваем тензор напряжений на шаровой тензор и тензор девиатор (рис. 2.17).
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Рис. 2.17. Разложения тензора напряжений на шаровой тензор и 

девиатор

Плоское напряженное состояние является частным случаем – объемного, то есть, когда одно из главных напряжений равно нулю. 

С плоским напряженным состоянием приходится иметь дело при основных видах деформирования: плоском поперечном изгибе, кручении, сложном сопротивлении.

Плоское напряженное состояние также может возникать в какой либо точке тела, испытывающего объемное напряженное состояние, так как, изменение величины и направления главных напряжений при переходе из одной точки в другую происходит непрерывно. А уже соседние точки испытывают пространственное напряженное состояние. 

Имеют место следующие виды плоского напряженного состояния:
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Правило знаков для нормальных напряжений остается таким же, как и при объемном напряженном состоянии (напряжения, оказывающие растягивающее воздействия, берутся со знаком плюс). Касательное напряжение считается положительным, если для совмещения с его направлением внешнюю нормаль необходимо повернуть на 
[image: image248.wmf]o
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 по ходу часовой стрелки (рис. 2.18а), и отрицательным – против хода часовой стрелки  (рис. 2.18б).

Рассмотрим параллелепипед, испытывающий плоское напряженное состояние (рис. 2.19). 

Так как все компоненты напряжений, отличные от нуля, располагаются в одной плоскости 
[image: image249.wmf]Oxy

, вместо аксонометрического изображения будем использовать ортогональную проекцию на плоскость 
[image: image250.wmf]Oxy

 (рис. 10.20). Для определения напряжений на наклонной площадке выделим из напряженного тела элементарную призму (рис. 10.21).
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Рис. 2.18. Расчетные схемы к определению знаков касательных напряжений при плоском напряженном состоянии

Формулы для определения компонентов полного напряжения на наклонной площадке получаются из уравнений 10.4, учитывая, что в рассматриваемом случае
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[image: image262.emf]
Рис. 2.19. Расчетная схема к определению напряжений на гранях элементарного параллелепипеда
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Рис. 2.20. Ортогональная проекция параллелепипеда на плоскость 
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Рис. 2.21. Расчетная схема к определению 

напряжений на наклонной площадке

Из формул 2.9 и 2.10 легко получить выражения для нормальных и касательных напряжений на наклонной площадке


[image: image266.wmf]a

×

a

×

t

+

a

×

s

+

a

×

s

=

t

+

s

+

s

=

s

n

cos

sin

sin

cos

yx

y

x

yx

yy

xx

lm

m

l

2

2

2

2

2

2


(2.29)


[image: image267.wmf](

)

(

)

a

-

a

×

t

-

a

×

a

×

s

-

s

=

+

-

+

=

t

n

n

n

n

n

2

2

2

2

2

sin

cos

cos

sin

)

(

)

(

xy

y

x

y

x

y

x

m

P

l

P

P

P

.

Если оси 
[image: image268.wmf]x

 и 
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 совпадают с нормалями к главным площадкам формулы 2.29 примут вид


[image: image270.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

a

×

s

-

s

=

t

a

×

s

+

a

×

s

=

s

a

×

s

+

a

×

s

=

s

2

2

2

1

2

2

2

1

2

2

2

1

sin

cos

sin

sin

cos

xy

y

x

                                    (2.30)

или
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Из этой формулы видно, что максимальные касательные напряжения возникают при угле 
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Пример 2.5. На наклонной площадке элемента, нормаль к которой составляет с осью 
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 напряжений. На гранях элемента действуют напряжения: 
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Решение

1. Определяем величины полного напряжения 
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 и его проекций на координатные оси 
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2. Определяем величины нормального 
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Знак минус указывает на направление касательного напряжения противоположное, показанному на рис. 2.21.

Пусть для некоторой точки известны компоненты напряжений в системе  
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. Требуется определить главные напряжения и ориентацию главных площадок в системе 
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 (рис 2.22).

С учетом того, что 
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определитель 10.8 запишется в следующем виде
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или в развернутом виде
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Решение этого квадратного уравнения имеет вид
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Рис. 2.22. Расчетная схема к определению  главных напряжений 

Для определения положения главных площадок вычисляется угол, составляемый нормалью к главной площадке, где действует напряжение 
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, с осью 
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Угол, полученный со знаком плюс, откладывается от оси 
[image: image313.wmf]x

 против часовой стрелки.

Пример 2.6. Определить величины главных напряжений и положение главных площадок. Вычислить значения максимальных касательных напряжений. На гранях элемента действуют напряжения: 
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Решение

1. Определяем величины главных напряжений[image: image320.wmf]2
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Главные напряжения, полученные из решения этого уравнения, обозначаем в соответствии с правилом, рассмотренном в пункте выше.
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2. Определяем угол, составляемый нормалью к главной площадке, где действует напряжение 
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3. Определяем величину максимального касательного напряжения
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4. Результаты расчета представим на рис. 2.23.
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Рис. 2.23. Расчетная схема (к примеру 2.6)

Если величины нормальной и касательной составляющих напряжения, действующего на некоторой площадке, проходящей через точку М  напряженного тела, принять в качестве координат точки на плоскости в системе осей 
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[image: image335.emf]

B

А

D

y

0

0

1



D

x

K

x

K

y




Рис. 2.24. Расчетная схема к графическому определению 

напряжений на наклонных площадках

Эта окружность является геометрическим местом точек, координаты которых численно равны нормальной и касательной составляющим напряжений, действующих на площадках, проходящих через точку М напряженного тела, перпендикулярно площадке с нулевым главным напряжением. Так, точка 
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Для определения напряжений на площадке, проведенной под углом 
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 к оси  
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, из центра окружности от оси 
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 проводим  луч под углом 
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 до пересечения с окружностью (точка 
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). Координаты этой точки являются компонентами полного напряжения на данной площадке. Напряжения на площадке,  перпендикулярной к рассмотренной, найдем, проведя луч под углом 
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 до пересечения с окружностью в точке 
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. Из рисунка видно, что точки 
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 лежат на прямой, проходящей через начало координат и  имеет место равенство 
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Если в качестве исходных данных заданы компоненты напряжения на двух взаимно перпендикулярных площадках 
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, то исследование напряженного состояния производится в следующей последовательности.

Вначале в геометрической плоскости в системе прямоугольных координат 
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 наносят точки 
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. Соединив, полученные точки прямой, получаем центр окружности  (точка 
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) на пересечении прямой с осью 
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 проводится горизонтальная прямая до пересечения с окружностью в точке М, которую соединяют  наклонными прямыми с точками  А и В. Отрезки ОА и ОВ будут являться направлениями соответственно напряжений 
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Пример 2.7. На главных площадках действуют напряжения 
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. Требуется определить величину напряжений на площадках, одна из которых составляет с напряжением 
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Расчеты произвести аналитическим и графическим путем.

Решение

1. Вычисляем напряжения на наклонных площадках аналитически
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Учитывая знаки вычисленных напряжений, показываем их на гранях элемента (рис. 10.26).
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Рис. 2.25. Расчетная схема (к примеру 2.7)

2. Производим графический анализ напряженного состояния в точке.

Учитывая знаки заданных главных напряжений откладываем по оси  [image: image382.wmf]s

 их значения: отрезок ОА - 
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. Определяем координату центра окружности  
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 строим эту окружность. Из центра 
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 под углом 
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 проводим луч до пересечения с окружностью и получаем точку 
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. Координаты точки  
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 определяются путем проведения прямой из точки  
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 до пересечения с окружностью. После измерения координат точек, видим, что значения напряжений на наклонных площадках, полученных графически и аналитическим путем, полностью совпадают. Результаты графического анализа представлены на рис. 2.26.
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Рис. 2.26. Расчетная схема к определению напряженного состояния 

в точке графическим методом (к примеру 2.7)

Совокупность деформаций, возникающих по разным осям и в различных плоскостях, проходящих через данную точку, определяет деформированное состояние в рассматриваемой точке.

Для исследования деформированного состояния упругого тела выделим в  окрестности точки  М плоскостями  параллельными  координатным плоскостям  элементарный  параллелепипед (рис. 2.1).

Будем считать деформации очень малыми величинами. При этом  условии, действие каждого из шести компонентов тензора напряжений [image: image394.wmf]zx
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 вызывает возникновение деформаций по своему направлению. Так, например, если на гранях параллелепипеда будут действовать только нормальные напряжения 
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, это приведет к изменению его размеров, то есть, развитию только линейных относительных деформаций 
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   (рис. 2.27). Если на гранях элемента действуют только касательные напряжения, это приводит к изменению его формы (изменению прямых углов между ребрами), то есть, возникновению угловых деформаций 
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 (рис. 2.28).
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Рис. 2.27. Расчетная схема к определению линейных деформаций
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Рис. 2.28. Расчетная схема к определению угловых деформаций


Таким образом, при объемном напряженном состоянии имеют место три линейные и три угловые деформации. Относительное удлинение ребра будем обозначать с индексом, указывающим направление деформации  
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. Положительной величиной принимается удлинение, отрицательной – укорочение. Углы сдвига, проектируемые на плоскости: 
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Изменение объема связано с линейными деформациями 
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 а изменение формы – с угловой 
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Компоненты деформации 
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 вполне определяют деформации элементарного параллелепипеда, так как зная все составляющие можно построить модель деформированного элемента и вычислить удлинения внутри параллелепипеда по любому направлению.

Расположив все шесть компонентов деформации в определенном порядке, и поделив углы сдвига пополам, получим тензор деформации аналогично тензору напряжений.
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Существуют три взаимно – перпендикулярные направления, по которым волокна или удлиняются, или укорачиваются. Они называются главными осями деформаций. Деформации в направлении главных осей называются главными деформациями. Алгоритм отыскания направляющих косинусов главных направлений деформаций ничем не отличается от алгоритма определения направляющих косинусов нормалей к главным площадкам.

Величины главных деформаций определяются уравнением 
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Коэффициенты уравнения (2.38) являются инвариантами деформированного состояния.
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Рассмотрим физический смысл первого инварианта тензора деформаций. Выделим в окрестности рассматриваемой точки элементарный куб таким образом, что его грани будут главными площадками, а длина ребер равна единице. Объем такого куба до деформации, равный единице, обозначим  
[image: image418.wmf]V

. Примем, что направление главных осей совпадает с направлением главных напряжений (рис. 2.29).

После деформации углы параллелепипеда останутся прямыми, изменится лишь длина ребер: 
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Тогда объем после деформации:
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Пренебрегая величинами второго и более порядка малости, получим:
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Относительное изменение объема:
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Рис. 2.29. Расчетная схема к определению  относительного изменения объема

Таким образом, первый инвариант тензора деформаций представляет собой относительное изменение объема. Это говорит о том, что при любой ориентации параллелепипеда в окрестности исследуемой точки, получаем одинаковое относительное изменение объема.

Относительная объемная деформация в точке равна сумме относительных линейных деформаций по трем ортогональным направлениям, проведенных через заданную точку.

Выделим в окрестности элементарный параллелепипед. Примем, что материал - изотропный. Возникающие деформации малы по сравнению с размерами деформируемого параллелепипеда. Деформации упругие. Все это дает возможность применить принцип независимости действия сил к вычислению деформаций.

Положим, что на элементарный параллелепипед действуют только нормальные напряжения 
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. Тогда согласно закону Гука при одноосном растяжении, удлинение в направлении оси 
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Укорочение в направлении осей 
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Полагая, что действуют только нормальные напряжения 
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Деформации от действия напряжения 
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Нормальные напряжения вызывают изменения длин ребер.

Предположим, что на выделенный элемент действуют только касательные напряжения. Их действие сопровождается искажением формы   элемента.

Касательные напряжения 
[image: image436.wmf]yx
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 будут вызывать изменение прямого угла в плоскости 
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 на угол сдвига.
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Аналогично, от действия касательных напряжений 
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 имеем:
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от касательных напряжений  
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При наличии всех компонент напряжений деформации:
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Полученные уравнения называются обобщенным законом Гука.

Если на гранях параллелепипеда действуют главные напряжения обобщенный закон Гука запишется в следующем виде
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Для плоского деформированного состояния уравнения 2.43, 2.44 примут вид
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Потенциальной энергией деформации называется энергия, которая накапливается в теле при его упругой деформации. Когда под действием внешней статической нагрузки тело деформируется, энергия положения груза убывает на величину, которая численно равна работе, совершаемой внешними силами. Энергия, потерянная внешними силами, не исчезает, а превращается, в основном, в потенциальную энергию деформации тела. Остальная, незначительная часть рассеивается, главным образом, в виде тепла. Потенциальная энергия деформации накапливается в обратимой форме – в процессе разгрузки она снова превращается в энергию внешних сил или в кинетическую энергию. Величина потенциальной энергии деформации, приходящаяся на единицу объема тела, называется удельной потенциальной энергией деформации.

Согласно закона, сохранения энергии, приращение потенциальной энергии деформации 
[image: image451.wmf]U

 равно уменьшению потенциальной энергии положения внешних  
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Уменьшение потенциальной энергии положения внешних  
[image: image454.wmf]п
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 численно равна работе  
[image: image455.wmf]А

, совершаемой ими при деформации
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Таким образом, потенциальной энергии деформации 
[image: image457.wmf]U

 численно равна работе  внешних сил 
[image: image458.wmf]А

, совершаемой ими при упругой деформации
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Известно, что при линейном напряженном состоянии зависимость между напряжениями и деформациями линейна (рис. 2.30), поэтому удельную потенциальную энергию деформаций можно определить:
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Рис. 2.30. Расчетная схема к определению потенциальной энергии 

деформации при одноосном растяжении

Для определения удельной потенциальной энергии деформации при объемном напряженном состоянии, выделим главными плоскостями элементарный куб с размерами ребер равными 1 (рис. 2.30). Действие отброшенных частей заменим силовыми факторами. 
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Рис. 2.31. Расчетная схема первого напряженного состояния

Так как, площадки главные, то по граням куба будут  действовать только нормальные напряжения. Поскольку площади граней равны единице, то действующие в них усилия численно равны главным напряжениям.

Так как силовые факторы, действующие по главным площадкам, совершают работу только по своему перемещению, то к определению величины удельной потенциальной энергии деформации можно применить закон независимости действия сил. 

При объемном напряженном состоянии удельная потенциальная энергия определится по формуле: 
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или с учетом соотношения 2.44 можно представить
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При деформации элемента изменяются его объем (рис. 10.28) и форма (рис. 10.29).

Поэтому, удельную потенциальную энергию деформации можно записать:
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[image: image466.wmf]V
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 - удельная потенциальная энергия изменения объема, то есть энергия, накапливаемая за счет изменения объема;
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- удельная потенциальная энергия изменения формы, то есть энергия, накапливаемая вследствие изменения формы.

Для определения потенциальной энергии изменения объема, заменим данное напряженное состояние на другое:        [image: image468.wmf]s
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    (рис. 2.32).
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Рис. 2.32. Расчетная схема второго напряженного состояния

В этом случае будет меняться объем без изменения формы элемента. Удельные потенциальные энергии изменения объема будут равны для двух рассматриваемых напряженных состояний, если равны их объемные деформации.

 Относительная объемная деформация элементарного куба в первом случае нагружения равна: 
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Выражая относительные линейные деформации по формулам обобщенного закона Гука, получим:
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откуда
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Удельная потенциальная энергия изменения объема:
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Для плоского напряженного состояния формулы 2.47, 2.49, 2.50 запишутся в следующем виде
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Пример 2.8. Определить наибольшую по абсолютной величине  относительную деформацию, относительное изменение объема и потенциальные энергии изменения объема и формы для стального элемента, находящегося в объемном напряженном состоянии, на гранях которого действуют главные напряжения:  
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Решение

1. Определяем величину относительных деформаций по главным направлениям (
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Максимальным па абсолютной величине является относительная деформация 
[image: image487.wmf]3
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2. Определяем величину относительного изменения объема
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3. Определяем потенциальные энергии изменения объема и формы
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3. РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ СТЕРЖНЕЙ В УСЛОВИЯХ СЛОЖНОГО
 СОПРОТИВЛЕНИЯ

3.1. Косой изгиб

Стальная балка АВ, расчетная схема и поперечное сечение ко​торой показаны на рис. 7.3, а, (c = 0,03 м) нагружена силами Р1 и Р2. 


[image: image491.png]Mo L)




 Рис. 3.1.

Требуется:

1. Построить эпюры изгибающих моментов в главных плоско​стях инерции;


2. Установить по эпюрам изгибающих моментов опасное сече​ние балки. Найти для опасного сечения положение нулевой линии;


3. Вычислить наибольшие растягивающие и сжимающие нор​мальные напряжения;


4. Определить значение полного прогиба в середине пролета балки и указать его направление.

Решение

1. Построить эпюры изгибающих моментов в глав​ных плоскостях инерции. Ввиду симметричности сечения бал​ки относительно осей x и y (рис. 3.1, а), можно сделать вывод, что эти оси ( главные. Для построения эпюр изгибающих моментов, используя принцип независимости действия сил, представим косой изгиб как изгиб в двух главных плоскостях инерции бруса (рис. 3.1, б, г). Определив опорные реакции, составим аналитиче​ские выражения изгибающих моментов и вычислим их значения в характерных сечениях. Построим эпюры изгибающих моментов Mx и My  (рис. 3.1, в, г), откладывая ординаты со стороны растянутых волокон. В соответствии с принятым правилом знаков, Mx < 0, My > 0.


2. Установить по эпюрам изгибающих моментов опасное сечение балки. Найти для опасного сечения положение нулевой линии. Сравнивая ординаты эпюр Mx и My , делаем вывод, что опасными могут быть сечения D или С, т.к. в них предположительно возникают наибольшие по величине изгибающие моменты. Для того, чтобы установить, какое из них является наиболее опас​ным, нужно вычислить возникающие в сечениях C и D наибольшие нормальные напряжения и сравнить их. Теоретически доказано, что если контур поперечного сечения так вписывается в прямо​угольник, что четыре крайние точки сечения совпадают с углами прямоугольника, то максимальное нормальное напряжение будет в одном из углов прямоугольника и определится по формуле:
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где все величины берутся по абсолютной величине. У нас именно такой случай. Осевые моменты инерции сечения вычислим по следующим зависимостям:
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Моменты сопротивления сечения Wx и Wy определятся следу​ющим образом:
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Таким образом, наибольшие напряжения в сечениях С и D рав​ны:

сечение С
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сечение D
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Рис. 3.2


Сравнивая эти значения, заключаем ( опасным является сече​ние D. Подставив значения Ix , Iy , Mx , My  в формулу 
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Нулевая линия пройдет в тех четвертях поперечного сечения, в которых изгиба​ющие моменты будут вызы​вать нормальные напряже​ния разных знаков. В на​шем случае это будут пер​вая и третья четверти. По​этому, отложив угол ( (28,17( от оси x против хода часовой стрелки, проведем нулевую линию (рис. 3.2).


3. Вычислить наибольшие растягивающие и сжима​ющие нормальные напряжения. Вершины стрелок нормаль​ных напряжений будут лежать на плоскости, пересекающей плоскость поперечного сечения по нуле​вой линии. При взгляде на плоскость напряжений вдоль нулевой линии мы увидим ее в виде прямой, ординаты которой показаны в виде эпюры ( на рис. 3.2. Наибольшие нормальные напряжения будут иметь место в точках 1 и 2 и различаться только знаком. 

Имеем для точки 1
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для точка 2
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Отложив в удобном масштабе полученные величины напряже​ний, построим эпюру напряжений ( (рис. 3.2).


4. Определить значение полного прогиба в середине пролета балки и указать его направление. Полный про​гиб (перемещение центра тяжести сечения С) вычисляем по фор​муле:
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( проекции полного прогиба на главные оси. Эти ве​личины можно определить методом начальных параметров. Начало координат поместим на левом конце балки в точке А.


Прогиб в плоскости x0z. Начальные параметры:
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Составим выражение прогибов fx (z) с помощью универсального уравнения упругой линии балки:
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Величину (0 определим из условия, что при fx (l) = 0. Под​ставляя в выражение (3.1) z = l = 4 м, получим:
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Окончательно выражение прогибов fx (z) будет иметь вид:
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Для определения прогиба в середине пролета подставим 

z == 0,5(l = 2 м в выражение (3.1):
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Учитывая, что Е = 2(108 кН/м2 и Iy = 891(10(8 м4, получаем:
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Прогиб в плоскости y0z. Начальные параметры: 
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Выражение для прогибов fy (z) получаем с помощью метода на​чальных параметров:
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Подставляя z = l = 4 м в выражение (3.3) и учитывая, что в т. В прогиб равен нулю, получаем уравнение для определения (0 :
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Окончательно выражение для прогибов fy (z) будет иметь вид:
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Для определения прогиба в середине пролета подставим z = = 0,5 l = 2 м в выражение (3.4):
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Определим величину модуля вектора полного прогиба 
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Направление вектора полного прогиба показано на рис. 3.3. При этом, угол ( определим по формуле:
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    Рис. 3.3.

3.2. Внецентренное сжатие стержней большой жесткости

Короткий чугунный брус с заданным поперечным сечением (рис.34) сжи​​мается силой Р, приложенной в точке D. Определить из условия проч​нос​ти бруса допускаемое значение силы Рд . 

Числовые данные к задаче: a = 0,08 м; b = 0,12 м; ( = 0,5; пределы про​чности чугуна при растяжении (вр = 280 МПа, при сжатии (вс= 1000 МПа; запас прочности  принять n = 1,5.

Решение.

1.Определение геометрических характеристик поперечного сечения.

Заданное сечение (рис.34) рассматриваем как сложное, состоящее из двух прямоугольников: большого сплошного со сторонами a и b и прямо​угольного отверстия со сторонами 0,5 a и 0,6 b.

 За исходные координатные оси принимаем оси к z1 и y.  На ри​с.34 в этой системе координат показаны положения центров тяжести прямо​угольников (точки С1 и С2) и их главные центральные оси    y1,,z1, y2, z2. Центр тяжести всего сече​ния обозначен через O. Он располагается на оси сим​метрии у, поэ​тому вычисляется  только одна его коор​ди​ната уC : 
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где     F1 и F2  -  площади боль​шого прямо​уго​ль​ни​ка и отверстия;

  y1 и y2  -  координаты ​​​​ их   центров  тяжести.

Подсчитываем геометрические характеристики поперечного сечения бруса.

Площади составляющих фигур
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       Рис. 3.4.  Поперечное сечение бруса
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Площадь сечения всей фигуры:
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Абсциссы центров тя​же​с​ти составляющих фи​гур:

y1 = 0;     y2 = 2,4 см.

Абсцисса центра тя​же​сти всей фигуры:
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Центр тяжести сечения лежит на оси Y  (точка О) слева от точки С1 на расстоянии yс. Главные центральные оси сечения - Y, Z.
Главные центральные моменты инерции составного сечения относи​тельно осей Y, Z вычисляются с помощью зависимостей между моментами инерции отно​сительно параллельных осей, одна из которых  центральная:
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Моменты инерции прямоугольников относительно собственных глав​ных центральных осей равны
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Расстояния между главными центральными осями Y, Z и собственными глав​ными центральными осями составляющих фигур определяются по чер​тежу. 

Расстояние между главной центральной осью Y и осями y1,y2:

  a1 = а2 = 0, так как глав​ные центральные оси у1 и y2 составляющих фи​гур совпадают с главной  центральной осью Y сечения;  

расстояния между главной центральной осью Z и осями z1, z2: 

 b1 = 1,03 см, 

b2 = 1,03 + 2,4 =3,43 см .

Подставив найденные величины в формулы для вычисления главных цент​ральных моментов инерции и учитывая, что осевой момент инерции от​вер​стия условно считается отрицательным, получаем
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Квадраты главных центральных радиусов инерции
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2.Определение положения нулевой линии.

По условию задачи сила Р приложена в точке D, координаты которой в си​стеме главных центральных осей Y, Z определяются по рис. 34:
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Отрезки, отсекаемые нулевой линией на осях координат Y, Z:
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На осях координат Y, Z откладываются в масштабе величины найденных отрезков и проводится нулевая линия.

3. Вычисление максимальных нормальных напряжений в поперечном сече​нии бруса.

Максимальные напряжения возникают в точках, наиболее удаленных от ну​левой линии. В рассматриваемой задаче это точки D и E. В точке D на​пря​жения сжимающие,  в точке E - растягивающие.

Координаты опасных точек находятся по рис. 34:
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Максимальные растягивающие и сжимающие напряжения выражаются че​рез внешнюю нагрузку;
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Допускаемая нагрузка Рдоп определяется из условий прочности бруса по растягивающим и сжимающим напряжениям.

Допускаемые напряжения определяются по исходным данным для растяжения и для сжатия хрупкого материала, в рассматриваемом случае чугуна:
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Из условия прочности материала бруса на растяжение 

 опре​де​ляется величина допускаемой нагрузки
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Из условия прочности на сжатие 
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В качестве допускаемой нагрузки принимается меньшая из двух полу​чен​ных, что обеспечивает прочность бруса как по растягивающим, так и по сжи​​мающим напряжениям, то есть 
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3.3. Расчет вала, испытывающего совместное действие изгиба с кручением

Стальной вал постоянного сечения (рис.3.5, а) вращается с постоянной уг​ло​вой скоростью n = 120 об/мин и передает через шкив диаметром D2 = 0,6 м мощность N = 20 кВт.

Подобрать диаметр вала из условия его прочности, если вал изготовлен из стали марки Ст. 50 с пределом текучести материала (т = 380 МПа  и коэф​фициент запаса прочности по отно​шению к пределу текучести nт= 3.

Остальные числовые данные: а = 0,3 м;  в = 0,3 м;  с = 0,2 м; D1 = 0,3 м.

Решение
1.Определение нагрузок, передающихся на вал

На рис.3.5а показаны усилия, приложенные к шкиву (сечение D) и к ше​стерне (сечение B).

Крутящий момент, передаваемый через шкив на вал:
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Нагрузки, действующие на вал, определяются с учетом того, что окружные усилия, приложенные к шкивам, при переносе их в центр попе​речного сечения вала  приводятся к силам, изгибающим его в двух плоскостях, и скру​чи​ва​ю​щему  моменту.
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 Расчетная схема вала показана на рис. рис.3.5, б.

2. Построение эпюр изгибающих и крутя​щего моментов

Из условий нагружения вала следует, что он испытывает кручение на уча​стке BD постоянным крутящим моментом 
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, эпюра ко​торого показана на рис.36, в. 

Схема нагрузок, приложенных к валу в вертикальной плоскости, пред​став​лена  на рис.36,г. Для построения эпюры изгибающих моментов от дей​ствия этих сил, вал рассматривается как простая двухопорная балка, для которой следует вычислить​ вертикальные опорные ре​акции:
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Проверка вычислений опорных реакций:
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Рис. 3.5. Расчетная схема и эпюры моментов внутренних усилий

 в поперечных сечениях вала

Вычисляем изгибающие моменты от действия вертикальных сил в харак​терных сечениях вала: 
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По вычисленным значениям построена эпюра изгибающих моментов My от действия сил, расположенных в вертикальной плоскости  (рис.3.5,д).

На рис.3.5,е показаны нагрузки, приложенные к валу в горизонтальной плоскости (для наглядности чертежа схема  повернута на 

). 

Для построения эпюры изгибающих моментов от действия этих сил вычис​ля​ются горизонтальные опорные реакции:
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Проверка  определения горизонтальных опорных реакций:




Изгибающие моменты в характерных сечениях вала: 
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По вычисленным значениям момента строится эпюра Mz (рис.3.5,ж).

3. Подбор поперечного сечения (определение диаметра вала)

Материал вала - сталь марки Ст.50, допускаемое напряжение для кото​рой 
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Опасным для вала является сечение С, так как в этом сечении действует крутящий момент, а изгибающие моменты в вертикальной и горизон​таль​ной плоскостях максимальны (рис.3.5 в, д, ж). 

Величины моментов в сечении С :
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Расчетный момент по третьей гипотезе прочности
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Искомый диаметр вала:


[image: image564.wmf].
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМАХ МЕТОДОМ МОРА. СПОСОБ ВЕРЕЩАГИНА

Формула Мора для отдельных частных случаев имеет существенно более простой вид.

1. Для балок и плоских рам, состоящих из прямолинейных стержней
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2. Для ферм, стержни которых работают на растяжение – сжатие

                                 
[image: image566.wmf]dz
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Если рассматриваются шарнирные фермы, составленные из прямых стержней постоянного поперечного сечения, формула (4.2) принимает вид
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3. Для пространственных стержневых систем  
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Для определения перемещений при плоском поперечном изгибе по формуле Мора необходимо выполнить следующие операции:

1. рассмотреть так называемое грузовое (заданное) состояние конструкции и записать аналитические выражения для внут​ренних усилий, возникающих в выбранном поперечном сечении стержня при действии внешних нагрузок;

2. рассмотреть единичное состояние - снять с конструкции все действующие на нее нагрузки  и приложить в сечении, перемещение ко​то​​рого определяется, по заданному направлению единичную силу (при определении ли​нейного перемещения) или единичный момент (при вы​чи​с​лении угло​вого перемещения);

3. записать выражения для изгибающих моментов
[image: image569.wmf]1

M

, действующих в произвольно выбранном поперечном сечении каждого стержня от единичной нагрузки;

4. составить интеграл Мора и после интегрирования по участкам всей конструкции вычислить искомое перемещение.

Если оно получилось отрицательным, то это означает, что дей​стви​тельное перемещение противоположно принятому направлению единич​ной нагрузки.

Примечание. Если требуется определить взаимное перемещение двух точек по какому-либо направлению, следует снять с конструкции внеш​ние нагрузки и затем приложить в рассматриваемых точках по единич​ной силе (моменту), действующих по линии (направлению) искомого перемещения и направленных противоположно.

Рассмотрим способ вычисления интеграла Мора, предложенный в 1925 году студентом Московского института инженеров железнодорожного транспорта Верещагиным А.К. – способ перемножения эпюр (правило Верещагина). Этот  способ применим для определения перемещений в конструкциях, сос​тоящих из прямо​ли​нейных элементов, жесткость которых в пределах отдельных участков постоянна.

Для определения перемещений по Верещагину необходимо:

1. построить эпюры внутренних силовых факторов от действия внешних сил, например, при изгибе - эпюру изгибающих моментов;

2. построить эпюры внутренних силовых факторов от действия еди​ничной силы (момента), приложенной в сечении,  перемещение кото​рого определяется, по заданному направлению; например, при изгибе - еди​ничную эпюру изгибающих моментов;

3. вычислить искомое перемещение для каждого участка путем умножения площади нелинейной эпюры на ординату линейной эпюры, взятую под центром тяжести нелинейной и деления результата на жесткость рассматриваемого  участка.

В тех случаях, когда обе эпюры прямолинейны, можно умножать площадь любой из них на ординату другой под центром тяжести первой.

 Формула Верещагина для изгиба имеет вид
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где 
[image: image571.wmf]w

 - площадь нелинейной эпюры; 
[image: image572.wmf]c

y

 - ордината линейной эпюры, расположенная под центром тяжести нелинейной; 
[image: image573.wmf]х
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 - жесткость участка стержня при изгибе.

Произведение 
[image: image574.wmf]c
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 отрицательно, если эпюры от внешних нагрузок и единичной силы (момента) противоположны по знаку, т.е. расположены  по разные  стороны от оси стержня. Это означает, что направление пере​мещения противоположно направлению единичной силы (момента).

При вычислении перемещений от действия крутящих моментов или продольных усилий в знаменатель формулы (4.4) вводится вместо жесткости при изгибе 
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 соответственно жесткость при кручении 
[image: image576.wmf]r

I

G

×

 или при растяжении растяжении-сжатии 
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Если эпюра от внешней нагрузки имеет сложный вид, то рекомен​ду​ет​​ся ее представить в таком виде, чтобы вычисление ее площади и определение положения центра тяжести было наиболее простым. Способы, уп​ро​щающие вычисления перемещений по формуле Верещагина, будут рас​смотрены ниже на конкретных примерах.

Пример 1. Методом  Мора определить прогиб балки в сечении A, если 
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 (рис.4.1,а). 

Решение
Рассматриваем балку в системе координат 
[image: image579.wmf]Z
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,

,

, помещая ее начало в крайнее левое сечение. Вычисляем опорные реакции:
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[image: image581.wmf].
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Проверка: 
[image: image582.wmf]å
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 - реакции определены правильно. 

Записываем выражение изгибающего момента для грузового (заданного) состояния на каждом из участков:участок BA  (
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Для определения прогиба прикладываем в сечении А единичную силу (рис.1.3,б) и вычисляем опорные реакции:
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Проверка:  
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 - реакции определены правильно.

Записываем выражения изгибающего момента для единичного состояния на тех же участках:

участок BA (
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Вычисляем искомый прогиб, записывая интеграл Мора для каждого участка балки
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Пример 2. Определить прогиб на конце консольной балки переменного сечения, ширина которого изменяется по линейному закону, а высота посто​янна (рис.4.2).
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Рис.4.2

Решение.

 Начало координат помещаем в крайнее правое сечение. Для грузового (заданного) состояния записываем выражение изгибающего момента в сечении с абсциссой  z: 
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Очевидно, что  выражение для изгибающего момента от единичной силы в том же сечении имеет вид:
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Момент инерции сечения - величина переменная, зависящая от положения рассматриваемого сечения. Из подобия соответствующих треугольников находим ширину сечения на расстоянии 
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Момент инерции этого сечения
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Обозначим через 
[image: image603.wmf]x

I

 момент инерции сечения в заделке (
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Вычисляем искомый прогиб, используя интеграл Мора
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5. РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ СИЛ

Балка называется статически неопределимой, если внутренние силовые фак​торы в ее поперечном сечении не могут быть определены только из урав​нений статики. Статическая неопределимость обусловлена наличием лишних связей, то есть таких связей, которые не являются необходимыми для обеспе​чения геометрической неизменяемости конструкции. В балках лишними свя​зя​ми служат дополнительные опоры.

 Разность между числом опорных реакций балки и числом возможных ура​в​нений статики называется ее степенью статической неопре​дели​мости, или числом "лишних" неизвестных.

Одним из методов, используемых для расчета статически неопре​делимых систем, является метод сил.

Расчет начинается с выбора так называемой основной системы рас​сматриваемой конструкции. Статически определимая система, по​лучаемая из заданной отбрасыванием лишних связей, называется осно​в​ной сис​темой. Как правило, для заданной конструкции можно пред​ложить несколько вариантов основных систем, из которых для даль​ней​шего рас​чета выбирается один. При расчете статически неопределимой бал​ки удоб​но удалять внутрен​нюю связь, помещая шарнир на проме​жуточной опоре или в жесткой заделке (рис.30). В этом случае лишней неизвестной будет опорный момент.
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Рис. 29.  Пример применения правила Верещагина
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Рис. 30.  Схемы статически неопределимых балок (а) и соответствующие им основные системы (б)

Если основную систему загрузить заданными нагрузками и реакциями от​брошенных связей, получим эквивалентную систему, которая при опреде​ленных величинах этих реакций деформируется так же, как заданная кон​струкция. Реакции Хi отброшенных связей определяется из очевидного усло​вия:  перемещения по направлениям Хi в эквивалентной системе дол​жны рав​няться нулю. Для конструкции  с одной лишней связью это условие за​пи​сыва​ется в виде одного канонического уравнения метода сил:

                                              

                                                 
(7.3)

где (11 - перемещение в основной системе по направлению X1 от действия
               единичной силы 

 или единичного момента 

;

      (1p - перемещение в основной системе по направлению X1 от действия
               внешних нагрузок. 

Для вычисления (11 и (1p необходимо предварительно построить эпюры изгибающих моментов: 

 - от единичной силы (момента) 

 и Мp - от внешних нагрузок. Коэффициент (11 при X1 вычисляется умножением эпю​ры 

 на эту же эпюру, а (1p  - перемножением эпюр Mp и 

. Символически это можно записать так: 

                       (11 = 

(





);     (1p = 

(Мp



).                          
(7.4)

Определением реакции Хi из канонического уравнения заканчивается раскрытие статической неопределимости балки с одной лишней связью. Ос​таль​ные опорные реакции вычисляются из уравнений равновесия, счи​тая те​перь Хi известной величиной. 

Перемещения в статически неопределимой системе после раскрытия ее не​оп​ре​делимости находятся непосредственным вы​​чис​лением интеграла Мора, ли​бо перемножением эпюр. 

Для вычисления прогиба в каком - либо сечении балки следует по на​правлению ис​ко​мого перемещения к основной системе приложить единичную силу 

 (при вычислении угла поворота - единичный момент 

) и построить эпюру изгибающих моментов 

 от действия этой единичной нагрузки. Искомое перемещение вычисляется путем перем​ножения оконча​те​ль​​​ной эпюры изгибающих моментов  M на вновь построенную эпюру 

. 

Пример 1.

Для статически неопределимой балки (рис.5.1, а) требуется:

 1) раскрыть ее статическую неопределимость;

 2) построить эпюру изгибающих моментов от действия внешних (про​летных) нагрузок;

3) подобрать двутавровое сечение балки из условия ее прочности;

4) определить угол поворота сечения L и прогиб балки в сечении К.

Числовые данные к задаче:

 q = 6 кН/м; m = 4 кН(м; а = 1,2 м; [(] = 160 МПа; 
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Решение

1.Вычисляем степень статической неопределимости балки.

По условиям закрепления имеем четыре опорных реакции: две на опоре А и по одной на опорах В и С. Для плоской системы сил можно составить только три уравнения равновесия, поэтому степень статической не​оп​ре​делимости бал​ки n = 4‑3 = 1, т.е. система один раз статически неоп​ределима.

2.Выбираем основную систему.   

Для этого разрезаем балку над сред​ней опо​рой, тем самым, устраняя лишнюю связь, и  вставляем над опорой про​межуточный шарнир. «Лишней» неизвестной в этом случае  будет изги​бающий момент в  опоре В,  который  обозначаем Х1.  На рис.5.1,б показана основная система. Загружая основную систему пролетными нагрузками и  ли​ш​​ней не​известной, получаем эквивалентную систему (рис.5.1,в). Достоинство при​нятой основной системы в том, что каждый пролет ра​бо​тает как самосто​ятельная балка и при построении эпюр может рас​смат​ри​вать​ся  отдельно.

3. Строим в основной системе эпюру изгибающих моментов от заданной нагрузки Mp.

 Рассмотрим участок АВ. Так как на этом участке нагрузок нет, для построения эпюры  достаточно знать величины изгибающих моментов в сечениях А и В. На опоре А по условию М = m = 4 кН(м; на опоре В изгибающий момент равен нулю (опорный момент Х1 не учитываем), эпюра моментов ограничена прямой линией.
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Рис. 5.1. Статически неопределимая балка:

а - заданная система; б - основная система;

в - эквивалентная система; г - грузовая эпюра Mp;
д - единичная эпюра 

; е - эпюра ;

ж - окончательная эпюра M; з - эпюра от единичного момента 
[image: image612.wmf]m

M

;

и - эпюра от единичной силы 
[image: image613.wmf]P

M


Рассмотрим участок ВС. 

Вследствие симметрии пролетной нагрузки реакции опор будут одина​ковыми: 
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Изгибающий момент в произвольном сечении  x 



и  эпюра изгибающего момента ограничена квадратной параболой.

Строим  эту  параболу по трем  лежащим на ней точкам:
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Эпюра Мp показана на рис.5.1, г.

4.Строим эпюру 

 от единичного момента 

.

 В сечениях А и С изгибающие моменты равны нулю, а в сечении В изгибающий момент равен  единице. Эпюра 

 линейна, ее вид показан на рис.31, д.

5.Составляем каноническое уравнение метода сил




и вычисляем коэффициент 

 при неизвестном. Для этого эпюра 

 умно​жается сама на себя.  Чтобы упростить вычисления,  разбиваем эпюру на два треугольника ADB и BDC и площадь каждого из них умножаем на ординату, расположенную в центре тяжести каждого из них (рис.31, д):




После подстановки числовых значений имеем



.

Для определения (1р перемножаем эпюры МP и 

 (рис.31, г, д) Площадь параболического сегмента вычисляется по формуле 




где     q - интенсивность распределенной нагрузки;

            l - длина участка балки под нагрузкой.

Вычисляем свободный член  канонического уравнения (1р:



Произведя соответствующие вычисления, получаем




Тогда  каноническое уравнение принимает  вид




откуда находим


[image: image616.wmf]м

кН

92

,

2

2

856

,

5

1

×

-

=

-

=

X

.

Отрицательное значение X1 говорит о том, что следует изменить направление момента X1  на обратное.

6. Строим эпюру изгибающих моментов.

Считая момент X1 внешней нагрузкой, можно определить опорные ре​акции, рассматривая каждый пролет балки отдельно, а затем построить эпю​​​ру моментов обычным способом, как это выполнялось для стати​чески определимой балки. В данном случае удобнее воспользоваться уже по​стро​енными эпюрами. 

Эквивалентная система находится под действием заданных пролетных нагрузок и вычисленного момента X1. Следовательно, окончательная эпюра изгибающих моментов может быть представлена суммой двух эпюр 




Первая эпюра уже построена (рис.5.1,г), а вторая получается умножением ординат эпюры 

 (рис.5.1,д) на вычисленное значение X1. Эпюра 

 показана на рис.5.1,е. Геометрически складываем эпюры Мp и 

 (рис.5.1,г,е), суммируя ординаты эпюр в характерных точках:
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По найденным значениям М строим окончательно эпюру изги​баю​щих моментов (рис.5.1, ж).

Для проверки правильности расчетов и построения эпюры изгибающих моментов можно использовать условие равенства нулю угла поворота смежных сечений балки над средней опорой (перемещение по нап​рав​лению от​бро​шенной связи). Этот угол вычисляется перемножением окон​чательной эпюры моментов (рис.5.1, ж) на эпюру 

 (рис.5.1,д). При пе​рем​ножении эпюру М удобно представить в виде трех треугольников, по​ка​занных пунк​тирными линиями на рис.5.1, ж, и параболического сегмента.

Угол поворота смежных сечений балки над средней опорой вычислим методом перемножения эпюр: 



.

Площади эпюр и соответствующие ординаты под их центрами тяжести
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определяются по соответствующим эпюрам   (рис.5.1, ж) и (рис.5.1,д).

Итак,




Полученный результат свидетельствует о том, что эпюра изги​баю​щих мо​​ментов по​стро​ена правильно. Небольшая погрешность, не превышающая 5 % , возникла в ре​зуль​тате округлений. 

7. Подбираем сечение балки по условию прочности.

При изгибе условие прочности имеет вид




По эпюре М (рис.5.1, ж) находим максимальный момент 

= 4 кН(м, а по условию задачи [(] = 160 МПа. Подставляя эти числа в последнюю фор​мулу, по​лучим величину требуемого момента сопротивления двутавра:
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По таблицам сортамента прокатной стали подбираем номер двутавра и выписываем его геометрические характеристики: 

двутавр №10, Wx= 39,7 cм3, Jx = 198 см4.

(Момент сопротивления подобранного двутавра больше требуемого расчет​ного, но меньшего размера в таблице нет, поэтому принимаем двутавр №10).

8. Определяем перемещения.

Определяем угол поворота сечения L.

 Для этого приложим в сечении L ос​новной системы единичный момент 

 и построим эпюру моментов 

 (рис.5.1,з). Угол поворота сечения L вычисляем, перемножая эпюры М и 

 (рис.5.1, ж,з):



;
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Определяем прогиб в сечении К.

 Приложим в сечении К основной сис​темы единичную силу 

 и пост​ро​​им от нее эпюру моментов 

 (рис.5.1, и). Так как сила 

 приложена в середине пролета AB, опорные  реакции будут равны:

RA = RB = 0,5.

Определяем моменты в характерных точках участка АВ:

MA = 0; МK = 0,5

 = 0,9 м; MB = 0. 

Прогиб в сечении К вычисляется перемножением эпюр М и 

 (рис.31,ж,и). Площадь при этом берем с эпюры М, а соответствующая ор​ди​ната на эпюре 

равна величине средней линии трапеции, то есть ал​ге​бра​​ической полусумме ее оснований: 
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Результат получен со знаком плюс, прогиб направлен в сторону при​ло​жен​ной единичной силы, то есть вниз.

6. РАСЧЕТЫ НА УДАР

Пример 1.

Груз весом G падает с высоты h на неподвижный стержень (рис. 6.1). Определить напряжения в стержне.

Скорость тела в момент удара 


[image: image623.wmf]gh
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Эта скорость за очень короткий промежуток времени удара, упадет до нуля. Благодаря большому ускорению (замедлению) возникает значительная сила инерции, которая определяет действие удара. Рассмотрим перемещения, используя закон сохранения энергии:

K=U,
где К — кинетическая энергия ударяющего груза;   U — потенциальная энергия деформации ударяемого элемента.
Работа, совершаемая весом падающего груза, 

W=G(h + (ld),
где (ld - перемещение в точке удара, равное укорочению стержня.
Потенциальная энергия деформации при сжатии, U=(
[image: image624.wmf]2
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Из этих двух уравнений получаем
G (h +(ld)=(
[image: image625.wmf]2
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EA/(2l), или (
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 - Gh2l=0. 

Разделив все члены этого уравнения на ЕА, получим
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Но Gl/EA =(lst — укорочение стержня от статически приложенной нагрузки  G. Тогда
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0

2

2

2

=

D

-

D

D

-

D

h

l

l

l

l

st

d

st

d


Решив это квадратное уравнение относительно (ld, получим
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Оставляя знак плюс (так как (ld>(lst) получаем окончательно
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где Kd — динамический коэффициент.
Разделив обе части последнего уравнения на длину стержня l и   умножив   на   модуль  упругости Е,   перейдем   на  основании, закона Гука от деформаций к напряжениям:
[image: image632.jpg]o,=0y (1 +\[14+2hr/AL,) =0,K,.




Из полученных формул видно, что динамические напряжения и перемещения зависят от статической деформации ударяемого тела. Чем больше статическая деформация  (при прочих равных  условиях), тем меньше динамические напряжения.
Вот   почему   для   смягчения   удара   применяют   прокладки (резиновые, пружинные), дающие большие деформации.
При сжимающем ударе во избежание продольного изгиба динамические напряжения не должны превосходить критических напряжений 

Частные случаи
1.  Если h = 0, т. е. имеет место внезапное приложение нагрузки, то из полученных формул получим 
[image: image633.wmf]st
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.  При внезапном приложении нагрузки деформации и напряжения вдвое больше, чем при статическом действии той же нагрузки;
2.  Если высота падения h значительно больше статической деформации (lst , то для определения динамического коэффициента получим следующую приближенную формулу:
[image: image634.jpg]Ky=1-4~1+2h/AL, ~[2h]AL,,.




Пример 2. 

Исследовать удар груза весом G, падающего с высо​ты h на некоторую балку '(рис. 6.2). Такой удар называется поперечным, или из​гибающим. Кинетическая энергия равна работе падающего груза:
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где fd — динамический прогиб балки в сечении под грузом.
Эта работа переходит в потенциальную энергию де​формации балки, для подсчета которой в силу 1-го допущения можно воспользоваться  теоремой   Клапейрона
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где P — эквивалентная сила, которая при статическом приложении вызывает такой же прогиб f, как при ударе, т. е. f=fd.
Если балка подвергается удару в середине пролета, то, как легко подсчитать 
[image: image637.wmf]x

EI

Pl

f

48

3

=

, откуда 
[image: image638.wmf]3

48

l

f

EI

P

x

=

, и, следовательно 
[image: image639.wmf]3

2

2

48

l

f

EI

U

d

x

=

.
В соответствии с уравнением энергетического баланса приравниваем выражения кинетической и по​тенциальной энергии:
G(h + fd)= 
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Разделив все члены этого уравнения на 48ЕIx, получим
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Имея в виду, что Gl3/(48EJx)=fst—прогиб балки от статического приложения груза G, решаем записанное уравнение относительно динамического прогиба
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Так как отрицательный корень уравнения лишен физического смысла, перед радикалом следует сохранить только знак «плюс»:
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Таким образом, мы получили формулу, вид которой аналогичен выражению (6.1).
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Рис. 2.2. Расчетная схема 


(к примеру 2.1)
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Рис. 2.9 Расчетная схема к определению напряженного состояния на наклонной площадке, параллельной главному напряжению
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