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1. Сложение гармонических колебаний, происходящих в двух взаимно перпендикулярных направлениях

Пусть слагаемые колебания происходят в двух взаимно перпендикулярных направлениях и выражаются зависимостями
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Рассмотрим случай, когда 
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Зависимости (1.1) являются параметрическими уравнениями некоторой траектории; параметрами служит время t. Чтобы найти уравнения непосредственно связывающие 
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 и  
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, запишем


[image: image5.wmf].

2

sin

sin

2

cos

cos

;

1

sin

sin

1

cos

cos

j

w

j

w

j

w

j

w

t

t

b

y

t

t

a

x

-

=

-

=


Умножим первое уравнение на 
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cos

j

, а второе на (
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) и сложим результаты. Это дает:
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Затем умножим первое уравнение на 
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, а второе на (
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) и так же сложим результаты:
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Возведем в квадрат оба последних уравнения, сложим левые и правые части. Получим:
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Это уравнение изображает кривую второго порядка, которое может быть только эллипсом, так как значения  
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 и  
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 не выходят за пределы прямоугольника со сторонами 
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 и 
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 (рис. 1.1).
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Рис. 1.1  Результат сложения

двух взаимно перпендикулярных

синхронных гармонических колебаний
	Следовательно, в результате сложения двух взаимно перпендикулярных синхронных колебательных движений получается, что  рассматриваемое    тело или точка движется по эллипсу. Форма эллипса и то, как он повернут, зависят от разности фаз 
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Пусть колебания синфазные, 
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В этом случае уравнение (В.9) преобразуется к виду
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Это  уравнение   прямой 


проходящей через начало координат (рис.1.2 а).

Если колебания находятся в противофазе, т.е. 
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, то уравнение (1.2) преобразуется к виду
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Это тоже уравнение прямой, проходящей через начало координат, но идущей через второй и четвертый квадранты.

Если разность фаз 
[image: image25.wmf]2
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, то уравнение (1.2) превращаются в уравнение эллипса, у которого координатные оси являются главными осями:
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Чтобы определить направление движения точки по эллипсу, следует найти производные зависимостей (1.1), а затем, положив 
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, по зависимостям (1.1) и их производным определить начальные координаты и скорости движущейся по эллипсу точки. При 
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 движение колеблющейся точки по эллипсу происходит против часовой стрелки 
(рис. 1.2,в), а в случае 
[image: image29.wmf]2

2

1

p

j

j

-

=

-

 движение происходит по часовой стрелке (рис. 1.2, г).

При равенстве амплитуд (
[image: image30.wmf]b
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) эллипс превращается в окружность 
(рис. 1.2, д, е ).
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Рис.1.2 Частные случаи сложения двух

взаимно перпендикулярных синхронных колебаний:
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Примером практического применения результата сложения двух взаимно перпендикулярных синхронных колебаний является двухфазный асинхронный двигатель, в котором по двум взаимно перпендикулярным статорным обмоткам пропускается переменный ток со сдвигом фаз, равным 
[image: image38.wmf]2

p

. В результате получается вращающееся магнитное поле, увлекающее за собой ротор.

Часто приходится иметь дело со сложением взаимно перпендикулярных колебаний при их изучении с помощью осциллографа, когда на взаимно перпендикулярные управляющие пластины электроннолучевой трубки подаются переменные напряжения. Каждый электрон луча в электроннолучевой трубке, пролетая между пластинами, находится под одновременным воздействием двух взаимно перпендикулярных сил. При этом электрон отклоняется от первоначального пути пропорционально мгновенным значениям приложенных к пластинам напряжений.

Если частоты складываемых колебаний не равны между собой, но разность их мала (
[image: image39.wmf]2
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), то как и в случае биения, можно представить, что имеются два колебания с одинаковой частотой, но разность фаз между ними медленно меняется. При этом эллипс будет медленно поворачиваться. Получается последовательная смена тех картин, которые соответствуют разным значениям 
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Если   
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 движение колеблющейся точки будет происходить внутри прямоугольника со сторонами 
[image: image42.wmf]a

2

 и 
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 по сложным замкнутым кривым (фигурам Лиссажу), форма которых зависит от соотношения амплитуд, частот и  фаз слагаемых колебаний.

По фигурам Лиссажу, которые обычно наблюдают на экране осциллографа, находят отношения частот и сдвиг фаз суммируемых колебаний.
2. Среднее значение колеблющейся величины

Среднее значение колеблющейся величины 

в интервале от 

 до 

 вычисляется по формуле




Во многих случаях это среднее значение является весьма важным, например, при решении вопроса о движении массивного тела, подверженного действию быстро изменяющейся силы.

Среднее значение гармонической функции за период колебаний равно нулю. Среднее значение синусоидальной функции за половину периода колебаний




Часто представляет интерес среднее квадратичное значение колеблющейся величины 

:
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Среднее квадратичное значение гармонической функции за период



.

Обратимся к примеру из электротехники. В случае протекания по резистору с сопротивлением 

 переменного тока




выделяемая на резисторе активная мощность 



,

т.е. на резисторе выделяется такая же мощность, как при протекании по нему постоянного тока величиной 

, что позволяет называть эту величину эффективным или действующим значением тока.

Таким образом, можно считать, что квадрат среднего квадратичного значения колеблющейся величины 
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, который в случае гармонического колебания равен 

, пропорционален энергии или средней мощности колебательного процесса. Квадрат амплитуды иногда называют интенсивностью колебаний.

3. Представление гармонических колебаний 

с помощью комплексных функций

Вращающийся вектор может быть изображен на комплексной плоскости (рис. 3.1) и представлен в виде комплексной функции



,

где 

 - мнимая единица, 

.

В соответствии с формулой Эйлера для комплексных чисел 



;



.

Сложив последние равенства, получим выражение гармонических колебаний в виде 



.
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Рис. 3.1. Изображение вектора  на  комплексной плоскости

Привлекает простота операции дифференцирования комплексных функций.

Действительно, если имеется комплексная функция



,

то ее производная 



.

Если комплексная функция задана в показательной форме, то 



 ,

следовательно, 



,

то есть дифференцирование комплексной функции равносильно умножению ее на 

.

Рассмотрим пример использования представления гармонических колебаний в комплексной форме.

Пусть нужно найти частное решение уравнения



,

         
           

 (3.1) 

где 

- постоянные величины.

Обычно частное решение такого уравнения представляется в виде суммы функций синуса и косинуса. Затем отыскиваются коэффициенты при этих функциях, что приводит к сравнительно громоздким выкладкам. Поступим иначе. Запишем похожее по форме уравнение, но относительно комплексной неизвестной 

 и с комплексной правой частью:



.



 

 (3.2)

Частное решение уравнения (3.2) будем искать в форме





 EMBED Equation.2  
ч

.

Подставляя значения 

ч, 

ч и 

ч в уравнение (3.2), получим уравнение относительно неизвестной 

:




Отсюда



.

Следовательно,



ч
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Из сравнения уравнений (3.1) и (3.2) следует, что



ч=

ч

.
Действительную часть 

ч получим, подставив в равенство (3.3)



.

Тогда



ч
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и, обозначив
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после преобразований запишем частное решение уравнения (3.1) в виде



ч
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где  
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4. Нахождение энергетических соотношений 
при свободных незатухающих 
и затухающих колебаний
Энергетические соотношения  при незатухающих колебаниях.
Для определенности будем считать, что рассматриваемый осциллятор представляет собой массу m, совершающую прямолинейные колебания 
(см. рис. 1.3). При этом полная энергия осциллятора будет равна сумме кинетической энергии перемещающейся массы





 EMBED Equation.2  

и потенциальной энергии деформации упругой связи 





 EMBED Equation.2  

Принимая во внимание, что 

, и выполняя преобразование с тригонометрическими функциями, запишем





 EMBED Equation.2  [image: image54.wmf](
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 EMBED Equation.2  [image: image55.wmf](
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 EMBED Equation.2  
.                             


(4.3)

Отсюда следует, что полная энергия осциллятора сохраняет постоянное значение. Выражения (4.1) и (4.2) показывают, что в то время как координата

	Рис. 4.1. Графическое представление

соотношений кинетической

и потенциальной энергий в линейном консервативном осцилляторе [image: image67.png]Esn





	
[image: image56.wmf]x

 и ее производные изменяются с круговой частотой 

, колебания каждого вида энергии происходят с удвоенной круговой частотой 

. Когда значения одной формы энергии минимальны, значения другой максимальны. 

Зависимость (4.3) можно наглядно изобразить на плоскости: по оси абсцисс отложив значения координаты 

, а по оси ординат - соответствующие им значения энергии 

 (рис. 4.1). 


Потенциальная энергия на такой плоскости изображена в виде параболы. Если эту параболу пересечь прямой, параллельной оси 

 и расположенной на расстоянии 

 от нее, то точки пересечения этой прямой с параболой дают значения амплитуды колебаний 

. Теперь для любой величины 

 в интервале от 

 можно найти соответствующие значения потенциальной 

 и кинетической 

 энергий. Проанализируем соотношения энергий в электрической цепи, состоящей из катушки индуктивности и конденсатора (рис. В.2,в конспекта лекций).

В этом случае уравнение изменения количества электричества имеет вид 

                                                  

          

Умножим уравнение на 

. Получим




или



.

Интегрируя последнее выражение, находим



,

где 

- энергия магнитного поля катушки; 

 - энергия электрического поля конденсатора.
Энергетические соотношения  при затухающих колебаниях.
Энергетические соотношения в осцилляторе с затуханием, пропорциональным скорости, проанализируем на примере колебательного контура с последовательным соединением конденсатора, катушки индуктивности и активного сопротивления (см. рис. 1.4.а конспекта лекций).

Уравнение изменения заряда в контуре при 

:



 

Помножим уравнение на 

 и представим в виде




или

            

.

Но 

 - полная энергия осциллятора при отсутствии затухания (см. выше). Следовательно,




т.е. уменьшение полной энергии за время 

 равно энергии, поглощенной за то же время сопротивлением 

.

Проинтегрируем полученное соотношения в пределах одного периода 

:



.

Помножим и поделим правую часть равенства на 

 и 

, получим



.

Выражение в скобках есть среднее значение энергии магнитного поля катушки индуктивности за период 

, которое можно считать равной половине полной энергии в момент времени 

. Тогда 



,

или принимая во внимание, что 

,



                                        

(4.4)

Таким образом, относительная убыль энергии контура за период 

 колебаний равна удвоенному логарифмическому декременту затухания 

. Этот результат является общим для любого линейного осциллятора с одной степенью свободы.
5. Энергетические соотношения

при  вынужденных колебаниях

Обратимся к уравнению (1.38 конспекта лекций) колебаний осциллятора под действием внешней возмущающей силы. Помножив обе части этого уравнения на скорость 

, запишем



.                        



(5.1)

Имея в виду, что колебания происходят в одном направлении с вызывающей их силой, можно утверждать, что выражение (5.1) есть равенство мощностей.

Пусть 

, тогда вышеуказанные колебания осциллятора происходят по закону (1.54 конспекта лекций)  

. Подставим значения 

, 

, 

  и 

 в равенство (5.1):





 EMBED Equation.3  

Проинтегрируем полученное равенство за период 

 вынужденных колебаний, и в результате получим равенство за период суммы энергий внутренних сил (энергии 

 - сил инерции, энергии 

 - сил сопротивления, 


- восстанавливающей силы) энергии 

, совершаемой внешней силой:
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 (5.2)

Причем    
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Таким образом, энергия, подводимая к осциллятору извне в течение одного периода вынужденных колебаний, полностью расходуется на преодоление сил сопротивления (потребляется демпфером). 

Построим график зависимости для 

 и 

 при

 (рис. 5.1). Из графика следует, что при 
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 - установившееся значение амплитуды) потребляемая демпфером энергия больше энергии, подводимой к осциллятору извне. Следовательно, амплитуда вынужденных колебаний уменьшается до величины   

. При 

 потребляемая демпфером энергия меньше энергии, которая подводится к осциллятору извне.
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Рис 1.16. Графики энергий при

вынужденных колебаниях
	Поэтому амплитуда вынужденных колебаний возрастает до значения 

. Следовательно, при выполнении равенства (5.2) 

. Подставив в равенство (5.2) значения 

, 

, 

, 

 получим 
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Можно показать, что полученное выражение (5.3) амплитуды вынужденных колебаний осциллятора тождественно равно ранее полученному выражению (1.55 конспекта лекций).
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