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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №1
1 ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ПРАКТИЧЕСКОГО ЗАНЯТИЯ
Целью настоящего практического занятия является обучение студентов практическим навыкам по применению элементов теории вероятности при обработке данных эксперимента на ЭВМ с использованием метода максимального правдоподобия, как наиболее распространенного для аппроксимации функций процессов и объектов машиностроения. Приведена методология использования данного метода и примеры ее компьютерной реализации, даны пояснения отдельных наиболее сложных моментов, стоящих на пути исследователя при анализе эмпирической информации.
Для научной и отчасти производственной деятельности неотъемлемо стремление установления некоторых общих закономерностей, позволяющих предвидеть течение исследуемых процессов и выбирать рациональное для исследователя их направление. Во многих случаях для обнаружения общих закономерностей необходимо провести большое число наблюдений и измерений; как следствие нужны методы обработки совокупности таких наблюдений. Эти методы рассматриваются теорией вероятностей и математической статистикой и предназначены для количественного анализа массовых случайных явлений. Они позволяют выявить закономерность там, где на первый взгляд нет ничего, кроме совокупности отдельных фактов, наблюдений, измерений. Причем по параметрам распределения одних, известных объектов,определяются вероятности и функции распределения других событий и случайных величин. Это осуществляют путем математического моделирования – описания интересующих процессов и объектов. 
На данном занятии, рассмотрим кибернетический (вероятностный) подход к моделированию и будем проектировать только эмпирические, параметрические модели, т.е. полученные при анализе экспериментальных данных, представленных в виде последовательностей чисел, так называемых временных, скалярных рядов   Задача сводится к нахождению значений выходной величины yiна всем интересующем исследователя диапазоне изменений фактора xi. Выполнение этого условия предполагает распространение свойств экспериментально полученной зависимости на другие элементы данного числового ряда при их интерполяции, а также вне интервала существования рассматриваемого ряда при их экстраполяции. Такие аппроксимационные манипуляции с эмпирической функцией  возможны и оправданы,  если будет учтено влияние неподдающихся контролю и управлению случайных параметров. Отыскание зависимости координирующей значение функции анализируемого процесса от других случайных величин предполагает нахождение соответствующих коэффициентов регрессии. Таким образом, на занятии будет решаться задача регрессионного анализа. Для ее решения необходимо:
- описать математические основы метода максимального правдоподобия;
- определить основные этапы аппроксимации и методы их выполнения;
- рассмотреть практические примеры регрессионного анализа на ЭВМ.

2. АППРОКСИМАЦИЯ ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ ПО МЕТОДУ МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ (ММП).

2.1. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ  ОПИСАНИЕ  ММП.
Известно, что каждое распределение определяется тем или иным числом параметров: закон Пуассона, например, зависит только от одного параметра - математического ожидания; нормальный закон - от двух - математического ожидания и дисперсии исследуемой случайной величины. Для простоты рассмотрения  вероятностного принципа моделирования будем использовать в качестве примера интерполирование линейной регрессии. Исходные данные параметрического анализа, например, математического ожидания выходной величины исследуемого объекта, в этом случае предполагают расположение экспериментальных точек на плоскости (рис.1). Некоторая прямая гипотетически отражает контролируемый параметр и ее модель может быть записана в виде

где:  – коэффициенты регрессии, определяемые по ММП и характеризующие положение прямой в отрезках в декартовой системе координат;
 – случайные величины, влияющие на анализируемый параметр и распределенные по нормальному закону.
Метод максимального правдоподобия был предложен и популяризирован Р. Фишером. Оценка максимального правдоподобия используется для создания модели на основе данных, и обеспечения оценки параметров модели. Для фиксированного набора данных и базовой вероятностной модели, используя метод максимального правдоподобия, мы получим значения параметров модели, которые делают данные «более близкими» к реальным. Оценка максимального правдоподобия дает уникальный и простой способ определить решения в случае нормального распределения. Метод  максимального правдоподобия применяется для широкого круга задач математического моделирования, в частности оценки математического ожидания случайной величины. 
[image: ]
Рис.1. Линейная регрессия
Если мы будем рассматривать однопараметрическую модель, то поверхность отклика в факторном пространстве вырождается в линию на плоскости. Тогда достаточно найти один параметр, т.е. применим закон редких событий Пуассона, в инженерных задачах, численное значение математического ожидания. Для биноминального закона распределения два параметра – математическое ожидание события и дисперсия частоты его появления. Традиционный естественный способ нахождения параметров заключается в обследовании некоторого множества значений соответствующей случайной величины априори распределенной, например, по нормальному закону
	
	(1) 


где: σ2 – дисперсия случайной величины q, среднее значение которой равно нулю.
В результате обследования выборки и использования соответствующих статистических правил можно получить численную оценку значения параметра. Оценка параметра - это некоторая функция от выборочных значений случайной величины. В нашем случае в качестве оценки параметра - математического ожидания можно использовать среднее арифметическое выборочных значений. Отметим, что оценка является случайной величиной. Таким образом, параметр - постоянная величина заменяется значением случайной величины, полученной по результатам выборки на основании некоторого правила. Если мы рассмотрим ещё одну выборку такого же объёма, то численное значение оценки будет несколько иным, так как состав нашей выборки случаен. Это ещё раз иллюстрирует тот факт, что с помощью оценки величина параметра определяется с некоторой ошибкой. 
Также важным является вопрос проверки принятой гипотезы о законе распределения. Частоты (оценки вероятностей), полученные в результате обработки выборки, могут несколько отличаться от вероятностей, определённых на основании теоретического распределения. Причина расхождения может заключаться в том, что неправильна гипотеза о законе распределения. Однако не исключена и другая причина: объём выборки весьма мал, а при таком объёме выборки полученные различия между частотами и вероятностями могут наблюдать и при истинности предположения о законе распределения. Таким образом, оценка максимального правдоподобия — это такая оценка, которая максимизирует функцию правдоподобия при фиксированной реализации выборки. 
Рассмотрим наиболее общие вопросы точечной оценки параметров априорного распределения случайной величины по ММП. Рональд Фишер в 1912 году предложил его. Метод основан на исследовании вероятности получения выборки наблюдений (x1, x2, …, xn) контролируемой дискретной величины X, выраженной в виде . Функцией правдоподобия случайной дискретной величины Xназывают функцию аргумента :
	
	(2) 


где: x1, x2, …, xn— фиксированные числа, полученные при измерении случайной величины X. 
В качестве точечной оценки параметра  принимают такое его значение , при котором функция правдоподобия достигает максимума. Оценку называют оценкой максимального правдоподобия. Для упрощения расчетов в рассмотрение вводится логарифм функции правдоподобия , которую называют логарифмической функцией правдоподобия. Функции Lи достигают максимума при одном и том же значении своего аргумента, поэтому вместо отыскания максимума функции Lищут максимум функции . Записывая необходимое условие экстремума функции правдоподобия в случае скалярного параметра, получаем уравнения правдоподобия
	
	(3) 


или
	
	(4) 


где:   — заданная выборка случайных величин.
Уравнение правдоподобия (4) с логарифмической функцией, как правило, более простое относительно функции правдоподобия (3). Если распределение случайной величины Xзависит от вектора параметров , то уравнение (4) заменяется системой уравнений
	
	(5) 


Именно уравнения (4) и (5) принято называть уравнениями правдоподобия [1]. Во многих случаях решение системы (5), являющейся, как правило, нелинейной, приходится искать численными методами. Рассмотрим применение метода максимального правдоподобия для оценки параметров непрерывного распределения случайных величин генеральной совокупностиX. 
Пусть X — непрерывная случайная величина, которая в результате nиспытаний приняла значения . Предполагается, что вид плотности распределения f(x) задан, но неизвестен параметр , которым определяется эта функция. Функцией правдоподобия непрерывной случайной величины Xназывают функцию аргумента 
	
	(6) 


где  — фиксированные числа.
Оценку максимального правдоподобия неизвестного параметра распределения непрерывной случайной величины ищут так же, как в случае дискретной величины. 
	Если плотность распределения непрерывной случайной величины X определяется двумя неизвестными параметрами  и  , то функция правдоподобия является функцией двух независимых аргументов  и :
	
	(7) 


Как для дискретных распределений, так и для непрерывных точку максимума логарифмической функции распределения   аргумента  можно искать через необходимое условие экстремума: 
· найти производную ;
· приравнять производную нулю и найти критическую точку — корень полученного уравнения (его называют уравнением правдоподобия);
· найти вторую производную ; если вторая производная при   отрицательна, то  – точка максимума [2].
Найденную точку максимума  принимают в качестве оценки максимального правдоподобия параметра .
Метод максимального правдоподобия имеет ряд достоинств: его оценки, вообще говоря, состоятельны (но они могут быть смещенными), распределены асимптотически нормально (при больших значениях nприближенно нормально) и имеют наименьшую дисперсию по сравнению с другими асимптотически нормальными оценками; если для оцениваемого параметра существует эффективная оценка , то уравнение правдоподобия имеет единственное решение ; этот метод наиболее полно использует данные выборки об оцениваемом параметре, поэтому он особенно полезен в случае малых выборок. Недостаток метода состоит в том, что он часто требует сложных вычислений.
2.2. ЭТАПЫ АППРОКСИМАЦИИ ОПЫТНЫХ ДАННЫХ.
Нахождение оценок максимального правдоподобия включает следующие этапы:
 - построение функции правдоподобия (ее натурального логарифма);
 - дифференцирование функции по искомым параметрам и составление системы уравнений; 
 - решение системы уравнений для нахождения оценок; 
 - определение второй производной функции, проверку ее знака в точке оптимума первой производной и формирование выводов;
 - проверка правильности гипотезы аппроксимирующей функции. 
Будем считать, что случайная величина Х, варианты выборок значений которой представлены в таблице приложения 1, имеет нормальное распределение. Необходимо найти оценки максимального правдоподобия параметров математического ожидания M(X)=µ и дисперсии D(X)= σ2 этого распределения. Предполагается статистическая независимость всех  наблюдений и их одинаковая точность. Каждый рассматриваемый параметр генеральной совокупности и их оценки имеют исходя из формулы (1) плотность вероятности
	
	(8) 


Произведение плотностей вероятностей для параметров выборки, в соответствии с формулой (2), что собственно и  представляет функцию правдоподобия, будет иметь вид
	
	(9) 


Согласно принципу максимального правдоподобия значения оценок параметров, вычисленных по эмпирической формуле, должны быть такими, при которых вероятность указанного выше события была бы максимальной. Тогда логарифм функции правдоподобия для выборки из нормального распределения равняется
	
	(10) 


Исходя из условий (4) можно записать:
	
	(11) 



Таким образом, мы получили систему уравнений максимального правдоподобия. В общем случае число уравнений равно числу неизвестных параметров, а каждое из уравнений выписывается путем приравнивания 0 частной производной логарифмической функции правдоподобия по тому или иному параметру.
При дифференцировании по  первые два слагаемых в правой части формулы (10) обращаются в 0, а последнее слагаемое дает уравнение
	
	(12) 


Из (12) следует, что оценка математического ожидания по ММП для аппроксимирующей функции равна среднему арифметическому т.е. . Для нахождения оценки второго параметра, дисперсии, рассмотрим следующее продифференцированное по нему уравнение
	
	(13) 


После необходимых преобразований получим
	

	(14) 


Следовательно, оценкой по ММП для дисперсии случайной величины, с учетом ранее полученной оценки математического ожидания, будет эмпирическая дисперсия. Но выборочная дисперсия является смещенной оценкой. После устранения смещения получим окончательно
	
	(15) 


Для проверки того, что полученные оценки максимизируют значение функции правдоподобия, возьмем вторые производные
	

	(16) 


Вторые производные от функции независимо от значений параметров меньше нуля, следовательно, найденные значения параметров математического ожидания и дисперсии действительно являются их оценками по ММП.
Заключительным этапом процесса регрессионного анализа будет проверка выдвинутого ранее предположения о виде аппроксимирующей функции и ее модели. Гипотеза, как таковая, характеризует научное предвидение, исходя из общей теории. Исходную базу построения гипотезы составляют теория и открытые на ее основе закономерности и причинно-следственные связи функционирования и развития исследуемых объектов. На уровне формирования гипотезы мы даем качественную характеристику, выражающую общие закономерности поведения исследуемого объекта. 
Проверку предположения проводим элементарным визуальным способом (рис.2). Для этого все точки, полученные по эмпирическим данным и построенные в выбранной системе координат, поочередно соединяем отрезками прямой. На этом же графике изображается линия тренда (аппроксимирующая прямая), построенная по двум граничным точкам рассматриваемой числовой последовательности. Сопоставляя образованные площади от эмпирических точек  расположенные выше линии тренда  и ниже ее  , можно сделать вывод о выдвинутой гипотезе.  Если они сопоставимы между собой, то гипотеза принимается и полученная математическая модель адекватна исследуемому 
[image: ]
Рис.2. Проверка гипотезы распределения

процессу. Различие площадей, тем более существенное, приводит к необходимости отвергнуть ранее выдвинутую гипотезу и начать процесс прогнозирования заново.

3. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА ЛИНЕЙНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
ПО ММП

3.1. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ.

Из приведенных ранее зависимостей (11,12,13) очевидно, что эмпирическую функцию распределения можно использовать как оценку теоретической функции. Графики, отображающие статистическую функцию распределения и гистограмму, являются непараметрическими оценками функции и плотности распределения. Чтобы получить приближенные аналитические выражения для этих функций их сглаживают. Для этого предполагается, что вид функции известен, но не известны параметры, входящие в нее. Задача сводится к нахождению параметров, а это уже параметрический способ оценки закона распределения. Начальный момент – математическое ожидание, центральный момент - дисперсия. Математическое ожидание называют центром распределения, дисперсия же характеризует разброс случайной величины относительно этого центра. 
Так как закон распределения случайной величины нами предполагаем, то численные характеристики его параметров заменяем оценками, полученными по формулам (14, 15) соответствующим выборочным начальному и центральному моментам. Чтобы иметь практическую ценность, оценка некоторого параметра должна удовлетворять следующим требованиям:
1. Оценка функции по выборке (по статистике) должна приближаться к оцениваемому параметру по мере увеличения объема выборки. Если оценка стремится по вероятности к оцениваемому параметру, то она называется состоятельной.
2. Оценка не должна содержать систематической ошибки. Это означает, что ее математическое ожидание должно совпадать с оцениваемым параметром. Такая оценка называется несмещенной.
3. Из всех состоятельных и несмещенных оценок предпочтительнее та, которая имеет наименьшую дисперсию. Такая оценка называется эффективной.
Представленная на рис.3 блок-схема алгоритма использования ПЭВМ для определения неизвестных коэффициентов регрессионной модели методом максимального правдоподобия, сводится к отысканию максимума логарифма
функции вида и является вероятностным альтернативным методом геометричес-
	
	(16) 


кому методу наименьших квадратов. Прежде чем переходить к прогнозированию или анализу посредством полученной модели, необходимо проверить значимость вычисленных коэффициентов регрессий и модели регрессии в целом.Подобная проверка выдвинутой гипотезы осуществляется путем получения расчетной величины Н, которая распределена по χ2 закону распределения с k степенями свободы. Критическое значение χ2-критерия определяется по таблице для  заданных значений вероятности α и степени свободы k.При проверке гипотез возможны следующие ситуации: если величина H больше критического значение χ2-критерия, т.е. 
	
	(17) 
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Рис.3. Алгоритм расчета точечных оценок параметров по ММП.
то основная гипотеза отвергается, и коэффициенты модели регрессии являются не значимыми. Следовательно, модель также является не значимой. Если величина H меньше критического значения, т. е. 
	
	(18) 


то основная гипотеза принимается, и коэффициенты модели регрессии являются значимыми. В общем случае для практической целесообразности модели необходимо определение средних квадратических отклонений точечных оценок параметров распределения, дисперсии выходного параметра, доверительного интервала и расчетного значения критерия Стьюдента. Но данный методологический подход проверки принимаемой гипотезы широко применяется для целого ряда задач математического моделирования и будет более полно рассмотрен при принятии решений по проверке адекватности предполагаемой математической модели.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ.
Подведение итогов занятия позволяет говорить о целесообразности интерактивного подхода к решению творческих заданий по выбору в процессе эксперимента аппроксимирующей функции. В составе малой группы (два человека) необходимо определить численные значения оценок коэффициентов регрессии, гипотетической параметрической модели, опираясь на полученные теоретические знания по методу максимального правдоподобия (ММП). 
До сего времени не существует однозначных формализованных методов, позволяющих только на основании результатов эксперимента установить теоретическую математическую модель (регрессию) процесса или объекта машиностроения. Выбор аппроксимирующей функции является субъективным, творческим этапом моделирования. Классик математической статистики Р.Фишер иронизировал: “нет ничего проще, чем придумать оценку параметра”, подразумевая, что легко придумать плохую оценку. Оценки надо не придумывать – их надо получать стандартным образом, используя принцип максимального правдоподобия. 
Метод максимального правдоподобия позволяет получить состоятельные, эффективные (если таковые существуют) достаточные, асимптотически нормально распределенные оценки. Этот метод может давать как смещенные, так и несмещенные оценки. Смещение удается устранить введением поправок. Метод особенно полезен при малых выборках. Оценка инвариантна относительно преобразования параметра, т.е. оценка плотности  некоторой функции φ (ξ) от параметра ξ является эта же функция плотности от оценки φ (θ ). Если функция максимального правдоподобия имеет несколько максимумов, то из них выбирают наибольший.



БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК.

1. Гмурман В.Е. Теория вероятностей и математическая статистика. М.: Высшая школа, 2003. 479 с. 9-е изд
2. Горяинов В.Б., Павлов И.В., Цветкова Г.М. и др. Математическая статистика. М.: Изд-во МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2001. 424 с







Приложение П1.
Варианты заданий, предлагаемые для практической аппроксимации
линейной регрессионной функции.
Таблица
	Вариант 1
	Вариант 2

	x
	2
	5
	10
	15
	20
	x
	2
	5
	10
	15
	20

	y
	0.05
	0.07
	0.12
	0.15
	0.2
	y
	0.08
	0.1
	0.14
	0.16
	0.22

	Вариант 3
	Вариант 4

	x
	2
	5
	10
	20
	30
	x
	2
	5
	10
	20
	30

	y
	0.11
	0.13
	0.13
	0.14
	0.14
	y
	0.12
	0.12
	0.12
	0.13
	0.137

	Вариант 5
	Вариант 6

	x
	2
	5
	10
	20
	30
	x
	5
	10
	20
	30
	40

	y
	0.11
	0.125
	0.125
	0.13
	0.14
	y
	0,1
	0,11
	0,16
	0,21
	0,26

	Вариант 7
	Вариант 8

	x
	5
	10
	20
	30
	40
	x
	5
	10
	20
	30
	40

	y
	0.15
	0.155
	0.165
	0.212
	0.27
	y
	0.145
	0.15
	0.16
	0.205
	0.265

	Вариант 9
	Вариант 10

	x
	5
	10
	20
	30
	40
	x
	5
	10
	20
	30
	40

	y
	0.14
	0.125
	0.15
	0.2
	0.24
	y
	0.13
	0.133
	0.14
	0.21
	0.245

	Вариант 11
	Вариант 12

	x
	5
	10
	20
	30
	40
	x
	2
	5
	10
	15
	20

	y
	0.11
	0.12
	0.16
	0.22
	0.25
	y
	0.08
	0.1
	0.33
	0.6
	0.97

	Вариант 13
	Вариант 14

	x
	2
	5
	10
	15
	20
	x
	2
	5
	10
	15
	20

	y
	0.035
	0.15
	0.3
	0.65
	0.98
	y
	0.075
	0.16
	0.4
	0.5
	0.8




ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №2
1 ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ПРАКТИЧЕСКОГО ЗАНЯТИЯ
Целью настоящего практического занятия является обучение студентов
практическим навыкам по обработке экспериментальных данных на ЭВМ с 
использованием метода наименьших квадратов, как наиболее распространенного для аппроксимации данных при исследовании процессов машиностроения. Приведена методология использования данного метода и примеры ее компьютерной реализации, даны пояснение отдельных наиболее сложных моментов, стоящих на пути исследователя при обработке данных эксперимента.
Одной из основных задач, стоящих перед современным машиностроением – ведущей отраслью, призванной обеспечить дальнейшее повышение эффективности производства, является совершенствование объектов и процессов, в частности, технологии металлообработки при неуклонном повышении качества выпускаемой продукции. Решение данной задачи предусматривает проведение исследований технологических процессов с целью определения их точностных характеристик и устойчивости на основе широкого использования методов математического моделирования. Наиболее важным по своей практической значимости является регрессионный анализ, включающий следующие этапы исследования:
- установление истинной, функциональной зависимости, отражающей
действительную связь между откликом и контролируемыми факторами;
- построение регрессионной модели с определением численных значений
ее коэффициентов.
При исследовании технологических процессов зачастую приходится оперировать переменными величинами, которые в результате эксперимента могут принимать различные численные значения под влиянием большого числа факторов. К таким величинам можно отнести, например, погрешность обработки, качество обработанной поверхности, силы резания и т. д. Исследуемый параметр технологического процесса зачастую носит переменный характер и может быть отнесен к категории случайных величин, при этом результаты эксперимента будут представлены в виде независимой выборки пар фактор-отклик.
Конкретной задачей предлагаемой методики в данном случае будет являться установление вида и параметров зависимости математического ожидания отклика от уровней одного или нескольких факторов.
С учетом выше изложенного в данных методических указаниях приводится строго формализованная методика проведения обработки опытных данных эксперимента с целью совершенствования процессов машиностроения путем создания и исследования их математических моделей на базе 
аппроксимации по методу наименьших квадратов.
Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи:
- описать математические основы метода наименьших квадратов;
- определить основные этапы аппроксимации и методы их выполнения;
- рассмотреть практические примеры регрессионного анализа на ЭВМ.

2. АППРОКСИМАЦИЯ ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ (МНК).

2.1. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ  ОПИСАНИЕ  МНК.

При обработке результатов эксперимента часто возникает необходимость получения эмпирической формулы, дающей аналитическое выражение зависимости, заданной некоторой табличной базой данных.
Для этого можно воспользоваться интерполяционными полиномами, которые позволяют найти такой полином, при котором экспериментальные и теоретические (расчетные) значения в заданных точках будут точно совпадать. Но зачастую такая аппроксимация не нужна, так как содержит случайные погрешности системы, отчего последняя получается громоздкой и не отражает точно состояние исследуемого объекта.
Способ же наименьших квадратов заключается в следующем. Пусть ре-
зультатыnизмерений представлены значениями:
 (входные параметры - факторы),
 (выходные параметры - отклики),
и пусть  есть искомая эмпирическая математическая модель (функция). Требуется так подобрать параметры функции , чтобы разности 
  при i=1,2,3,…, n  были наименьшими. Так как разности могут быть как положительными, так и отрицательными, то за критерий качества аппроксимации принимают наименьшую сумму квадратов разностей:

	
	



Чтобы определить min функции W необходимо найти частные производные этой функции по всем параметрам искомой закономерности.
Предположим что искомая функция описывается полиномом k-ой степени, т.е.  .
В этом случае частные производные функции W по всем параметрам (коэффициентам регрессии полинома)   должны быть равны нулю. Таким образом, запишем следующую систему:

	
	


(1)



Учитывая, что предполагаемая искомая закономерность имеет вид полинома:

	
	(2)



Полученную систему уравнений (1) можно теперь переписать в виде:

	
	


(3)



Упростим систему (3) введя следующее обозначение и ряд преобразований.


Производная от функции   ,  тогда формула (3) перепишется в виде (4).

	
	


(4)



Ночастныепроизводные



…


Сократив каждое уравнение системы (4) на 2, получим следующую преобразованную зависимость:

	
	




(5)



Раскроем выражение математической суммы для всех i=1,2,3…k  до n.

	

	


(6)



В полученном выражении (6)  слагаемое na0=является ничем иным как  произведением свободного члена полинома на сумму единиц от i=1  доi=n( n - количество измерений).
Учитывая это и зависимость (6) система (5) перепишется в виде:
	
	




(7)



Для простоты запоминания можно воспользоваться условной формулой
матричного представления системы уравнений (7), поясняемой таблицей 2.
Система (7) состоит из k+1уравнений, где k– степень полиномиальной
математической модели. Каждое уравнение имеет k+1членов в левой части и
один – в правой. Левая часть всех уравнений – это сумма одинаковых выраже-
ний, являющихся элементами матрицы размерностью (k+1)×(k+1) и имеющих
вид    а правая часть только одно выражение вида , где L – номер столбца, а R  - номер строки матрицы. При этом следует иметь в виду, что начальные строка и столбец имеют номер «0», соответствующий номеру свободного члена аппроксимирующего полинома.
Таблица 2
Матричное представление членов системы уравнений (7)
	
	Левая часть уравнений системы (7)
	Правая
часть
уравнений

	
	Номера столбцов (членов уравнений) L
	

	Номера строк R
	
	0
	1
	…
	k-1
	k
	

	
	0
	
	
	
	
	
	

	
	1
	
	
	
	
	
	

	
	…
	
	
	
	
	
	

	
	k-1
	
	
	
	
	
	

	
	k
	
	
	
	
	
	



Например, при k=6матрица имеет по 7 строк и столбцов – по количеству
уравнений в системе (7) и членов левой части каждого уравнения. Уравнение с
порядковым номером 4 соответствует строке матрицы R=3и искомое уравнение в этом случае при k=6 будет иметь вид:



2.2. ЭТАПЫ АППРОКСИМАЦИИ ОПЫТНЫХ ДАННЫХ.

Методологически процесс аппроксимации состоит  из определенной последовательности решения следующих задач:
- экспериментальные точки следует нанести на график в выбранной системе координат;
-по характеру расположения экспериментальных точек следует выбрать аппроксимирующую зависимость (см. приложение П1);
- используя результирующую систему уравнений (7), необходимо записать соответствующие для конкретного исследуемого процесса зависимости и решая их  определить параметры аппроксимирующей полиномиальной функции: а0,а1,а2,…ак;
-используя полученные коэффициенты, построить на ранее полученном графике, графическую интерпретацию аппроксимирующей аналитической зависимости и визуально сопоставить их близость.
Наиболее трудоемким является третий этап, который целесообразно выполнять с использованием ЭВМ. Алгоритм и программы для каждого конкретного случая аппроксимации будут отличаться лишь объемом математического аппарата без изменения ранее рассмотренной его сущности.

3. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА АППРОКСИМАЦИИ.

Рассмотрим процесс алгоритмизации решения настоящей задачи на ЭВМ на примере аппроксимации опытных данных линейной функцией.
В данном случае рассмотрим, например, два варианта решения задачи:
1. аппроксимирующая функция – прямая параллельная оси абсцисс;
1. аппроксимирующая прямая описывается уравнением прямой в отрезках.

3.1. ЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ.
В первом рассматриваемом варианте результирующая система превратится в одно уравнение:

Полученное выражение представляет собой среднее арифметическое ординат рассматриваемых точек. Подобную аппроксимацию можно представить графически (рис.1).
[image: ]
Рис.1. Аппроксимация прямой параллельной оси абсцисс.

Для подобного случая нет необходимости составлять какие-то программы для решения, т.к. все элементарно просто. Рассмотрим второй вариант линейной аппроксимации. В этом случае аппроксимирующая функция имеет вид:
 .
Для этого уравнения аппроксимирующая система уравнений запишется следующим образом:
	
	


(8)


Введем обозначения, позволяющие упростить алгоритмизацию вычислительного процесса:

Тогда для данного варианта линейной регрессии исходная система (8) запишется:
	
	(9)


Умножив первое уравнение последней системы (9)  на , а второе на получим после их сложения результирующее уравнение:
	
	(10)


Из зависимости (10) определим выражение для коэффициента регрессии а0
	
	(11)


Далее аналогично решаем систему относительно коэффициента а1,умножив первое уравнение на , а второе на . В результате сложения получим:
	
	(12)



3.1.1. Алгоритм линейной аппроксимации.
Алгоритм нахождения коэффициентов а0 и а1, если имеется n точек аргумента x  и  n значений функции y представлен на рис.2. Таблица соответствия переменных для предлагаемого алгоритма приведена в таблице 3.



Таблица 3.
	В эксперименте
	x
	y
	n
	
	
	
	
	
	

	В программе
	X(I)
	Y(I)
	N
	A
	B
	C
	D
	A1
	A2



Впрограмме X(I) Y(I) N A B C D A1 A2
Программа расчета на языке QuickBasic:
‘Объявление переменных и массивов
DIM N AS INTEGER, I AS INTEGER
DIM X(N) AS SINGLE, Y(N) AS SINGLE
DIM A AS SINGLE, B AS SINGLE, C AS SINGLE, D AS SINGLE
DIM A1 AS SINGLE, A2 AS SINGLE
‘Ввод количества экспериментальных точек
INPUT N
‘Цикл ввода экспериментальных данных
FOR I=1 TO N
INPUT X(I),Y(I)
NEXT I
‘Очистка «сумматоров» (для повторного расчета)
A=0: B=0: C=0: D=0
‘Цикл расчета сумм A…D
FOR I=1 TO N
A=A+X(I)
B=B+X(I)^2
C=C+Y(I)
D=D+X(I)*Y(I)
NEXTI
‘Расчеты коэффициентов линейной модели
A1=(C*B-A*D)/(N*B-A^2)
A2=(A*C-D*N)/(A^2-B*N)
‘Вывод результатов на экран
PRINT ″A1=″;A1,″A2=″;A2
END
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Рис.2. Алгоритм нахождения коэффициентов линейной математической модели.

Графическая интерпретация результатов линейной аппроксимации прямой представлена на рис.3. Искомыми параметрами в рассматриваемом варианте являются переменные А1 ()  и А2 () , физический смысл которых, как известно, представляет собой соответственно, значение ординаты точки пересечения аппроксимирующей прямой с осью y и угол ее наклона к оси абсцисс.
[image: ]
Рис.3. Аппроксимация отрезком прямой .

3.2.НЕЛИНЕЙНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ

Предположим, что аппроксимирующая функция имеет вид кривой второго порядка
	
	(13)


Данное предположение априорно и упрощено. В более общем случае параболическая регрессия предполагает получение модели в виде 
	
	


В этом случае необходимо определить  оценки коэффициентов регрессии a0, a1, a2 и расчетная система уравнений, формируемая по матрице таблицы 2,  будет состоять из трех уравнений по три элемента в левой части каждого из них. Обращаясь к результирующей системе уравнений общего вида (7), используем для проверки гипотезы по формуле (13) лишь первое и последнее уравнения. Это объясняется тем, что именно они могут быть использованы для определения значений коэффициентов a0  и  a2. Итак, для конкретного случая нелинейной аппроксимации получим:
	
	

(14)



Если сравнить зависимости (8) и (14), то расчетные системы что для линейной, что для нелинейной аппроксимации, подобны при соответствующей замене xi на  xi2 и  a1  на  a2. По аналогии с линейной аппроксимацией введем следующие обозначения:


Тогда для рассматриваемой нелинейной регрессии исходная система (14) запишется:

	
	(15)


Система (15) идентична системе (9), отсюда коэффициенты нелинейной модели рассчитываются по формулам, аналогичным (11) и (12) , но с другими значениями вспомогательных переменных A, B, C и D.
	

	(16)



Алгоритм и управляющая программа для нелинейной аппроксимации аналогичны ранее рассмотренным с различием лишь в вычислении вспомогательных переменных A, B, C и D.
 Графическая интерпретация аппроксимирующей кривой приведена на рис.4.
[image: ]
Рис.4. Нелинейная аппроксимация ветвью параболы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ.
Подведение итогов занятия позволяет говорить необходимости самостоятельно в процессе эксперимента выбирать аппроксимирующую функцию и находить численные значения оценок коэффициентов регрессии гипотетической модели. Для этого целесообразно применять приведенную методику МНК.
Не существует формализованных методов, позволяющих только на основании результатов эксперимента установить теоретическую математическую модель (регрессию) процесса или объекта машиностроения. Выбор аппроксимирующей функции является до сего времени субъективным этапом моделирования. Для аппроксимации результатов эксперимента целесообразно использовать метод наименьших квадратов, позволяющий определить искомые коэффициенты с минимальным средним квадратичным отклонением эмпирических значений отклика от полученных с помощью математической модели.
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №3
1 ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ПРАКТИЧЕСКОГО ЗАНЯТИЯ
Целью настоящего практического занятия является обучение студентов практическим навыкам по применению элементов теории вероятности и математической статистики при планировании эксперимента в машиностроении. Эксперимент ставят для решения экстремальной или интерполяционной задачи. Первая заключается в отыскании условий процесса, обеспечивающих получение оптимального значения выбранного параметра. Признаком экстремальных задач является требование поиска экстремума некоторой функции. Эксперименты, которые ставят для решения задач оптимизации, называют экстремальными. Вторая задача состоит в построении интерполяционной формулы для предсказаний значений изучаемого параметра, зависящего от ряда факторов. Для решения экстремальной или интерполяционной задачи необходимо иметь математическую модель исследуемого объекта.
	Модель объекта получают, используя результаты опытов. При исследовании многофакторного процесса постановка всех возможных опытов для получения математической модели связана с огромной трудоемкостью эксперимента, так как их число очень велико. Задача планирования состоит в установлении минимально необходимого числа экспериментов и условий их проведения, в выборе методов математической обработки результатов и в принятии решений. Планирование экспериментов значительно сокращает их число, необходимое для получения модели процесса.
При планировании эксперимента цель исследования должна быть четко сформулирована и должна иметь количественную оценку. Характеристику цели, заданную количественно, называют параметром оптимизации. Параметр оптимизации является откликом, на воздействие факторов, определяющих поведение процесса. Результаты эксперимента используют для получения математической модели исследуемого процесса. Математическая модель - система математических соотношений, описывающих изучаемый процесс или явление. При планировании эксперимента под математической моделью часто понимают уравнение, связывающее параметр оптимизации с факторами. Такое уравнение называют функцией отклика.
На данном занятии, рассмотрим процесс планирования полного и дробного факторного эксперимента, формирования понятий объект исследования, фактор, параметр оптимизации. Студенты приобретают навыки математического планирования и минимизации экспериментального этапа, вычисления численных значений параметров математической модели, оценки адекватности  и других характеристик математической модели. Для этого необходимо:
- изучить основные виды эксперимента, используемые в машиностроении; виды;
- описать математические основы регрессионного анализа;
- определить основные этапы методологии построения планов эксперимента;
- рассмотреть практические примеры построения ПФЭ и ДФЭ и математических моделей аппроксимирующих анализируемые объекты и процессы.

2. ПЛАНЫ ЭКСПЕРИМЕНТА. МАТРИЦЫ ПЛАНИРОВАНИЯ ИХ ПОСТРОЕНИЕ И АНАЛИЗ.

2.1.ПЛАНЫ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И
 ОПРЕДЕЛЕНИЯ.

Под экспериментом будем понимать совокупность операций совершаемых над объектом исследования с целью получения информации о его свойствах. Эксперимент, в котором исследователь по своему усмотрению может изменять условия его проведения, называется активным экспериментом. Если исследователь не может самостоятельно изменять условия его проведения, а лишь регистрирует их, то это пассивный эксперимент. Важнейшей задачей методов обработки полученной в ходе эксперимента информации является задача построения математической модели изучаемого явления, процесса, объекта. Ее можно использовать и при анализе процессов и при проектировании объектов. Можно получить аппроксимирующую математическую модель требуемой надежностью, если целенаправленно применяется активный эксперимент. Другой задачей обработки полученной в ходе эксперимента информации является задача оптимизации, т.е. нахождения такой комбинации влияющих независимых переменных, при которой выбранный показатель оптимальности принимает экстремальное значение.
Опыт – это отдельная экспериментальная часть. План эксперимента – совокупность данных определяющих число, условия и порядок проведения опытов. Планирование эксперимента – выбор плана эксперимента, удовлетворяющего заданным требованиям, совокупность действий направленных на разработку стратегии экспериментирования (от получения априорной информации до получения работоспособной математической модели или определения оптимальных условий). Это целенаправленное управление экспериментом, реализуемое в условиях неполного знания механизма изучаемого явления. Инициировал применение планирования эксперимента Рональд А. Фишер в 1918 году.
В процессе контроля и последующей обработки данных, а также формализации результатов в виде математической модели, возникают погрешности, и теряется часть информации, содержащаяся в исходных данных. Применение методов планирования эксперимента позволяет определить погрешность математической модели и судить о ее адекватности. Если точность модели оказывается недостаточной, то применение методов планирования эксперимента позволяет модернизировать математическую модель с проведением дополнительных опытов без потери предыдущей информации и с минимальными затратами.
Цель планирования эксперимента – нахождение таких условий и правил проведения опытов, при которых удается получить надежную и достоверную количественную информацию об объекте с наименьшей затратой труда, с требуемой степенью точности. Планы экспериментов типа 2kназывают планами первого порядка.
Допустим, что интересующее нас свойство (y) объекта зависит от нескольких (n) независимых переменных (x1, x2, …, xk) и мы хотим выяснить характер этой зависимости – y=f(x1, x2, …, xk),  о которой мы имеем лишь общее представление. Величина y – называется «откликом» или параметром оптимизации, а сама зависимость y=f(x1, x2, …, xk) – «функцией отклика». Отклик должен быть определен количественно, но могут встречаться и качественные признаки y. В этом случае возможно применение рангового подхода. Ранг - это оценка параметра оптимизации по заранее выбранной шкале: двухбалльной, пятибалльной, десятибалльной и т. п. Независимые переменные x1, x2, …, xk – иначе факторы, также должны иметь количественную оценку. Если используются качественные факторы, то каждому их уровню должно быть присвоено какое-либо число. Важно выбирать в качестве факторов лишь независимые переменные, т.е. только те которые можно изменять, не затрагивая другие факторы. Факторы должны быть однозначными. Для построения эффективной математической модели целесообразно провести предварительный анализ значимости факторов (степени влияния на функцию), их ранжирование и исключить малозначащие факторы. Диапазоны изменения факторов задают область определения y. Если допустить, что каждому фактору соответствует координатная ось, то полученное пространство называется факторным пространством. При k=2 область определения y представляется собой прямоугольник, при k=3 – куб, при k>3 – гиперповерхность.
При выборе диапазонов изменения факторов нужно учитывать их совместимость, т.е. контролировать, чтобы в этих диапазонах любые сочетания факторов были бы реализуемы в опытах и не приводили бы к абсурду. Для каждого из факторов указывают граничные значения 

Регрессионный анализ функции отклика предназначен для получения ее математической модели в виде уравнения регрессии
	
	(1)


где:  a1, …, am – некоторые коэффициенты, представляющие собой оценки теоретических коэффициентов регрессии соответствующих независимых факторов; е – погрешность.
Среди основных методов планирования, применяемых на разных этапах исследования, используют:
-·планирование отсеивающего эксперимента, основное значение которого выделение из всей совокупности факторов группы существенных факторов, подлежащих дальнейшему детальному изучению;
- планирование регрессионного эксперимента, позволяющего получать регрессионные модели (полиномиальные и иные);
-·планирование экстремального эксперимента, в котором главная задача – экспериментальная оптимизация объекта исследования;
- планирование эксперимента для дисперсионного анализа, т.е. составление планов для объектов с качественными факторами;
-·планирование при изучении динамических процессов и т.д.
Планирование эксперимента позволяет определиться:
-·c сочетанием факторов и их количеством необходимым для определения и анализа функции отклика;
-·c нахождением численных значений оценок коэффициентов a0, a1, …, am;
- c оценкой точности представления функции отклика;
-·c поиском по полученной модели оптимальных значений отклика y.
Геометрическое представление функции отклика в факторном пространстве x1, x2 …, xk  называется поверхностью отклика (рис.1). Для наглядности представления о поверхности отклика рассмотрим простейший случай, при котором число факторов равно двум (x1 и x2). Для каждого фактора установлены два значения: максимальное и минимальное. Между этими значениями каждый фактор может изменяться непрерывно или дискретно. Если по оси y откладывать значения yi, полученные при различных сочетаниях значений факторов, то точки yi  будут лежать на поверхности отклика. На этой поверхности находится  и точка М, соответствующая оптимальному значению y. Для нахождения этой точки необходимо шаг за шагом двигаться по поверхности отклика. 
[image: ]Шаговый метод исходит из предположения, что поверхность отклика является гладкой, и имеет единственный оптимум. Поверхность отклика расположена в k+1-мерном пространстве, которое называют факторным. Размерность факторного пространства зависит от числа k факторов. При большом числе факторов это пространство является многомерным, и геометрическая интерпретация функции отклика становится невозможной. Гладкость поверхности отклика и наличие на ней одной точки оптимума позволяют двигаться к последней в любом направлении, независимо от исходной точки. При шаговом методе каждому фактору придают два значения: максимальное и минимальное. Эти значения составляют только часть возможных значений факторов. На первом этапе реализации шагового метода выбирается лишь какая-то подобласть из области возможных значений факторов, и в этой подобласти ставится эксперимент.
На основании результатов этого эксперимента строится первая модель, по которой предсказываются отклики для значений факторов, выходящих за пределы выбранной подобласти. Чем дальше от этой подобласти лежит точка, определяющая значения факторов, тем с меньшей точностью путем экстраполяции можно предсказать значение отклика для этой точки. Поэтому, экстраполяцию производят вблизи подобласти эксперимента, и используют ее для выбора условий проведения следующего эксперимента, т. е. устанавливают новые интервалы значений факторов или выбирают новую подобласть факторного пространства. Поставив новый эксперимент, строят вторую модель, и на основании ее делают следующий шаг в направлении оптимума. В этом и заключается сущность шагового метода.
Исходя из сущности этого метода, к модели предъявляется главное требование, заключающееся в способности модели «предсказывать» направление дальнейших опытов с требуемой точностью. Это означает, что предсказанные по модели значения отклика должны отличаться от фактических значений не более чем на некоторую наперед заданную величину. Модель, удовлетворяющую этому требованию, называют адекватной. Если имеется несколько удовлетворяющих указанному требованию моделей, то из них выбирается наиболее простая. Такой, наиболее простой моделью является полином. Полином линеен относительно неизвестных коэффициентов, что упрощает обработку наблюдений. Полином могут быть различных степеней. Коэффициенты полинома вычисляют по результатам экспериментов по выборке. Чем больше число коэффициентов в полиноме, тем большее количество экспериментов необходимо поставить для их определения. Число коэффициентов зависит от степени полинома: чем выше степень, тем больше число коэффициентов. На первом этапе планирования - наиболее целесообразно неизвестную функцию отклика аппроксимировать полиномом первой степени. Аппроксимация - это замена одной функции другой функцией, в каком-то смысле эквивалентной первой. Полином первой степени имеет минимальное число коэффициентов при данном числе факторов, и содержит необходимую информацию о направлении градиента, под которым понимают направление наискорейшего улучшения параметра оптимизации. После достижения путем постепенного перемещения по поверхности отклика подобласти, в которой лежит точка оптимума, иногда для более полного описания этой подобласти переходят от полинома первой степени к полиному второй степени. Полином первой степени в общем виде выражается уравнением
	
	(2)



2.2. ПОЛНЫЙ И ДРОБНЫЙ ФАКТОРНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ.
К планированию приступают с выбора области эксперимента на основе анализа априорной информации. Затем устанавливают основные уровни и интервалы варьирования факторов. Основным или нулевым уровнем фактора называют его значение, принятое за исходное в плане эксперимента. Основные уровни выбирают таким образом, чтобы их сочетание отвечало значению параметра оптимизации, по возможности более близкому к оптимальному. Каждое сочетание уровней факторов является многомерной точкой в факторном пространстве. Сочетание основных уровней принимают за исходную точку или центр плана. Интервалом варьирования фактора называют число (свое для каждого фактора), прибавление которого к основному уровню дает верхний уровень фактора, а вычитание - нижний. Интервал варьирования не может быть выбран меньше той ошибки, с которой экспериментатор фиксирует уровень фактора, а также не может быть настолько большим, чтобы верхний или нижний уровни выходили за пределы области определения фактора. При этом необходимо учитывать, что увеличение интервалов варьирования затрудняет возможность линейной аппроксимации функции отклика.
Запись условий эксперимента и обработки экспериментальных данных ведут в кодированном виде, т.е. верхний уровень обозначают +1, нижний - 1, а основной 0. Кодированное значение фактора xi определяют по зависимости
	или  
	(3)


где: - натуральное значение i-го фактора; - натуральное значение основного уровня i-го фактора; - интервал варьирования i-го фактора;
 и  - нижний и верхний уровни фактора в натуральных единицах.
Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания уровней факторов, называют полным факторным экспериментом (ПФЭ). Если число уровней каждого фактора p, а число факторов k, то число N всех сочетаний уровней факторов, а следовательно, и число всех возможных опытов определяется зависимостью N = pk. Цель первого этапа планирования экстремального эксперимента - получение линейной модели. Он предусматривает варьирование факторов на двух уровнях. Возможное количество сочетаний уровней факторов в этом случае равно 2k.
Факторный эксперимент осуществляют с помощью матрицы планирования, в которой используют кодированные значения факторов. Так, например, для двух факторов ПФЭ получается типа 22 и его можно представить матрицей, приведенной в табл.1. Число строк в матрице равно количеству опытов. Для упрощения записи знаками + и - обозначают соответственно высокий и низкий уровни факторов x1иx2. Значения функции отклика, полученные при выполнении экспериментов, обозначены через y1,y2,y3иy4. 
Таблица 1
Матрица полного факторного эксперимента 22
а) без взаимодействий                                                             б) расширенная
	Номер 
опыта
	x1
	x2
	y
	 
	Номер 
опыта
	x0
	x1
	x2
	x1x2
	y

	1
	-
	-
	y1
	 
	1
	+
	-
	-
	+
	y1

	2
	+
	-
	y2
	 
	2
	+
	+
	-
	-
	y2

	3
	-
	+
	y3
	 
	3
	+
	-
	+
	-
	y3

	4
	+
	+
	y4
	 
	4
	+
	+
	+
	+
	y4



Движение по градиенту в данном случае предполагает линейную модель вида. Значения коэффициентов в этом уравнении определяют с помощью значений функции отклика, полученных в результате эксперимента. Под числом степеней свободы в статистике понимают разность между числом опытов и количеством коэффициентов модели, вычисленных по результатам этих экспериментов независимо друг от друга. Число степеней свободы f при линейной модели определяется по зависимости 
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где N - число опытов (сложность «черного ящика»); k - число факторов.
Так, например, при двух факторах число N опытов в эксперименте равно четырем, а для определения коэффициентов регрессии a0; a1 и a2 достаточно результатов трех. Таким образом, число степеней свободы в рассматриваемом случае, равное единице, может быть использовано для проверки адекватности модели. Величина и знак коэффициента указывают на вклад  данного фактора в общий результат при переходе с нулевого на верхний или нижний уровень фактора. Линейный эффект характеризует линейную зависимость параметра оптимизации от соответствующего фактора. Эффектом взаимодействия характеризует совместное влияние нескольких факторов на параметр оптимизации. ПФЭ позволяет количественно оценить линейные эффекты и все эффекты взаимодействия. Для ПФЭ  22с учетом эффектов взаимодействия матрица планирования приведена в таб.1 б)., а в этом случае модель запишется в виде .  Из приведенного видно, что в матрице содержится столбец фиктивной переменной x0. Он вводится для оценки свободного члена a0. Столбец x1x2 используется для расчета коэффициента a12. При увеличении числа факторов количество возможных сочетаний уровней быстро возрастает, поэтому возникает необходимость в некоторых приемах построения матриц. 
Первый прием основан на правиле чередования знаков (уровней) по степеням цифры два, т.е. , где i  - идентификатор рассматриваемого фактора. 
Второй позволяет по формуле числа сочетаний определить количество возможных взаимодействий некоторого порядка:
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где n - число факторов в эксперименте;
m - число элементов во взаимодействии.
При большом числе факторов (k>3) проведение ПФЭ связано с большим числом, опытов, значительно превосходящим число коэффициентов линейной модели. Если при получении модели можно ограничиться, линейным приближением, т. е. получить адекватную модель в виде полинома y=a0 + a1x1 + a2x2  +...+ akxk, то число экспериментов можно резко сократить в результате использования дробного факторного эксперимента (ДФЭ). Так, например, в ПФЭ типа 22 при линейном приближении коэффициент регрессии a12 можно принять равным нулю, а столбец x1x2матрицы (табл. 2) использовать для третьего фактора x3.



Таблица 2
Матрица ДФЭ 
	Номер опыта
	x0
	x1
	x2
	x3=(x1x2)
	y

	1
	+
	+
	+
	+
	y1

	2
	+
	-
	+
	-
	y2

	3
	+
	+
	-
	-
	y3

	4
	+
	-
	-
	+
	y4


В этом случае линейная модель будет определяться уравнением y=a0 + a1x1 + a2x2+ a3x3. Для определения коэффициентов этого уравнения достаточно провести четыре эксперимента вместо восьми в полном факторном эксперименте типа 23. План эксперимента, предусматривающий реализацию половины экспериментов полного факторного эксперимента, называют полурепликой. При увеличении числа факторов (k>3) возможно применение реплик большей дробности. Дробной репликой называют план эксперимента, являющийся частью плана полного факторного эксперимента. Дробные реплики обозначают зависимостю, где p - число линейных эффектов (вновь вводимых факторов), приравненных к эффектам взаимодействия. При p= 1 получают полуреплику; при p = 2 получают ¼ - реплики; при p = 3 получают ⅛ - реплики и т. д. по степеням двойки. Так, например, если в ПФЭ 23 один из возможных эффектов взаимодействия (x1x2,x1x3,x2x3,x1x2x3) заменить четвертым фактором x4, то получим полуреплику 24-1 от ПФЭ 2, если два эффекта взаимодействия заменить факторами x4 и x5, то получим ¼-реплики 25-2 от ПФЭ 25 и т.д. вплоть до 1/16 -реплики 27-4 от полного факторного эксперимента 27. Реплики, которые используют для сокращения числа экспериментов в 2m раз, где m=1, 2, 3 ..., называют регулярными.
	В связи с тем, что в дробных репликах часть взаимодействий заменена новыми факторами, найденные коэффициенты уравнения регрессии будут являться совместными оценками линейных эффектов и эффектов взаимодействия. Так, например, если в матрице (табл. 2) вычислим элементы столбцов для произведений x1x3 и x2x3, то увидим, что элементы столбца x1x3 совпадают с элементами столбца x2, а элементы столбца x2x3 - с элементами столбца x1. Следовательно, коэффициенты a1, a2, a3 будут оценками совместных эффектов, а именно a1 → β1 + β23; a2→ β2 + β13; a3→ β3 + β12.
	Коэффициент a1 является оценкой влияния фактора x1 и парного взаимодействия x2x3 на функцию отклика. Влияние фактора x1 в этом случае характеризуется величиной β1, а влияние взаимодействия - величиной β23. Оценки, в которых невозможно разделить линейный эффект и эффект взаимодействия, называют смешанными. Линейные эффекты рекомендуется смешивать, прежде всего, с теми взаимодействиями, которые согласно априорной информации незначимы.
	Число несмешанных линейных эффектов в дробной реплике называют ее разрешающей способностью. Если заранее известно, что эффекты взаимодействия, хотя и малы по сравнению с линейными, но все же не равны нулю, то необходимо в самом начале  определить, какие коэффициенты являются смешанными оценками. Тогда в зависимости от условий поставленной задачи, подбирается такая дробная реплика, с помощью которой можно извлечь максимальную информацию из эксперимента. Оценка разрешающей способности дробной реплики затруднена. Поэтому дробные реплики задают с помощью генерирующих соотношений. Генерирующим называют соотношение, которое показывает, какое из взаимодействий принято незначимым, и заменено новым фактором. Например, план типа 23-1 может быть представлен двумя полурепликами, которые задаются одним из следующих генерирующих соотношений: x3 = x1x2; x3 = - x1x2. Умножая генерирующее соотношение на новую независимую переменную, получим определяющий контраст:
1 = x1x2x3; 1 = - x1x2x3. Зная определяющий контраст, можно найти систему смешивания, задающую совместные оценки. Для этого необходимо умножить интересующий фактор на определяющий контраст. Допустим умножая на x1, получим соотношения x1 = x2x3; x1 = - x2x3. Это означает, что коэффициенты регрессии будут оценками a1 → β1 + β23; 	a1→ β1 – β23.
В практических задачах тройные и более высокого порядка взаимодействия значительно чаще, чем двойные, бывают равны нулю и ими обычно можно пренебречь. Полуреплика 24-1, заданная генерирующим соотношением x4=x1x2x3, позволяет получить раздельные оценки четырех линейных эффектов и три совместные оценки парных взаимодействий. В этом случае раздельными оценками будутa1, a2, a3и a4, так как тройными взаимодействиями β234, β134, β124 и β123 вследствие их не значимости можно пренебречь. Следовательно, разрешающая способность полуреплики зависит от генерирующего соотношения, которым она задана. Для оценки разрешающей способности реплик большой дробности (¼, ⅛ и т. д.) используют обобщающие определяющие контрасты. Если определяющими контрастами реплики являются соотношения 1= x1x2x3x4; 1= x2x3x5, то перемножив определяющие контрасты, получим третье соотношение 1= x1x4x5. Полная характеристика разрешающей способности рассматриваемой реплики будет определяться обобщающим определяющим контрастом, имеющим вид 1= x1x2x3x4= x2x3x5= x1x4x5.
Таблица 3.
ДФЭ 25-2
	Номер опыта
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x1x2
	x1x3
	y

	1
	+
	+
	+
	-
	-
	-
	+
	-
	y1

	2
	+
	-
	+
	-
	+
	-
	-
	+
	y2

	3
	+
	-
	-
	-
	+
	+
	+
	+
	y3

	4
	+
	+
	-
	-
	-
	+
	-
	-
	y4

	5
	+
	-
	+
	+
	+
	+
	-
	-
	y5

	6
	+
	+
	+
	+
	-
	+
	+
	+
	y6

	7
	+
	+
	-
	+
	-
	-
	-
	+
	y7

	8
	+
	-
	-
	+
	+
	-
	+
	-
	y8



Схему смешивания оценок находим последовательным умножением обобщающего определяющего контраста на x1,x2, x3 и т. д.
x1= x2x3x4= x1x2x3x5= x4x5	a1 → β1 + β234 + β1235 + β45;
x2= x1x3x4= x3x5=x1x2x4x5	a2 → β2 + β134 + β35 + β1245;
x3= x1x2x4= x2x5=x1x3x4x5	a3 → β3 + β124 + β25 + β1345;
x4= x1x2x3= x2x3x4x5= x1x5	a4 → β4 + β123 + β2345 + β15;
x5= x1x2x3x4x5=x2x3= x1x4	a5 → β5 + β12345 + β23 + β14;
x1x2= x3x4= x1x3x5=x2x4x5	a12 → β12 + β34 + β135 + β245;
x1x3= x2x4= x1x2x5=x3x4x5	a13 → β13 + β24 + β125 + β345.
Таким образом, получаем весьма сложную систему смешивания. Все линейные эффекты оказались смешанными с несколькими парными взаимодействиями, поэтому разрешающая способность этой дробной реплики очень низкая. Пользоваться такой репликой можно лишь в том случае, если все парные взаимодействия близки к нулю.
	Выбор дробной реплики зависит от конкретной задачи. Для получения линейной модели рекомендуют выбирать дробные реплики с возможно большей разрешающей способностью, т. е. реплики, у которых линейные эффекты смешаны с эффектами взаимодействия близкими к нулю, а это часто взаимодействия высшего порядка. При выборе дробной реплики важно учитывать насыщенность плана, т. е. соотношение между числом опытов и числом коэффициентов, определяемых по результатам этих экспериментов. Дробная реплика, полученная заменой всех эффектов взаимодействия новыми факторами, называется насыщенной. Применение насыщенных планов требует минимального числа экспериментов. Число экспериментов в матрице насыщенной дробной реплики равно числу коэффициентов линейной модели. Гипотезу адекватности модели в этом случае проверить невозможно, так как число степеней свободы равно нулю.

3. МЕТОД ФОРМИРОВАНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ.
3.1. СВОЙСТВА МАТРИЦ ПФЭ И ДФЭ.
Для матриц полного и дробного факторных экспериментов характерны следующие свойства.
1. Свойство симметричности относительно центра эксперимента: алгебраическая сумма элементов столбца каждого фактора равна нулю
	
	(6)


где: j-номер опыта; i-номер фактора; N-число опытов в матрице.
2. Условие нормировки: алгебраическая сумма квадратов элементов каждого столбца равна числу опытов
	
	(7)


3. Свойство ортогональности: алгебраическая сумма построчных произведений элементов любых двух столбцов матрицы равна нулю
	
	(8)


где: i,u-номера факторов, причём i≠u.
Ортогональность является одним из наиболее важных свойств матрицы. Это свойство позволяет оценить все коэффициенты математической модели независимо друг от друга, т.е. величина любого коэффициента не зависит от того, какие величины имеют другие коэффициенты. Если тот или иной коэффициент модели окажется незначимым, то его можно отбросить, не пересчитывая остальных. Естественно, это во многом определяет надежность получаемых результатов и трудоемкость проведения экперимента.
4. Свойство рототабельности: точки в матрице планирования подбираются так, что математическая модель, полученная в результате проведения полного или дробного факторного экспериментов, способна предсказывать значения параметра оптимизации с одинаковой точностью в любых направлениях  на равных расстояниях от центра эксперимента. Это очень важное свойство, так как, начиная эксперимент, исследователь  не знает, в каком направлении предстоит двигаться в поисках оптимума. Не трудно заметить что свойство рототабельности не определяет ортогональность матрицы планирования. Предпочтение тому или иному свойству отдается непосредственно самим исследователем при разработке матрицы планирования и той стадии на которой находится эксперимент.

3.2. ПРОВЕДЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА. 

После выбора плана эксперимента, основных уровней и интервалов варьирования факторов переходят к эксперименту. Каждая  строка матрицы - это условия опытов эксперимента. Для исключения систематических ошибок рекомендуется опыты, предусмотренные матрицей, проводить в случайной последовательности, рандомизированно. Порядок проведения эксперимента следует выбирать или по таблице случайных чисел (приложение 1), или используя генератор случайных чисел. При табличной рандомизации поступают следующим образом: 
- нумеруют объекты исследования генеральной совокупности;
- выбирают в таблице случайных чисел произвольную точку начала считывания;
- последовательно построчно считывают все цифры, расположенные правее числа точки начала отсчета; 
- в зависимости от количества значащих цифр в объеме генеральной совокупности, считанная из таблицы последовательность, объединяется в группы чисел с соответствующим количеством знаков; 
- если считываемое число не превышает объем генеральной совокупности, и объект с таким номером не извлекался из нее, то его включают в выборку;
- числа, превышающие объем совокупности не учитываются.
Пример1. 
Массив элементов генеральной совокупности обработанных деталей равен 30. Сформировать случайную  последовательность выборки из этого массива объемом 8 элементов для проведения замеров точности процесса обработки.
Решение. Промаркированы все 30 деталей, составляющих генеральную совокупность. Из таблицы случайных чисел (приложение 1) выбираем произвольное число, допустим 4022 (первый столбец, пятая строка) которое будет точкой начала считывания. В виду того, что объем генеральной совокупности двузначное число  , считываемая последовательность случайных чисел примет вид : 40 , 65 40, 78 , 55 , 46 90, 35 86, 98 39, 66 41, 04 04,  35,  88, 35 04,  51, 90 51, 57 64, 71 55, 64 89, 26 60, 33 41, 87 84, . Таким образом, в выборку войдут 8 элементов, номера которых выделены в представленной считанной последовательности.
Использование генератора случайных чисел несколько упрощает процедуру рандомизации. Случайная выборка формируется автоматически если в первый столбец таблицы Excel ввести построчно номера элементов генеральной совокупности, а во второй для всех задействованных ячеек формулу . После автоматического получения случайных чисел от 0 до 1 осуществляем сортировку данных и формируем выборку требуемого объема. Если есть необходимость получения случайного вещественного числа в другом диапазоне, например, от  a  до b  , тогда можно использовать генератор в виде  .
Для компенсации влияния случайных погрешностей каждый опыт рекомендуется повторить n раз. Опыты, повторенные несколько раз при одних и тех же значениях факторов, называют параллельными. Под дублированием понимают постановку параллельных экспериментов. Обычно число n параллельных экспериментов принимают равным 2-3, иногда – 4-5. При проведении исследований приходится иметь дело с тремя вариантами дублирования опытов: 1) с равномерным дублированием; 2) с неравномерным дублированием; 3) без дублирования опытов.
	При равномерном дублировании все строки матрицы планирования имеют одинаковые числа параллельных опытов. В случае неравномерного дублирования числа параллельных опытов неодинаковы. При отсутствии дублирования параллельные опыты не проводятся. Наиболее предпочтительным из трех вариантов дублирования является первый. При этом варианте эксперимент отличается повышенной точностью, а математическая обработка экспериментальных данных - простотой. Характер дублирования существенно влияет на содержание математической обработки результатов наблюдений. Выбор схемы математического аппарата при обработке эмпирических данных будет рассмотрен в отдельном практическом занятии.
	В качестве примера практического применения положений планирования эксперимента решим следующую задачу.

Пример 2.
Для ДФЭ типа определить все возможные варианты решений  матрицы планирования и построить их. Найти определяющие контрасты и систему смешивания для оценок коэффициентов регрессии.
Решение. Полуреплика  от полного факторного эксперимента может иметь два решения  . Построим матрицы планирования для этих генерирующих соотношений.

	Номер
опыта
	
	Номер
опыта
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	-
	-
	+
	1
	-
	-
	-

	2
	+
	-
	-
	2
	+
	-
	+

	3
	-
	+
	-
	3
	-
	+
	+

	4
	+
	+
	+
	4
	+
	+
	-


Вновь вводимым фактором является независимая переменная . Умножив генерирующие соотношения на  и учитывая, что , получим следующие определяющие контрасты: . Умножая поочередно определяющие контрасты на интересующие нас факторы получим генерирующие соотношения и соответствующую им систему смешивания.
; ; 
a1 → β1 + β23; 	a1→ β1 – β23; 
a2 → β2 + β13; 	a2→ β2 – β13; 
a3 → β3 + β12; 	a3→ β3 – β12.

Пример 3.
Для ДФЭ типа  с определяющим контрастом  построить матрицу планирования и записать систему смешивания для совместных оценок коэффициентов регрессии математической модели.
Решение. Для данной полуреплики генерирующим соотношением будет выражение   . Тогда, матрица планирования для данного ДФЭ примет вид

	Номер опыта
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4
	x1x3
	x2x3
	x1x2x3
	y

	1
	+
	-
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	y1

	2
	+
	+
	-
	+
	-
	+
	-
	-
	y2

	3
	+
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	-
	y3

	4
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	+
	y4

	5
	+
	-
	-
	-
	+
	+
	+
	-
	y5

	6
	+
	+
	-
	-
	-
	-
	+
	+
	y6

	7
	+
	-
	+
	-
	-
	+
	-
	+
	y7

	8
	+
	+
	+
	-
	+
	-
	-
	-
	y8


Система смешивания для определения совместных оценок коэффициентов регрессии модели определится их соответствующих генерирующих соотношений и примет вид:
x1= x2x4		    a1 → β1 + β24;
x2= x1x4		    a2 → β2 + β14;
x3= x1x2 x3x4		    a3 → β3 + β1234;
x4= x1x2		    a4 → β4 + β12;
x1x3 =x2x3x4	    a13 → β13 + β234;
x2x3 =x1x3x4	    a23 → β23 + β134;
x3x4 =x1x2x3	a34 → β34 + β123.

Приведенная методика решения задач по планированию эксперимента может быть применена для проектирования матриц реплик с различной степенью дробности и разрешающей способностью. При этом не рассматриваются вопросы проверки выдвигаемых гипотез адекватности, даже при насыщенных планах.



ЗАКЛЮЧЕНИЕ.
Подведение итогов занятия позволяет говорить о целесообразности интерактивного подхода к решению творческих заданий по планированию экспериментов. Известно, что модель объекта получают, используя результаты опытов. При исследовании многофакторного процесса постановка всех возможных опытов для получения математической модели связана с огромной трудоемкостью эксперимента, так как их число очень велико. Задача планирования состоит в установлении минимально необходимого числа экспериментов и условий их проведения, в выборе методов математической обработки результатов и в принятии решений. Планирование экспериментов значительно сокращает их число, необходимое для получения модели процесса. 
Если функция отклика известна, то оптимальные условия процесса находят аналитически, без постановки эксперимента. Однако часто приходится решать задачи при неполном знании механизма процесса. В этом случае зависимость функции отклика неизвестна, и поэтому вынуждены ограничиваться представлением ее, например, полиномом соответствующей степени. Для определения параметра оптимизации и выбора схемы планирования эксперимента предварительно изучают объект исследования на основе априорной информации, которую получают, изучая литературные данные и анализируя результаты ранее проведенных работ. При планировании эксперимента к объекту исследования предъявляют требования воспроизводимости и управляемости. 
 Определенные требования предъявляются и к параметру оптимизации, и к факторам . Параметр оптимизации должен быть количественным, доступным для измерения и должен выражаться одним числом. Если измерение параметра невозможно, то пользуются ранговой оценкой. Факторы должны в свою очередь быть: 1) управляемыми, т. е. позволяющими экспериментатору устанавливать их требуемые значения и поддерживать постоянными эти значения в течение эксперимента; 2) непосредственно воздействующими на объект исследования, так как трудно управлять фактором, который является функцией других факторов; 3) совместимыми, т. е. все комбинации уровней факторов должны быть осуществимы и безопасны; 4) независимыми, т. е. позволяющими экспериментатору устанавливать требуемые уровни любого фактора независимо от уровней других факторов. 
Под математической моделью понимают вид функции отклика y = f(x1,x2, …, xk). Выбор модели зависит от задачи исследования и от предъявляемых требований к модели. Получение адекватной модели часто достигается использованием  шагового метода. Для удобства записи условий эксперимента и обработки экспериментальных данных разрабатывают матрицы планирования как полного, так и дробного факторного эксперимента. В составе малой группы (два человека) необходимо выбрать реплику для конкретной задачи. Для получения линейной модели рекомендуют выбирать дробные реплики с возможно большей разрешающей способностью, т. е. реплики, у которых линейные эффекты смешаны с эффектами взаимодействия близкими к нулю. При выборе дробной реплики важно учитывать насыщенность плана, т. е. соотношение между числом опытов и числом коэффициентов, определяемых по результатам этих экспериментов. Дробная реплика, полученная заменой всех эффектов взаимодействия новыми факторами, называется насыщенной. Применение насыщенных планов требует минимального числа опытов. Число опытов в матрице насыщенной реплики равно числу коэффициентов линейной модели. Правда, при этом проверить гипотезу адекватности модели невозможно, так как число степеней свободы равно нулю. Эффективность применения планирования эксперимента зависит во многом от удачного выбора системы смешивания линейных эффектов с эффектами взаимодействия. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ П1.
Варианты заданий, предлагаемые для практического планирования эксперимента и  анализа его характеристик
	Вариант 1
Из генеральной совокупности извлечена выборка
объемом  n=50.  Найти несмещенную оценку генеральной средней.
	Вариант 2
Найти выборочную среднюю по данному распределению выборки объема n=20

	xi
	2
	5
	7
	10
	12
	xi
	2560
	2600
	2620
	2650
	2700

	ni
	13
	10
	8
	13
	6
	ni
	2
	3
	10
	4
	1

	Вариант 3
Найти исправленную выборочную дисперсию по данному распределению выборки объема n=20 
	Вариант 4
Найти исправленную выборочную дисперсию по данному распределению выборки объема n=10

	xi
	0,1
	0,5
	0,7
	0,8
	0,9
	xi
	23,5
	26,1
	27,8
	28,2
	30,4

	ni
	5
	10
	3
	1
	1
	ni
	2
	3
	3
	1
	1

		№опыта
	x1
	x2
	x1x2
	Y

	1
	+
	+
	+
	y1

	2
	-
	+
	-
	y2

	3
	+
	-
	-
	y3

	4
	-
	-
	+
	y4


Вариант 5
Проверить приведенную матрицу ПФЭ 22 на симметричность.
	Вариант 6
	№опыта
	x1
	x2
	x1x2
	Y

	1
	+
	+
	+
	y1

	2
	-
	+
	-
	y2

	3
	+
	-
	-
	y3

	4
	-
	-
	+
	y4


Проверить приве-
денную матрицу 
ПФЭ 22 на ортогональность


	Вариант 7
По приведенным значениям замеров объекта со средней квадратической погрешностью σ=0,05 построить доверительный интервал истинного значения с доверительной вероятностью γ=0,95

	Вариант 8
По приведенным значениям замеров объекта при неизвестной средней квадратической погрешности построить доверительный интервал истинного значения с доверительной вероятностью γ=0,95


	5,25
	5,23
	5,27
	5,29
	5,28
	5,31
	5,22
	5,26
	5,25
	5,23
	5,27
	5,29
	5,28
	5,31
	5,22
	5,26

	5,23
	5,26
	5,24
	5,26
	5,25
	5,24
	5,25
	5,21
	5,23
	5,26
	5,24
	5,26
	5,25
	5,24
	5,25
	5,21

	Вариант 9
 Из генеральной совокупности в 100 маркированных изделий машиностроения для проверки качества производства извлечена выборка объема 30ед. Исходя из принципа случайно-повторности укажите номера включенные в нее.
	Вариант 10
Сформируйте выборку в 4 элемента из совокупности в 10 реализаций,  используя генератор случайных чисел.

	Вариант 11
Построить вариационный ряд из представленного массива генеральной совокупности. Использовать принцип случайности отбора при формировании выборки объемом n=8.
	11
	9,9
	14
	11,8
	12,3
	13
	12,2
	9,14

	9
	10,6
	10,1
	12
	
0,9
	13,7
	11,1
	12,6



	Вариант 12
Построить вариационный ряд из представленного массива генеральной совокупности. Использовать принцип случайности отбора при формировании выборки объемом n=4.
	1,0162
	1,9537
	1,003
	1,419
	1,702
	1,5022

	1,3457
	1,644
	1,778
	2,8926
	1,9114
	1,4068




	Вариант 13
Исходя из разрешающей способности представленной обобщающим определяющим контрастом 1=x1x2x3x4=x2x3x5=x1x4x5  разработать для 1/4 реплики матрицу планирования эксперимента , включая в нее только линейные эффекты.
	Вариант 14
Для определяющего контраста 1=x1x2x3x4 разработать расширенную матрицу планирования эксперимента , включая в нее все возможные эффекты взаимодействия. Определить для данной полуреплики систему смешивания.
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	Вариант 1
	
	Вариант 1

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	10
	0,2
	1,7; 1,6; 1,8
	
	12
	0,8
	0,31; 0,3; 0,29

	5
	0,2
	2,4; 2,5; 2,6
	
	3
	0,8
	0,18; 0,2; 0,22

	10
	0,0
	3.95; 3,95; 4,1
	
	12
	0,0
	3,5; 3,5; 3,5

	5
	0,0
	2,25; 2,25; 2,1
	
	3
	0,0
	2,81; 2,79; 2,8

	Вариант 3
	Вариант 4

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	10
	1
	2.5, 2.5, 2.5
	
	1
	70
	66, 66, 66

	2
	1
	1.0, 1.05, 1.1
	
	0.5
	70
	62, 61, 63

	10
	0
	4.1, 4.05, 4.15
	
	1
	50
	49.5, 48.5, 49

	2
	0
	1.0, 1.0, 1.0
	
	0.5
	50
	44,5;44,5;46

	Вариант 5
	Вариант 6

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	1
	60
	83.5, 83.0, 82.5
	
	1
	70
	64, 64, 64

	0.32
	60
	48, 48, 48
	
	0.5
	70
	61, 61, 61

	1
	50
	77.1, 77.0, 76.9
	
	1
	50
	50, 51, 50

	0.32
	50
	40, 41, 49
	
	0.5
	50
	44, 42, 46

	Вариант 7
	Вариант 8

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	1
	60
	42, 41, 42
	
	400
	0.5
	2.0, 2.0, 2.0

	0.5
	60
	30, 30.5, 31
	
	200
	0.5
	1.5, 1.6, 1.5

	1
	30
	38, 37, 36
	
	400
	0.1
	2.5, 2.6, 2.4

	0.5
	30
	24, 24, 24
	
	200
	0.1
	0.8, 1.2, 1.2

	Вариант 9
	Вариант 10

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	300
	0.5
	2.0, 2.0, 2.0
	
	400
	0.5
	3.0, 3.0, 3.0

	100
	0.5
	1.5, 1.6, 1.5
	
	200
	0.5
	2.5, 2.6, 2.5

	300
	0.1
	2.5, 2.6, 2.4
	
	400
	0.1
	3.5, 3.6, 3.4

	100
	0.1
	0.8, 1.2, 1.2
	
	200
	0.1
	1.8, 2.2, 2.2

	Вариант 11
	Вариант 12

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	12
	0.8
	1.31, 1.3, 1.29
	
	10
	1
	3.5, 3.5, 3.5

	3
	0.8
	1.48, 1.2, 1.22
	
	2
	1
	2.0, 2.05, 2.1

	12
	0
	4.5, 4.5, 4.5
	
	10
	0
	5.1, 5.05, 5.15

	3
	0
	3.81, 3.79, 3.8
	
	2
	0
	2.0, 2.0, 2.0

	Вариант 13
	Вариант 14

	x1
	x2
	yi,j
	
	x1
	x2
	yi,j

	1
	70
	56, 56, 56
	
	1
	60
	73.5, 73, 72.5

	0.5
	70
	52, 51, 53
	
	0.32
	60
	38, 38, 38

	1
	50
	39.5, 38.5, 39
	
	1
	50
	67.1, 67, 66.9

	0.5
	50
	34, 34.5, 36
	
	0.32
	50
	30, 31, 29




Приложение П2.
Таблица случайных чисел
	2057
	0762
	1429
	8535
	9029
	9745
	3458
	5023
	3502
	2436

	6435 
	2646
	0295
	6177
	2755
	3080
	3275
	0521
	6623
	1133

	3278 
	0500
	7573
	7426
	3188
	0187
	7707 
	3047
	4901
	3519

	7888 
	6411
	1631
	6981
	1972
	4269 
	0022
	3860
	1580
	6751

	4022
	6540
	7804
	5528
	4690
	3586
	9839
	6641
	0404
	0735 

	0888 
	3504
	2651
	9051
	5764
	7155
	6489
	2660
	3341
	8784 

	0605 
	4640
	8692
	7712
	9832
	6607
	0480 
	2557
	3461
	9755

	4398 
	8857
	0221
	3844
	1823
	4407
	5914
	7545
	2362
	2428 

	7899 
	2623
	9965
	7366
	0486
	8185
	5896
	3985
	3105
	7210

	5375
	2213
	8481
	0919
	2350
	7310
	7106
	0046
	1683
	6269

	1120 
	5436
	8921
	6457
	8361
	9849
	9902
	4244
	2377
	9213 

	4625
	5978
	5266
	7521
	8488
	6854 
	9203
	2598
	2673
	2399

	5112 
	4318
	5003 
	3532 
	6430
	5679
	5041
	2108
	1813
	4235 

	3915 
	9380
	3918
	5957
	3603
	6553
	6247
	8907
	5282
	1106 

	9223 
	5629
	6982
	4138
	2901
	7592
	1650
	2580
	5676
	6470

	0122 
	0820
	2140
	5291
	8499
	3653
	1727
	0453
	3032
	2902 

	4114
	2462
	2820
	0414
	7197
	3854
	2940
	3500
	8685
	6131

	0774
	7788
	5011
	4971
	0848
	0748
	7103
	3262 
	5182
	1185

	1493
	3425
	0114
	4662 
	0802
	1125
	8745
	5513
	9750
	0695

	5727
	7577
	8631
	0759
	5430
	9953
	1426
	0405
	2109
	2304

	5329
	2475
	8555
	8172
	1376
	3459
	6778
	6917
	0159
	9635

	7058
	4886
	2373
	5937
	9383
	5763
	8004
	8602
	2457
	9134

	0099  
	2200
	2369
	8140
	4865
	4874
	4867
	5206
	0434
	3845

	0659
	0499
	3671
	2771
	2104
	9275
	2118
	8024
	1033
	0528 




ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №4
1 ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ПРАКТИЧЕСКОГО ЗАНЯТИЯ
Целью настоящего практического занятия является обучение студентов практическим навыкам по применению элементов теории вероятности и математической статистики при обработке эмпирических данных эксперимента с использованием метода выборки, как наиболее распространенного для анализа процессов и объектов машиностроения. Приведен методологический алгоритм использования данного метода и примеры его реализации при решении конкретных задач, даны пояснения отдельных наиболее сложных моментов, стоящих на пути исследователя при анализе выборочной эмпирической информации. 
Статистика, в широком смысле слова - это наука, позволяющая распространять выводы, сделанные на основе изучения части всей совокупности (случайной выборки), на всю совокупность (генеральную совокупность). В таком подходе заключена сущность выборочного метода и его ведущая роль в математической статистике. Все элементы выборки, обладающие интересующими исследователя признаками, составляют генеральную совокупность. Часть совокупности, случайным образом отобранная из генеральной совокупности - выборка. Число элементов статистической совокупности называется ее объемом. Объем генеральной совокупности обозначается N, а объем выборочной совокупности - n. Если объем совокупности велик, то его полагают равным бесконечности.
Из предыдущих занятий следует, что закон распределения случайной величины зачастую неизвестен и числовые значения его статистических характеристик не могут быть просто рассчитаны. В этом случае их заменяют оценками, полученными как функции выборки  x = (x1 x2,..., xn). Всякую функцию от выборки называют статистикой. Подходящую статистику используют в качестве оценки числовой характеристики. Чаще всего оценками начальных и центральных моментов служат соответствующие выборочные начальные и центральные моменты. Так, например, оценкой математического ожидания генеральной совокупности служит выборочное среднее.Оценка параметра в данном случае - определенная числовая характеристика, полученная из выборки. Когда оценка определяется одним числом, ее называют точечной оценкой.В качестве точечных оценок параметров генеральной совокупности используются соответствующие выборочные характеристики.
Ранее, мы находили оценки коэффициентов регрессии по данным соответствующих статистик. Для того чтобы любые статистики служили хорошим основанием для оценки параметров генеральной совокупности, они должны обладать свойствами представительности. 
На данном занятии, рассмотрим процесс формирования понятий выборки, эмпирических законов распределения вероятностей, эмпирических числовых характеристик и интервальных оценок неизвестных параметров. Студенты приобретают навыки вычисления эмпирических числовых характеристик и построения доверительных интервалов. Для этого необходимо:
- изучить основные приемы формирования выборки и ее виды;
- описать математические основы выборочного метода;
- определить основные этапы методологии оценки статистических характеристик;
- рассмотреть практические примеры выборочной оценки законов эмпирического распределения.

2. ВЫБОРОЧНЫЙ МЕТОД ФОРМИРОВАНИЯ И ОЦЕНКИ СТАТИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК.

2.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Генеральная совокупность – совокупность всех изучаемых объектов,
N– её объём (количество всех объектов). Выборочная совокупность - совокупность объектов, отобранных для изучения, n – объём выборки. Объемом совокупности (выборочной или генеральной) называют число объектов этой совокупности. Случайная выборка из n элементов - это такой отбор, при котором элементы извлекаются по одному из всей генеральной совокупности и каждый из них имеет равный шанс быть отобранным. Требование случайности обеспечивается отбором по таблицам случайных чисел или по жребию. Такая выборка называется собственно-случайной. 
Таким образом, вместо большой совокупности объектов изучается
совокупность объёма, значительно меньшего по количеству объектов  . Результаты, полученные при изучении выборки, распространяются на объекты всей генеральной совокупности. Для этого выборка должна быть репрезентативной (представительной), то есть правильно представлять генеральную совокупность, что и обеспечивается случайностью отбора.
В машиностроении используются следующие виды отбора:
· простой случайный (собственно-случайный) подразделяющийся на повторный и бесповторный;
· сложный случайный, в свою очередь делящийся на типический, механический и серийный.
Простой случайный отбор - производится без деления генеральной 
совокупности на части. Повторный отбор - отобранный объект возвращается в генеральную совокупность. Бесповторный отбор - отобранный объект не возвращается в генеральную совокупность.
Сложный случайный отбор - производится после предварительного деления генеральной совокупности на части. Типический отбор - генеральная совокупность делится на типы, из каждого типа случайно отбираются объекты пропорционально объёму типов. Механический отбор - генеральная совокупность делится на части механически, из каждой части случайно отбираются объекты. Серийный отбор - генеральная совокупность делится на серии, и случайным образом отбираются целые серии объектов.
Одним из примеров использования собственно-случайной выборки является проведение тиражей выигрышей лотерей, при которых обеспечивается равная возможность попадания в тираж любого номера лотерейного билета.
Выбор схемы отбора зависит от характера изучаемого объекта. При этом необходимо помнить, что при повторном отборе единица наблюдения после извлечения из генеральной совокупности регистрируется и вновь возвращается в генеральную совокупность, откуда опять может быть извлечена случайным образом. При бесповторном отборе элемент в выборку не возвращается. Следует отметить, что независимо от способа организации выборки ее репрезентативность должна быть соблюдена.
Пусть из генеральной совокупности извлекается выборка объемом n, причем значение признака  наблюдается  раз,  раз,...,  наблюдается раз.
	
	(1) 


Следовательно, мы можем сопоставить каждому значению  относительную частоту . Выборка, элементы которой расположены в порядке возрастания, называется простым вариационным рядом. Разность R между наибольшим и наименьшим значениями измерений называют широтой распределения или размахом варьирования. 
Статистическим распределением выборки называется перечень возможных значений признака  и соответствующих ему частот или относительных частот (частостей)   (). Числовые характеристики генеральной совокупности, как правило, неизвестные, такие как средняя (), дисперсия ( ) и др., называются параметрами генеральной совокупности. Доля элементов выборки, обладающих тем или иным признаком в генеральной совокупности, называется генеральной долей и обозначается р. По данным выборки рассчитывают числовые характеристики, которые называют статистиками (обозначают  ,  , выборочная доля обозначается ω). Статистики, получаемые по различным выборкам, как правило, отличаются друг от друга. Поэтому статистика, полученная из выборки, является только оценкой неизвестного параметра генеральной совокупности.
Теоретическое обоснование возможности использования этих выборочных оценок для суждений о характеристиках и свойствах генеральной совокупности дают закон больших чисел и центральная предельная теорема Ляпунова, констатирующие, что сумма большого числа независимых слагаемых имеет распределение, близкое к нормальному. Выборочная средняя является точечной оценкой генеральной средней, т. е.
	
	(2) 



Генеральная дисперсия имеет две точечные оценки:
 - выборочная дисперсия; 
—исправленная (несмещенная) выборочная дисперсия. 2вычисчисляется при n>30, a —при n< 30. Причем, известно, что 
	  или  
	(3) 



При больших объемах выборки  и   практически совпадают.
Генеральное среднее квадратическое отклонение  также имеет две точечные оценки:  выборочное среднее квадратическое отклонение и S -исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение. Параметр  используется для оценивания  при n>30, а S для оценивания  при n<30; при этом
	 , а  
	(4) 



Поскольку выборочная совокупность представляет собой лишь часть генеральной совокупности, то вполне естественно, что выборочные характеристики не будут точно совпадать с соответствующими генеральными. Ошибка репрезентативности может быть представлена как разность между генеральными и выборочными характеристиками изучаемой совокупности:    либо 
Применительно к выборочному методу из теоремы Чебышева следует, что с вероятностью, сколь угодно близкой к единице, можно утверждать, что при достаточно большом объеме выборки и ограниченной дисперсии генеральной совокупности разность между выборочной средней и генеральной средней будет сколь угодно мала.
	
	(5) 


где  - средняя по выборке;  - средняя по генеральной совокупности;
 - среднее квадратическое отклонение в генеральной совокупности;
t - значение критической точки распределения Стьюдента.
Запись показывает, что о величине расхождения между параметром и статистикой можно судить лишь с определенной вероятностью,
	
	(6) 



от которой зависит величина t. Формула (5) устанавливает связь между пределом ошибки , гарантируемым с некоторой вероятностью Р, величиной t и средней ошибкой выборки  ,  
Вновь, исходя из центральной предельной теоремы Ляпунова, можно сказать, что выборочные распределения статистик при больших объемах  будут иметь нормальное распределение независимо от того, какое распределение имеет генеральная совокупность. Следовательно,
	
	(7) 



где:  - функция Лапласа.
 Значения вероятностей, соответствующие различным t, содержатся в специальных таблицах: при п > 30 — в таблице значений функции Лапласа, а при n < 30 в таблице распределения t-Стьюдента. Неизвестное значение  при расчете ошибки выборки заменяется . В зависимости от способа отбора средняя ошибка выборки определяется по-разному (табл.1). 
Таблица 1 
Формулы расчета ошибки выборки для собственно-случайного отбора 

	µ
	повторный
	бесповторный

	для средней
	
	

	для доли
	
	


где: - выборочная дисперсия значений признака;  - выборочная дисперсия доли значений признака; n - объем выборки; 
N - объем генеральной совокупности;  - доля обследованной совокупности;
 - поправка на конечность совокупности (иначе иногда называют «поправкой на бесповторность отбора»). 

2.2. ЭТАПЫ ПОЛУЧЕНИЯ ВЫБОРОЧНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК

Одной из важнейших проблем выборочного метода является определение необходимого объема выборки. От объема выборки зависит размер средней ошибки ()и экономичность проводимого выборочного наблюдения, так как чем больше объем выборки, тем больше затраты на изучение элементов выборки, но тем меньше при этом ошибка выборки. Из формулы (6) по определению предельной ошибки выборки   и формул средних ошибок выборки, определяются зависимости по расчету необходимого объема выборки для различных способов отбора.  В таб.2 приведены эти формулы расчета. Исходя из того, что  представляет собой предел, которым ограничена наибольшая  абсолютная величина ошибки репрезентативности , т.е.   или  , можно сделать заключение об интервальном методе оценки параметров выборки.
Таблица 2 
Формулы, расчета необходимой численности выборки для собственно-случайного отбора 

	µ
	повторный
	бесповторный

	для средней
	
	

	для доли
	
	


Экспликация приведенных формул аналогична приведенной для табл.1.

	
	(8) 



Формула (8) описывает интервальную оценку генеральной средней. Из теоремы Чебышева следует, что
	
	(9) 



Концы интервала в неравенстве (8) называются доверительными границами.
Выражение (9) означает, что точное, но неизвестное значение параметра математического ожидания накрывается доверительным интервалом, определяющим надежность оценки. Надежность тем выше, чем ближе к друг другу доверительные границы интервала.
Интервальной оценкой называют оценку, которая определяется двумя числами – доверительными границами интервала, который с определенной вероятностью накрывает неизвестный параметр генеральной совокупности. Интервал, содержащий оцениваемый параметр генеральной совокупности, называют доверительным интервалом.Для его определения вычисляется предельная ошибка выборки δ, позволяющая установить предельные границы, в которых с заданной вероятностью (надежностью) должен находиться параметр генеральной совокупности. Предельная ошибка выборки равна t-кратному числу средних ошибок выборки. Коэффициент t позволяет установить, насколько надежно высказывание о том, что заданный интервал содержит параметр генеральной совокупности. Если мы выберем коэффициент таким, что высказывание в 95% случаев окажется правильным и только в 5% — неправильным, то мы говорим: со статистической надежностью в 95% доверительный интервал выборочной статистики содержит параметр генеральной совокупности. 
Статистической надежности в 95% соответствует доверительная вероятность - 0,95. В 5% случаев утверждение «параметр принадлежит доверительному интервалу» будет неверным, т. е. 5% задает уровень значимости или 0,05 вероятность ошибки. Обычно в статистике уровень значимости выбирают таким, чтобы он не превысил 5% (< 0,05). Доверительная вероятность и уровень значимости дополняют друг друга до единицы (или 100%) и определяют надежность статистического высказывания. С помощью доверительного интервала можно оценить не только генеральную среднюю, но и другие неизвестные параметры генеральной совокупности. Для оценки математического ожиданияM(x) (генеральной средней )нормально распределенного количественного признака Х по выборочной средней  при известном среднем квадратическом отклонении  генеральной совокупности (на практике - при большом объеме выборки, т. е. при n ≥ 30), зависимости (6)  и собственно-случайном повторном отборе формула (9) примет вид
	

	(10) 



где: t - определяется по таблицам функции Лапласа (приложение 2)из соотношения 2Ф0(t) = γ; 
σ— среднее квадратическое отклонение;
п — объем выборки (число обследованных единиц).
Для нормально распределенной случайной величины справедливо
 т.е.  . Для оценки математического ожиданияM(x) (генеральной средней )нормально распределенного количественного признака Х по выборочной средней  при известном среднем квадратическом отклонении  генеральной совокупности (при большом объеме выборки, т. е. при п ≥ 30) и собственно-случайном бесповторном отборе формула (9) примет вид
	

	(11) 



где : t - определяется по таблицам Стьюдента (приложение 3),по уровню значимости   и числу степеней свободы ; 
S - исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение; 
п — объем выборки.
Для оценки математического ожиданияM(x) (генеральной средней)нормально распределенного количественного признака Х по выборочной средней  при неизвестном среднем квадратическом отклонении  генеральной совокупности (при малом объеме выборки, т. е. при n<30) и собственно-случайном бесповторном отборе формула (9) примет следующий вид
	

	(12) 



Для оценки генеральной доли р нормально распределенного количественного признака по выборочной доле (при большом объеме выборки, т. е. при n≥ 30) и собственно-случайном повторном отборе формула (9) будет иметь вид
	

	(13) 



где : t - определяется по таблицам функции Лапласа (приложение 2)из соотношения 2Ф0(t) = γ; ω — выборочная доля; 
п — объем выборки (число обследованных единиц);

Для оценки генеральной доли р нормально распределенного количественного признака по выборочной доле (при большом объеме выборки, т. е. при n≥ 30) и собственно-случайном бесповторном отборе формула (9) примет вид
	

	(14) 



Для оценки генеральной доли р нормально распределенного количественного признака по выборочной доле (при малом объеме выборки, т. е. при n<30) и собственно-случайном повторном отборе формула (9) примет вид
	

	(15) 



где: t -  определяется по таблицам критических точек Стьюдента (приложение 3),по уровню значимости  и числу степеней свободы .
Для оценки генеральной доли р нормально распределенного количественного признака по выборочной доле (при малом объеме выборки, т. е. при n<30) и собственно-случайном бесповторном отборе формула (9) будет иметь вид
	

	(16) 



3. МЕТОЛОГИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ ВЫБОРОЧНЫХ ПАРАМЕТРОВ

3.1 Свойства, точность и надежность выборочных оценок

Всякую эмпирическую совокупность можно рассматривать как выборку большого объема из генеральной совокупности, подчиняющейся определенному теоретическому закону распределения. Следовательно, по характеру эмпирического распределения можно установить с определенной точностью и надежностью близкое ему теоретическое распределение. Зная же закон, которому подчиняется данное распределение, можно использовать его для решения практических задач. 
В ряде случаев тип закона можно установить заранее. Для этого необходимо проанализировать методами теории вероятностей изучаемый процесс и отнести его, с некоторым приближением, к той или иной теоретической схеме.  Например, возвращаясь к центральной предельной теореме Ляпунова, можно считать суммарную величину случайных погрешностей обработки в машиностроении, при работе на настроенном оборудовании и при наличии какого-либо доминирующего фактора, подчиняющейся закону нормального распределения. Аналогичное заключение можно сделать и о результатах измерения технических величин, также подверженных влиянию большого количества случайных факторов. 
В том случае, когда закон распределения может быть заранее известен, задача сводится к нахождению оценок его характеристик. Для генеральной совокупности подчиняющейся закону Гаусса, это оценки математического ожидания и дисперсии, представленные средним арифметическим значений изучаемой величины  и ее средним квадратическим отклонением  . Точность оценок  определяется обладанием ими свойствами 
несмещенности, эффективности и состоятельности.
	Оценка несмещенная, если ее математическое ожидание равно оцениваемому параметру, в статистике отсутствует влияние систематических погрешностей.

Смещение оценки может быть как положительным, так и отрицательным.
	Оценка состоятельна если вероятность ее отклонения от оцениваемого параметра на сколь угодно малую положительную величину стремится к единице при неограниченном увеличении объема выборки.

Примером состоятельной, несмещенной оценки математического ожидания генеральной совокупности является, как отмечалось выше, средняя выборочная .
	Оценка эффективна если ее дисперсия наименьшая среди сравниваемых оценок для рассматриваемого параметра.
	Свойства оценок нормального распределения включают также ряд определений, использованных ранее в формулах (4...16) и характеризующих связь выборочных средних и их дисперсий с генеральной средней и дисперсией генеральной совокупности. Из этих свойств следует, что точность вычислений оценок по данным выборки зависит от ее объема и возрастает при его увеличении. Однако это на практике не всегда осуществимо. Ограничения небольшим числом наблюдений приводит к необходимости проверки точности и надежности приближенных равенств
 ; 
Проверка сводится к определению вероятности того, что истинное значение анализируемого параметра находится в пределах требуемой точности и рассматриваемого вида выборки. Статистическая оценка будет иметь практическое значение только тогда, когда указаны границы ее возможной погрешности. Таким образом, от точечной, параметрической оценки мы переходим к интервальной.
Приведенный методологический алгоритм решения дополним следующими рекомендациями:
- если первоначальные опытные данные представляют собой большие числа со многими цифрами в целой части, то для упрощения расчета целесообразно вычесть из каждого элемента выборки одно и тоже постоянное число близкое к выборочной средней. При этом мы переходим к условным элементам выборки без изменения характера параметра дисперсии генеральной совокупности. Конечный результат оценки математического ожидания совокупности претерпевает обратное действие;
- если первоначальные опытные данные представляют собой числа с большим количеством значащих цифр после запятой, то для упрощения процесса расчета целесообразно помножить каждый элемент выборки на постоянное число  ,  где k- количество преобразуемых разрядов дробной части. При этом мы переходим к условным элементам выборки, что  при получении конечных результатов потребует обратного действия возврата к десятичным дробям, т.е. деления на   .

3.2 Интервальное оценивание

Для получения доверительного интервала и его границ вводится понятие доверительная вероятность  и уровень значимости α .
Интервальной оценкой (с надежностью γ) математического ожидания  нормально распределенного количественного признака X по выборочной средней  при известном среднем квадратическом отклонении  служит доверительный интервал     


где: n - объем выборки; t - значение аргумента функции Лапласа (t) (см. приложение П 2), при котором (t) = /2; - генеральная средняя (оцениваемый параметр); –средняя выборочная, точечная оценка генеральной средней; δ - точность оценки;  - надёжность оценки.
 – доверительный интервал для . Таким образом, можно записать  с вероятностью (надежностью) . Для нормального распределения признака,   (см. формулу 6), причем значение t находят из соотношения  . Таким образом, для нормально распределённой величины  . Чем больше n, тем меньше δ, то есть точность оценки увеличивается при 
увеличении объёма выборки. Чем выше γ - надёжность оценки, тем меньше её точность (δ увеличивается). Если σ неизвестно, то используется исправленная выборочная дисперсия  .Рассмотрим, в качестве примера, решение задач по определению оценок параметров распределения с использованием выборочного метода.
Пример1.
 Найти минимальный объем выборки, при котором с надежностью 0,95 точность оценки математического ожидания нормально распределенного признака по выборочной средней будет равна 0,2, если =2. 
Решение. По таблице значений функции Лапласа находим t, используя зависимость  .  .
Из формулы (10) для предела ошибки δ находим значение объема выборки  . Результат вычисления округляем до ближайшего целого, большего числа .
Пример 2.
Найти доверительный интервал для оценки неизвестного математического ожидания нормально распределенного признака, если известны: σ =2; 
; n =10;  .
Решение. Из таблицы значений функции Лапласа находим t, численное значение определяется аналогично предыдущему примеру, t=1,96. Вычислим значение предельной ошибки оценки, позволяющей найти доверительные границы интервала используя формулу (10). Она же используется и для расчета самого доверительного интервала: 
 . Тогда доверительный интервал будет равен

Пример 3.
По заданным значениям характеристик нормально распределенного признака найти доверительный интервал для оценки неизвестного математического ожидания: S =1,5; ; n =12;  .
Решение. В данном случае для простого случайного способа формирования выборки и, допустим, значительном объеме будем использовать формулу (11). Для нахождения параметра t будем использовать уже знакомый, по ранее рассмотренным примерам, алгоритм решения. Отличие будет заключаться только в том, что характеристика рассеяния эмпирических данных описывается исправленным средним квадратическим отклонением S. Тогда табличное значение аргумента функции надежности определяется для критической точки распределения Стьюдента (приложение 3). Исходными данными в этом случае будут: число степеней свободы f=n-1 и уровень значимости α. f= 12-1=11;  α=0,05. Из этих условий численное табличное t=2,2 . Следовательно, предельная ошибка δ будет равна 
 а доверительный интервал будет равен 

Пример 4.
С помощью собственно-случайного повторного отбора руководство фирмы провело выборочное обследование 900 своих служащих. Средний стаж их работы в фирме равен 8,70 года, а среднее квадратическое (стандартное) отклонение — 2,70 года. Среди обследованных оказалось 270 женщин. Считая стаж работы служащих фирмы распределенным по нормальному закону, определите: а) с вероятностью 0,95 доверительный интервал, в котором окажется средний стаж работы всех служащих фирмы; б) с вероятностью 0,90 доверительный интервал, накрывающий неизвестную долю женщин во всем коллективе фирмы; в)каким должен быть объем выборки, чтобы с доверительной вероятностью 0,95 можно было утверждать, что, принимая полученный средний стаж работы за истинный, совершается погрешность, не превышающая 0,50 года.
Решение.По условию задачи выборочное обследование проведено с помощью простого случайного повторного отбора. Объем выборки п = 900 единиц, т. е. выборка большая. а) Найдем границы доверительного интервала среднего стажа работы всего коллектива фирмы, т. е. границы доверительного интервала для генеральной средней. По условию = 8,70; σ= 2,70; п = 900; γ= 0,95. Используя формулы (10) и ранее описанный методологический алгоритм оценки характеристик генеральной совокупности по эмпирическим данным выборки получим: ; предельная ошибка выборки будет равна ;

С вероятностью 0,95 можно ожидать, что средний стаж работы всего коллектива фирмы находится в интервале от 8,5236 до 8,8764 года. 
б) Теперь оценим истинное значение доли женщин во всем коллективе фирмы. По условию т = 270; п = 900; γ= 0,90. Выборочная доля ω = 270/900 = 0,30. Используем формулу (13). По таблице функции Лапласа (приложение 2) ее аргумент будет равен t=1,64. Предельная ошибка выборки определяется по формуле



Итак, с вероятностью 0,90 можно ожидать, что доля женщин во всем коллективе фирмы находится в интервале от 0,2749 до 0,3251.
в) Используя ранее полученное числовое значение для t=1,96, рассчитаем необходимую численность выборки для выполнения указанных требований по предельной ее ошибке.

Ответ.Можно ожидать, что с вероятностью 0,95 средний стаж работы всех служащих фирмы находится в интервале от 8,5236 до 8,8764 года. С вероятностью 0,90 можно гарантировать, что доля женщин во всем коллективе фирмы находится в интервале от 0,2749 до 0,3251. С вероятностью 0,95 и допустимой погрешностью δ = 0,50 года при выполнении простого случайного повторного отбора для определения фактора среднего стажа работы в фирме, необходимо обследовать не менее 113 служащих.


ЗАКЛЮЧЕНИЕ.
Подведение итогов занятия позволяет говорить о целесообразности интерактивного подхода к решению творческих заданий по определению характеристик генеральной совокупности выборочным методом. Исходные эмпирические данные формируются в результате виртуального эксперимента над моделируемым процессом. В составе малой группы (два человека) необходимо определить численные значения оценок параметров эмпирического распределения, объем и вид выборки, точность и надежность расчетных значений математического ожидания, дисперсии по выборочной совокупности, овладеть методологическим алгоритмом точечной и интервальной оценки параметров распределения. 
По простому или интервальному вариационному ряду(элементы располагаются в порядке возрастания) строится эмпирическая функция распределения вероятностей исследуемой случайной величины. Эмпирическая функция распределения вероятностей определяется как отношение числа элементов выборки, меньших, чем x, к общему числу элементов n. Любая группировка исходных данных, подобная той, которая применяется при построении интервального вариационного ряда, приводит к частичной потере информации. Современная вычислительная техника позволяет проводить обработку данных, исходя непосредственно из простого вариационного ряда при любом объёме выборки. Использовать интервальный вариационный ряд рационально тогда, когда этого требует сам метод обработки экспериментальных данных.
Числовые характеристики случайных величин, найденные на основе экспериментальных данных, являются точечными оценками этих характеристик или эмпирическими характеристиками. Для интервального вариационного ряда формулы будут иметь такую же структуру, но
вместо непосредственных измерений, в ней задействованы середины частичных интервалов. Эмпирическое математическое ожидание случайной величины совпадает с первым  начальным моментом, а её эмпирическая дисперсия - со вторым центральным моментом. Формулы, определяющие основные характеристики случайной величины, также сохраняют свою структуру. В них достаточно заменить теоретические моменты на эмпирические.
Кратко,метод нахождения оценок предполагает задание структуры оценки с точностью до неизвестных параметров, которые определяются
из условия минимума ее дисперсии. Точечные оценки оценивают неизвестное значение параметра одним числом. Недостатком точечных оценок является то, что в них не указывается точность оценки параметра при выборках конечного объёма. Можно лишь сказать, что при объеме выборки n оценки параметров сводятся по вероятности к истинным значениям этих параметров. Иногда удобнее оценивать значение параметра с помощью интервала, в который это значение попадает с определённой вероятностью.
Границы доверительной области и их форма определяются, прежде всего, видом закона распределения.
Установление доверительного интервала не означает того факта, что неизвестный параметр принадлежит этому интервалу. Можно лишь утверждать, что с вероятностью γ этот параметр находится внутри интервала. При этом, разумеется, с вероятностью 1 –γ данный параметр находится вне этого интервала. Доверительную вероятность γ выбирают достаточно боль-
шой (γ= 0,9…0,99). Следует иметь в виду, что при увеличении доверительной вероятности увеличивается длина доверительного интервала. Таким образом, при выборе значения доверительной вероятности следует придерживаться разумного компромисса. Если есть необходимость повысить доверительную вероятность при сохранении длины доверительного интервала, то нужно увеличить объём выборки.
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ПРИЛОЖЕНИЕ П1.
Варианты заданий, предлагаемые для практического решения выборочным методом

	Вариант 1
Из генеральной совокупности извлечена выборка
объемом  n=50.  Найти несмещенную оценку генеральной средней.
	Вариант 2
Найти выборочную среднюю по данному распределению выборки объема n=20

	xi
	2
	5
	7
	10
	12
	xi
	2560
	2600
	2620
	2650
	2700

	ni
	13
	10
	8
	13
	6
	ni
	2
	3
	10
	4
	1

	Вариант 3
Найти исправленную выборочную дисперсию по данному распределению выборки объема n=20 
	Вариант 4
Найти исправленную выборочную дисперсию по данному распределению выборки объема n=10

	xi
	0,1
	0,5
	0,7
	0,8
	0,9
	xi
	23,5
	26,1
	27,8
	28,2
	30,4

	ni
	5
	10
	3
	1
	1
	ni
	2
	3
	3
	1
	1

		γ
	0,95

	σ
	2

	δ
	0,2


Вариант 6
Для случайной нормально распреде-ленной величины с известной дисперсией  определить объем выборки из приведенных условий
	Вариант 6
	γ
	0,9

	σ2
	16

	δ
	0,2


 Для случайной нормально распреде-ленной величины с известной дисперсией  определить объем выборки из приведенных условий

	Вариант 7
По приведенным значениям замеров объекта со средней квадратической погрешностью σ=0,05 построить доверительный интервал истинного значения с доверительной вероятностью γ=0,95

	Вариант 8
По приведенным значениям замеров объекта при неизвестной средней квадратической погрешности построить доверительный интервал истинного значения с доверительной вероятностью γ=0,95


	5,25
	5,23
	5,27
	5,29
	5,28
	5,31
	5,22
	5,26
	5,25
	5,23
	5,27
	5,29
	5,28
	5,31
	5,22
	5,26

	5,23
	5,26
	5,24
	5,26
	5,25
	5,24
	5,25
	5,21
	5,23
	5,26
	5,24
	5,26
	5,25
	5,24
	5,25
	5,21

	Вариант 9
Математическое ожидание и среднее квадратичес-кое отклонение нормально распределенной случай-ной величины ξ соответственно равны 8 и 3.
Найти вероятность того, что в результате испыта-ния ξ примет значение из интервала (5; 17).
	Вариант 10
Случайная величина ξ распределена нормально с математическим ожиданием 30. Вероятность попадания в интервал (40; 50) равна 0,15. Найти
вероятность попадания ξ в интервал (10; 20)

	Вариант 11
Случайные ошибки измерения подчинены нормаль-ному закону со средним квадратическимотклоне-нием 10 мм. Систематическая ошибка измеритель-ного прибора отсутствует. Найти вероятность того, что в четырех независимых измерениях ошибка хотя бы один раз будет в интервале (0; 4)
	Вариант 12
Три независимых измерения производят прибором, имеющим систематическую ошибку 2 мм и дисперсию 16 мм2 . Найти вероятность того, что
хотя бы одно измеренное значение будет отклоняться от истинного не более, чем на 6 мм.

	Вариант 13
Случайная величина – отклонение размера детали от номинала – распределена по нормальному закону с математическим ожиданиемm = 0 и дисперсией
σ2= 25 мм2 . Каким должен быть допуск, чтобы с вероятностью 0,8385 получилась деталь, имеющая размер в поле допуска?
	Вариант 14
Автомат изготовляет детали-валики с допуском диаметра не более 2 мм. Случайные отклонения нормально распределены с математическим ожиданием, равным нулю и средним квадратическим отклонением,равным 1,6 мм. Сколько процентов стандартных деталей-валиков изготовляет автомат?





ПРИЛОЖЕНИЕ П2.
Таблица значений интегральной функции Лапласа  

	t
	Ф(t)
	t
	Ф(t)
	t
	Ф(t)
	t
	Ф(t)
	t
	Ф(t)
	t
	Ф(t)

	0,00
	0,00000
	0,50
	0,19146
	1,00
	0,34134
	1,50
	0,43319
	2,00
	0,47725
	3,00
	0,49865

	0,01
	0,00399
	0,51
	0,19497
	1,01
	0,34375
	1,51
	0,43448
	2,02
	0,47831
	3,05
	0,49886

	0,02
	0,00798
	0,52
	0,19847
	1,02
	0,34614
	1,52
	0,43574
	2,04
	0,47932
	3,10
	0,49903

	0,03
	0,01197
	0,53
	0,20194
	1,03
	0,34849
	1,53
	0,43699
	2,06
	0,48030
	3,15
	0,49918

	0,04
	0,01595
	0,54
	0,20540
	1,04
	0,35083
	1,54
	0,43822
	2,08
	0,48124
	3,20
	0,49931

	0,05
	0,01994
	0,55
	0,20884
	1,05
	0,35314
	1,55
	0,43943
	2,10
	0,48214
	3,25
	0,49942

	0,06
	0,02392
	0,56
	0,21226
	1,06
	0,35543
	1,56
	0,44062
	2,12
	0,48300
	3,30
	0,49952

	0,07
	0,02790
	0,57
	0,21566
	1,07
	0,35769
	1,57
	0,44179
	2,14
	0,48382
	3,35
	0,49960

	0,08
	0,03188
	0,58
	0,21904
	1,08
	0,35993
	1,58
	0,44295
	2,16
	0,48461
	3,40
	0,49966

	0,09
	0,03586
	0,59
	0,22240
	1,09
	0,36214
	1,59
	0,44408
	2,18
	0,48537
	3,45
	0,49972

	0,10
	0,03983
	0,60
	0,22575
	1,10
	0,36433
	1,60
	0,44520
	2,20
	0,48610
	3,50
	0,49977

	0,11
	0,04380
	0,61
	0,22907
	1,11
	0,36650
	1,61
	0,44630
	2,22
	0,48679
	3,55
	0,49981

	0,12
	0,04776
	0,62
	0,23237
	1,12
	0,36864
	1,62
	0,44738
	2,24
	0,48745
	3,60
	0,49984

	0,13
	0,05172
	0,63
	0,23565
	1,13
	0,37076
	1,63
	0,44845
	2,26
	0,48809
	3,65
	0,49987

	0,14
	0,05567
	0,64
	0,23891
	1,14
	0,37286
	1,64
	0,44950
	2,28
	0,48870
	3,70
	0,49989

	0,15
	0,05962
	0,65
	0,24215
	1,15
	0,37493
	1,65
	0,45053
	2,30
	0,48928
	3,75
	0,49991

	0,16
	0,06356
	0,66
	0,24537
	1,16
	0,37698
	1,66
	0,45154
	2,32
	0,48983
	3,80
	0,49993

	0,17
	0,06749
	0,67
	0,24857
	1,17
	0,37900
	1,67
	0,45254
	2,34
	0,49036
	3,85
	0,49994

	0,18
	0,07142
	0,68
	0,25175
	1,18
	0,38100
	1,68
	0,45352
	2,36
	0,49086
	3,90
	0,49995

	0,19
	0,07535
	0,69
	0,25490
	1,19
	0,38298
	1,69
	0,45449
	2,38
	0,49134
	3,95
	0,49996

	0,20
	0,07926
	0,70
	0,25804
	1,20
	0,38493
	1,70
	0,45543
	2,40
	0,49180
	4,00
	0,49997

	0,21
	0,08317
	0,71
	0,26115
	1,21
	0,38686
	1,71
	0,45637
	2,42
	0,49224
	4,05
	0,49997

	0,22
	0,08706
	0,72
	0,26424
	1,22
	0,38877
	1,72
	0,45728
	2,44
	0,49266
	4,10
	0,49998

	0,23
	0,09095
	0,73
	0,26730
	1,23
	0,39065
	1,73
	0,45818
	2,46
	0,49305
	4,15
	0,49998

	0,24
	0,09483
	0,74
	0,27035
	1,24
	0,39251
	1,74
	0,45907
	2,48
	0,49343
	4,20
	0,49999

	0,25
	0,09871
	0,75
	0,27337
	1,25
	0,39435
	1,75
	0,45994
	2,50
	0,49379
	4,25
	0,49999

	0,26
	0,10257
	0,76
	0,27637
	1,26
	0,39617
	1,76
	0,46080
	2,52
	0,49413
	4,30
	0,49999

	0,27
	0,10642
	0,77
	0,27935
	1,27
	0,39796
	1,77
	0,46164
	2,54
	0,49446
	4,35
	0,49999

	0,28
	0,11026
	0,78
	0,28230
	1,28
	0,39973
	1,78
	0,46246
	2,56
	0,49477
	4,40
	0,49999

	0,29
	0,11409
	0,79
	0,28524
	1,29
	0,40147
	1,79
	0,46327
	2,58
	0,49506
	4,45
	0,50000

	0,30
	0,11791
	0,80
	0,28814
	1,30
	0,40320
	1,80
	0,46407
	2,60
	0,49534
	4,50
	0,50000

	0,31
	0,12172
	0,81
	0,29103
	1,31
	0,40490
	1,81
	0,46485
	2,62
	0,49560
	4,55
	0,50000

	0,32
	0,12552
	0,82
	0,29389
	1,32
	0,40658
	1,82
	0,46562
	2,64
	0,49585
	4,60
	0,50000

	0,33
	0,12930
	0,83
	0,29673
	1,33
	0,40824
	1,83
	0,46638
	2,66
	0,49609
	4,65
	0,50000

	0,34
	0,13307
	0,84
	0,29955
	1,34
	0,40988
	1,84
	0,46712
	2,68
	0,49632
	4,70
	0,50000

	0,35
	0,13683
	0,85
	0,30234
	1,35
	0,41149
	1,85
	0,46784
	2,70
	0,49653
	4,75
	0,50000

	0,36
	0,14058
	0,86
	0,30511
	1,36
	0,41309
	1,86
	0,46856
	2,72
	0,49674
	4,80
	0,50000

	0,37
	0,14431
	0,87
	0,30785
	1,37
	0,41466
	1,87
	0,46926
	2,74
	0,49693
	4,85
	0,50000

	0,38
	0,14803
	0,88
	0,31057
	1,38
	0,41621
	1,88
	0,46995
	2,76
	0,49711
	4,90
	0,50000

	0,39
	0,15173
	0,89
	0,31327
	1,39
	0,41774
	1,89
	0,47062
	2,78
	0,49728
	4,95
	0,50000

	0,40
	0,15542
	0,90
	0,31594
	1,40
	0,41924
	1,90
	0,47128
	2,80
	0,49744
	5,00
	0,50000

	0,41
	0,15910
	0,91
	0,31859
	1,41
	0,42073
	1,91
	0,47193
	2,82
	0,49760
	 
	 

	0,42
	0,16276
	0,92
	0,32121
	1,42
	0,42220
	1,92
	0,47257
	2,84
	0,49774
	 
	 

	0,43
	0,16640
	0,93
	0,32381
	1,43
	0,42364
	1,93
	0,47320
	2,86
	0,49788
	 
	 

	0,44
	0,17003
	0,94
	0,32639
	1,44
	0,42507
	1,94
	0,47381
	2,88
	0,49801
	 
	 

	0,45
	0,17364
	0,95
	0,32894
	1,45
	0,42647
	1,95
	0,47441
	2,90
	0,49813
	 
	 

	0,46
	0,17724
	0,96
	0,33147
	1,46
	0,42785
	1,96
	0,47500
	2,92
	0,49825
	 
	 

	0,47
	0,18082
	0,97
	0,33398
	1,47
	0,42922
	1,97
	0,47558
	2,94
	0,49836
	 
	 

	0,48
	0,18439
	0,98
	0,33646
	1,48
	0,43056
	1,98
	0,47615
	2,96
	0,49846
	 
	 

	0,49
	0,18793
	0,99
	0,33891
	1,49
	0,43189
	1,99
	0,47670
	2,98
	0,49856
	 
	 





ПРИЛОЖЕНИЕ П3.
Критические точки распределения Стьюдента

	Число степеней свободы f
	Уровень значимости α (двусторонняя критическая область)

	
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01
	0,001

	1
	6,3138
	12,7062
	31,8205
	63,6567
	636,6192

	2
	2,9200
	4,3027
	6,9646
	9,9248
	31,5991

	3
	2,3534
	3,1824
	4,5407
	5,8409
	12,924

	4
	2,1318
	2,7764
	3,7469
	4,6041
	8,6103

	5
	2,0150
	2,5706
	3,3649
	4,0321
	6,8688

	6
	1,9432
	2,4469
	3,1427
	3,7074
	5,9588

	7
	1,8946
	2,3646
	2,9980
	3,4995
	5,4079

	8
	1,8595
	2,3060
	2,8965
	3,3554
	5,0413

	9
	1,8331
	2,2622
	2,8214
	3,2498
	4,7809

	10
	1,8125
	2,2281
	2,7638
	3,1693
	4,5869

	11
	1,7959
	2,2010
	2,7181
	3,1058
	4,4370

	12
	1,7823
	2,1788
	2,6810
	3,0545
	4,3178

	13
	1,7709
	2,1604
	2,6503
	3,0123
	4,2208

	14
	1,7613
	2,1448
	2,6245
	2,9768
	4,1405

	15
	1,7531
	2,1314
	2,6025
	2,9467
	4,0728

	16
	1,7459
	2,1199
	2,5835
	2,9208
	4,0150

	17
	1,7396
	2,1098
	2,5669
	2,8982
	3,9651

	18
	1,7341
	2,1009
	2,5524
	2,8784
	3,9216

	19
	1,7291
	2,0930
	2,5395
	2,8609
	3,8834

	20
	1,7247
	2,0860
	2,5280
	2,8453
	3,8495

	21
	1,7207
	2,0796
	2,5176
	2,8314
	3,8193

	22
	1,7171
	2,0739
	2,5083
	2,8188
	3,7921

	23
	1,7139
	2,0687
	2,4999
	2,8073
	3,7676

	24
	1,7109
	2,0639
	2,4922
	2,7969
	3,7454

	25
	1,7081
	2,0595
	2,4851
	2,7874
	3,7251

	26
	1,7056
	2,0555
	2,4786
	2,7787
	3,7066

	27
	1,7033
	2,0518
	2,4727
	2,7707
	3,6896

	28
	1,7011
	2,0484
	2,4671
	2,7633
	3,6739

	29
	1,6991
	2,0452
	2,4620
	2,7564
	3,6594

	30
	1,6973
	2,0423
	2,4573
	2,7500
	3,6460

	35
	1,6896
	2,0301
	2,4377
	2,7238
	3,5911

	40
	1,6839
	2,0211
	2,4233
	2,7045
	3,5510

	45
	1,6794
	2,0141
	2,4121
	2,6896
	3,5203

	50
	1,6759
	2,0086
	2,4033
	2,6778
	3,4960

	55
	1,6730
	2,004
	2,3961
	2,6682
	3,4764

	60
	1,6706
	2,0003
	2,3901
	2,6603
	3,4602

	70
	1,6669
	1,9944
	2,3808
	2,6479
	3,4350

	80
	1,6641
	1,9901
	2,3739
	2,6387
	3,4163

	90
	1,6620
	1,9867
	2,3685
	2,6316
	3,4019

	100
	1,6602
	1,9840
	2,3642
	2,6259
	3,3905

	110
	1,6588
	1,9818
	2,3607
	2,6213
	3,3812

	120
	1,6577
	1,9799
	2,3578
	2,6174
	3,3735

	∞
	1,6448
	1,9600
	2,3263
	2,5758
	3,2905

	Число степеней свободы f
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	0,0005

	
	Уровень значимости α (односторонняя критическая область)


Рекомендации по пользованию таблицами П2 и П3.

Распределение Стьюдента (t-распределение)
Форма распределения Стьюдента зависит от числа степеней свободы. Например, критическое значение, соответствующее вероятности 0,05 t-распределения с 6 степенями свободы, находится на пересечении столбца 0.05 и строки 6: t(0.05,6) = 1,9432. Распределение Стьюдента используется при проверке статистических гипотез при небольшом объёме выборки.
Функция Лапласа.
t-аргумент функции Лапласа. Для отрицательных значений Ф(-t)=-Ф(t). 
 Для t>5  Ф(t)=0,5. По своему логическому содержанию функция Лапласа Ф(t) близка к интегральной функции нормального распределения F(t), их взаимосвязь: Ф(t) = F(t) - 0,5



ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №5
1 ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ПРАКТИЧЕСКОГО ЗАНЯТИЯ

 В предыдущих занятиях было показано, что часто в машиностроении, результаты эксперимента можно оценить наиболее полно, если их распределение является нормальным. Поэтому исключительно важную роль при их обработке и анализе играет проверка на нормальность распределения. Эта задача представляет собой частный случай более общей проблемы, заключающейся в подборе теоретической функции распределения, в некотором смысле наилучшим образом согласующейся с опытными данными. Анализу, результаты которого распространяем на всю генеральную совокупность, подвергаются реализации составляющие выборку [1]. Если объем выборки значительный, то сходимость по вероятности будет увеличиваться, но вычисления становятся громоздкими, чем и объясняется необходимость систематизации элементов выборки в группы по определенному принципу. Для этого исследуемый диапазон, содержащий все множество рассматриваемых элементов, разбивается на непересекающиеся интервалы. Совокупность интервалов (разрядов) и соответствующих частот упорядоченных элементов выборки называют группированным статистическим рядом распределения.
	Ряды распределения изучают структуру генеральной совокупности, позволяют изучить ее однородность, размах и границы. В данном занятии атрибутивные ряды, образованные по качественным признакам, не рассматриваются. При группировке  реализаций по количественному признаку, имеющему числовое выражение, формируются вариационные ряды распределения. По строению вариационные ряды делятся на: дискретные (прерывные), основанные на прерывных вариациях признака, где его значения у элементов (вариант) имеют целочисленные значения (т. е. не могут быть дробными); и интервальные (непрерывные) которые допускают любые, в том числе и дробные количественные выражения, описываемые в виде интервалов. Непрерывные признаки могут отличаться один от другого на сколь угодно малую величину. 
Целью настоящего практического занятия является обучение студентов практическим навыкам по применению вариационных рядов при обработке эмпирических данных эксперимента для определения характера распределения. Для этого показано использование параметров локальной и кумулятивной (накопленной) частоты, частости, относительной и абсолютной плотности распределения. Для наглядного представления о форме плотности распределения случайной величины используется полигон и гистограмма распределения, которые строятся на базе интервального вариационного ряда, исключающего анормальные результаты. 
На занятии приводятся основные понятия и подходы графоаналитической обработки эмпирических данных и примеры их использования при решении конкретных задач, даны пояснения отдельных наиболее сложных моментов, стоящих на пути исследователя при анализе экспериментальной информации. Студенты приобретают навыки обработки результатов наблюдений, проверки их на анормальность и определения характера статистического распределения реализаций путем построения полигона и гистограммы частот с использованием различных вариационных рядов. Для этого необходимо:
- изучить методику исключения анормальных результатов из исследуемой базы данных эксперимента при различных исходных условиях его реализации;
- овладеть приемами построения вариационных рядов и основных графиков статистического распределения;
- рассмотреть практические примеры по проверке характера распределения и построению гистограммы и полигона частот контролируемого признака.


2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ ОБРАБОТКИ ОПЫТНЫХ ДАННЫХ ВАРИАЦИОННЫМИ РЯДАМИ.

Ранее мы рассматривали точечные оценки распределения случайной величины, т.е. единственные числовые величины. Для их получения использовали методы максимального правдоподобия, наименьших квадратов, моментов и квантилей. Она информативна и состоятельна при значительном объеме выборки, принадлежащей исследуемой генеральной совокупности. Но при незначительных объемах точечные оценки могут значительно отличаться от истинных значений параметров, что приводит к ошибкам их использования. Альтернативным является интервальный метод оценивания параметров, позволяющий добиться лучших результатов. О нем упоминалось в процессе изучения темы о выборочном исследовании эмпирических законов распределения вероятностей [4]. Целесообразность умения его использования несомненна, формированию которой и посвящена тема настоящих практических занятий.

2.1. ОЦЕНКА ФУНКЦИИ И ПЛОТНОСТИ СТАТИСТИЧЕСКОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ.

Интервальный метод оценивания параметров распределения случайных величин заключается в определении интервала (а не единичного значения), в котором с заданной степенью достоверности будет заключено значение оцениваемого параметра. Интервальная оценка характеризуется двумя числами – концами интервала, внутри которого предположительно находится истинное значение параметра. Иначе говоря, вместо отдельной точки для оцениваемого параметра можно установить интервал значений, одна из точек которого является своего рода "лучшей" оценкой. Интервальные оценки являются более полными и надежными по сравнению с точечными, они применяются как для больших, так и для малых выборок. Совокупность методов определения промежутка, в котором заключено истинное значение исследуемого параметра, получила название методов интервального оценивания. К их числу принадлежит, например, метод Неймана.
Задача интервального оценивания заключается в определении с требуемой доверительной вероятностью  нижней и верхней границ частичного интервала, перекрывающего неизвестное истинное скалярное значение контролируемого параметра. Исходная информация представлена элементами  репрезентативной выборки фиксированного объема  из совокупности дискретной или непрерывной случайной величины. Идентификатор в этом случае  несет информацию о порядковом номере частичного интервала (группы) или варианты (для дискретной величины). Совокупность всех возможных упорядоченных частичных интервалов варьирования значений  дискретной случайной величины или  вероятностей непрерывного признака с соответствующими им частотами или частостями, образуют вариационные ряды распределения.
Следовательно, если простую выборку  упорядочить по неубыванию (1), разбить весь интервал варьирования наблюдаемых значений на ряд частичных интервалов и для каждого из них указать частоту попадания в него
	
	(1)


контролируемой случайной величины, получим интервальный вариационный ряд. Статистическим, дискретным вариационным рядом (для дискретной случайной величины) будем считать также ранжированный ряд опытных данных с указанием абсолютной или относительной частоты, но для каждого неповторяющегося элемента (варианты). В пределах варианты значения ранжированных элементов одинаковы. Ранг наблюдения в данном случае представляет собой порядковый номер элемента в вариационном ряду. Если таких элементов много, то и для анализа дискретных величин целесообразно использовать интервальные вариационные ряды. 
Количество частичных интервалов k, устанавливается целями эксперимента и может быть определено по формуле Старжесса (2) или по таблице 1
	
	(2)


где:  - объем выборки, или общее число элементов (вариантов) всего интервала в пределах размаха варьирования R.
Табл.1
	Объем 
выборки, n
	25-40
	40-60
	60-100
	100-200
	Больше
200

	Число 
интервалов, k
	5-6
	6-8
	7-10
	8-12
	10-15



Размах варьирования R и ширина каждого частичного интервала h определяются по зависимостям (3)
	 ; 
	(3)


где:  и  – максимальная и минимальная варианты ряда.
Границы частичных интервалов формируются из условий (4)
	; ; 
	(4)


где:  – нижняя граница первого частичного интервала, середина которого соответствует варианте ;  – границы промежуточных частичных интервалов.
Очевидно, что построение интервального ряда заканчивается, когда граница размаха превышает максимальную варианту. В соответствии с полученной шкалой группируются элементы, покрываемые каждым частичным интервалом, и определяются их абсолютные частоты . Число, показывающее, сколько раз встречается соответствующий элемент в частичном интервале, называют интервальной частотой (абсолютной частотой или весом). При этом в интервал включают значения случайной величины, большие или равные нижней границе и меньшие верхней границы интервала. Сумма всех частот ряда  - объем выборки. Численность отдельной варианты сгруппированного ряда  называется абсолютной частотой варианты или ее весом. Отношение частоты варианты к общей сумме частот всех вариант (объему выборки) формула (5), называют относительной частотой или частостью варианты  или интервальной относительной частотой (интервальной частостью) соответственно
	
	(5)


где:  – абсолютная частота появления элемента  ;  - объем выборки.
Если вариационный ряд имеет неравные интервалы h, то частоты в отдельных интервалах не сопоставимы, т. к. зависят от  их ширины. В этих случаях рассчитывают плотность распределения, которая дает правильное представление о характере распределения элементов исследуемой совокупности, так как является ее производной. Плотность частоты распределения φ(x) или плотность вероятности (для непрерывной случайной величины), в свою очередь, бывает абсолютной и относительной. Абсолютная плотность распределения – отношение частоты к ширине интервала, а относительная – отношение частости к этой ширине h

	 ;          
	(6)


Используя формулы (6), как дискретные так и непрерывные случайные величины могут быть описаны функцией распределения . Она представляет собой неубывающую функцию, существующую на всей числовой оси со скачкообразным изменением в точках вариант . Величина скачкообразного изменения функции распределения равна относительной частоте . Так как сумма абсолютных частот рассматриваемых элементов (вариант) равна объему выборки, то алгебраическая сумма их относительных частот будет равна единице (7). Данное условие используется для проверки правильности формирования интервального вариационного ряда
	
	(7)


Используемую терминологию наглядно можно представить посредством графической интерпретации распределения непрерывной случайной величины (рис.1).
[image: ]
Рис.1. Плотность распределения или вероятности случайной величины.
Она в буквальном смысле характеризует кривую распределения, линейную плотность масс по оси абсцисс и отображает закон распределения. Для дискретной случайной величины функция распределения не плавная, а ступенчатая. 
Рассмотрим непрерывную случайную величину xс плотностью распределения φ(x) и элементарный участок , примыкающий к этой точке. Вероятность попадания случайной величины x на этот элементарный участок (с точностью до бесконечно малых высшего порядка) равна  . Величина  называется элементом вероятности. Геометрически это есть площадь элементарного прямоугольника, опирающегося на отрезок  . Если участок dx  будет не бесконечно малым , а будет иметь реальные границы a и b, то выражая через плотность распределения вероятность попадания на него величины x мы перейдем к сумме элементов вероятности на этом отрезке, или к определенному интегралу (8)
	
	(8)


Геометрически вероятность попадания величины xна участок (a,b) равна площади кривой распределения, опирающейся на этот участок (рис. 1). Формула (6) выражает плотность распределения через функцию распределения. Зададимся обратной задачей: выразить функцию распределения через плотность. По определению (8) для какой то точки при  получим  .
Т.е. F(x)есть не что иное, как площадь кривой распределения, лежащая левее точки x(рис. 1). Исходя из (7) можно говорить, что свойства плотности распределения характеризуют расположение кривой распределения выше оси абсцисс, и равенство единице полной площади фигуры ограниченной ими.
В том случае если плотность распределения (вероятности) определяется формулой (9), то контролируемая случайная величина распределена по нормальному закону или закону Гаусса
	
	(9)



где: параметр M – математическое ожидание распределения;  – дисперсия распределения.
Таким образом, одномерное нормальное распределение является двухпараметрическим семейством распределений (рис.2). В зависимости от значений параметров распределения меняется и конфигурация графиков отображающих их количественные характеристики. При дисперсии  и математическом ожидании  представлено стандартное нормальное распределение без эксцессов и асимметрии. Нормальное распределение часто встречается в машиностроении. Случайные величины, характеризующие большинство качественных и эксплуатационных показателей производства хорошо моделируются нормальным распределением. Это, например, точность изготовления изделий при их механической обработке и сборке, вид и качество поверхностей сопряжения, стойкость инструмен-
а)	
[image: ]
б)
[image: ]
Рис.2. Графики нормального распределения непрерывной случайной величины: а) - плотности вероятности; б) – функции распределения
тальных наладок, устойчивость технологических процессов и т.д. Такое широкое распространение этого распределения связано с тем, что оно является бесконечно делимым непрерывным распределением с конечной дисперсией. Поэтому к нему в пределе приближаются некоторые другие, например, биномиальное и Пуассоновское распределения. Этим распределением моделируются многие не детерминированные физические процессы. 
2.2. ПРОВЕРКА РЕЗУЛЬТАТОВ НАБЛЮДЕНИЙ НА АНОРМАЛЬНОСТЬ.

В соответствии со стандартом СТ СЭВ 545-77 анормальным называется результат наблюдения, который по причинам случайного нарушения нормальных условий или грубых ошибок контроля резко отклоняется  от группы результатов наблюдений, которые называются нормальными. При этом следует иметь в виду, что резко отклоняющийся результат мог принадлежать той же генеральной совокупности, что и остальные результаты наблюдений, но вероятность его появления мала. В этом случае исключение такого результата приведет к ошибке расчетов. Особенно остро ставится вопрос об устранении грубых погрешностей при обработке уже имеющегося материала, когда невозможно учесть все обстоятельства, при которых проводился эксперимент и проведение параллельных опытов исключено. В этом случае приходится прибегать к чисто статистическим методам - проверки статистических гипотез. Проверяемая гипотеза состоит в утверждении, что результат наблюдения не содержит грубой погрешности, т.е. является одним из значений случайной величины ξ с законом распределения . Алгоритм принятия решения выглядит следующим образом. 
Производим ранжирование выборочных результатов наблюдения, используя формулу (1) и подсчитываем выборочные среднее  и среднеквадратическое отклонение S по зависимостям (10). 

	 ;       
	(10)


Тем самым мы определяем оценки математического ожидания M и дисперсии   генеральной совокупности изначально неизвестные экспериментатору. Сомнительным может быть в первую очередь лишь наибольший или наименьший из результатов наблюдений. Чтобы оценить принадлежность  или  к данной нормальной совокупности и принять решение об исключении или оставлении  () в составе выборки, находим по формулам (11) отклонение 

	  или  
	(11)


Результат сравнивают с величиной b, взятой из ГОСТ 11.002-73 (таблица 1 приложения П2)  для численного значения  n - объема выборки и принятого уровня значимости . Предельные значения параметра b для рассматриваемой комбинации  параметров дисперсии и математического ожидания генеральной совокупности, как неизвестных величин, определим из зависимостей (12 и 13).
	  или  
	(12)



	  при k=1,n
	(13)


*вероятность того, что отклонение  , посчитанное по формуле (11) будет больше порогового параметра b.
 Если , то сомнительный результат анормальный и может быть исключен, в противном случае его считают нормальным и не исключают. При объеме выборки 
 целесообразно пользоваться для нахождения числового значения b таблицей 2 приложения П2.
При решении практических задач приходится иногда сталкиваться с ситуацией, когда из большой предшествующей практики известно значение генерального среднего M (математического ожидания) и среднего квадратического отклонения σ (дисперсии) распределения, распространяемого на данные эксперимента. В этом случае зависимости (11,12) перепишутся, с заменой оценок параметров нормального распределения на значения самих действительных параметров (14,15). 
	  или  
	(14)



	  или  
	(15)


Полученное значение  сравнивают с предельным значением параметра b, взятым из таблицы для заданного уровня значимости α. Принцип определения порогового параметра b при формировании таблицы его значений основывается на предположении возможного выхода за его границы хотя бы одного из отклонений  с установленной вероятностью α  или уровнем значимости   (16)
	
	(16)


В остальном алгоритм оценки принадлежности   или  к рассматриваемой нормальной совокупности и принятия решения об исключении или оставлении этих элементов в составе результатов наблюдений для рассматриваемой комбинации исходных условий аналогичен предыдущему.

2.3. ГРАФОАНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД АНАЛИЗА ДАННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТА. ПОЛИГОН И ГИСТОГРАММА ЧАСТОТ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КОНТРОЛИРУЕМОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ.
Выводы из предыдущих разделов позволяют говорить о необходимости исключения из рассмотрения наблюдений с погрешностями не оправданными условиями проведения эксперимента. В процессе анализа данных исследователь вправе отбросить резко отличающийся результат если есть возможность провести дублирующее испытание. Бездоказательное отбрасывание нетипичных результатов может привести к существенному искажению характеристик рассеивания случайной величины. Поэтому для наглядности принятия решений строят различные графики статистического распределения.
 По данным дискретного вариационного ряда строят полигон частот или относительных частот. Полигоном частот называют ломанную, отрезки которой соединяют точки вариант и соответствующих им абсолютных частот  ,..., . Полигоном относительных частот называют ломанную, отрезки которой соединяют точки ,...,  (рис.3а).
В случае непрерывного признака целесообразно строить гистограмму. 
Гистограммой частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы шириной h, а высоты равны плотности вероятностей распределения. Для построения гистограммы частот на оси абсцисс откладывают частичные интервалы, а над ними проводят отрезки, параллельные оси абсцисс на расстоянии, определяемом по зависимостям (6). Площадь i - го частичного прямоугольника равна  – абсолютной  частоте варианты i - го интервала; следовательно, площадь гистограммы частот равна сумме всех интервальных частот, т.е. объему выборки n. Гистограммой относительных частот (частостей) называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы шириной h, а высоты равны плотностям относительной частоты. Для построения гистограммы относительных частот на оси абсцисс откладывают частичные интервалы, а над ними проводят отрезки, параллельные оси абсцисс на расстоянии 
(рис. 3б). Площадь i - го частичного прямоугольника равна  - относительной частоте вариант попавших в i - й интервал. Следовательно, в соответствии с формулой (7) площадь гистограммы относительных частот равна сумме всех относительных частот, т.е. единице. 
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Рис.3. Графики частот распределения: а) - полигон; б) – гистограмма
При изображении равноинтервальных вариационных рядов проще по оси ординат откладывать интервальные частости. Но если частные интервалы имеют разные ширины, то высоты прямоугольников целесообразно отображать через плотности распределения.  Для графического представления вариационных рядов может использоваться также кумулята (кривая сумм)– ломаная линия, составленная по накопленным частотам (частостям). Накопленные частоты определяются путём последовательного суммирования частот по группам и показывают, сколько единиц совокупности имеют значения признака не больше, чем рассматриваемое значение. При построении кумуляты интервального вариационного ряда по оси абсцисс откладываются варианты ряда, а по оси ординат накопленные частоты, которые наносят на поле в виде перпендикуляров к оси абсцисс в верхних границах интервалов. Соединяя вершины отдельных ординат отрезками прямой, получаем ломаную линию, имеющую неубывающий вид (рис.4) 
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Рис. 4. Кумулятивная кривая распределения
Изображение вариационного ряда в виде кумуляты особенно эффективно для рядов, частоты которых выражены в процентах к сумме частот ряда, или же выражены частостями. Также использование кумулятивной кривой особенно удобно при проведении сравнений вариационных рядов.
При построении графиков рядов распределения целесообразно соблюдать соотношение масштабов по оси абсцисс и оси ординат, когда высота графика должна быть примерно в два раза меньше его основания.
Проведение эмпирического исследования вариационного ряда распределения предполагает определение и анализ следующих групп показателей: показатели положения центра распределения; показатели степени его однородности; показатели формы распределения. 
Ранее нами рассматривался такой параметр, определяющий центр группирования, как среднее арифметическое наблюдений . В зависимости от вида случайной величины (вида вариационного ряда распределения) расчет среднего арифметического осуществляется по формулам: для дискретного ряда  ; для интервального ряда  где:  – варианты наблюдений;  - частота варианты или интервальная частота;  - середина частичного интервала в равноинтервальном ряду. В отличие от средней арифметической, рассчитываемой на основе всех вариант, мода -  и медиана -  характеризуют значение центра распределения исходя из реализации, занимающей определенное положение в вариационном ряду. Me - значение наблюдения находящегося в середине ранжированного ряда и делящего совокупность на две равные по численности части. Mo– значение наблюдения с набольшей абсолютной частотой в ряду. Meи Moнаходятся по указанным определениям для дискретного вариационного ряда. Интервальные ряды, характерные для непрерывной случайной величины, накладывают некоторые особенности в определении Meи Mo. А именно, расчеты строятся на значении плотности вероятности распределения  :
	
	(17)


Это означает, что вероятность случайной величины x принять значение меньше медианы как и больше медианы точно такая же, а именно ½. Мода этой случайной величины будет равна наблюдению с наибольшей плотностью вероятности распределения (рис.1) Так как кривая распределения имеет один максимум, то она называется одномодальной. 
Определение числового значения моды предполагает нахождение модального интервала, т.е. того в котором находится наблюдение с наибольшей частотой. Внутри модального интервала значение моды вычисляется по формуле
	
	(18)


где:  – нижняя граница модального интервала;
h – ширина модального интервала;  , ,  - соответственно частоты модального, предмодального и постмодального интервалов.
Для расчета медианы в интервальных рядах по значениям накопленных частот находится интервал, содержащий центральное наблюдение, называемый медианным. Внутри этого интервала по формуле (19) находим Me:
	
	(19)


где:  – нижняя граница медианного интервала;
h – ширина медианного интервала;   – частота медианного интервала;  n – объем совокупности; ,  – накопленная частота предмедианного интервала.
В неравноинтервальных рядах при вычислении Moвместо абсолютной частоты  используется другая частотная характеристика – абсолютная плотностьраспределения . Тогда формула (18) примет вид:
	
	(20)


где: , ,  - соответственно абсолютные плотности распределения модального, предмодального и постмодального интервалов
Моду можно определить графически по полигону распределения в дискретных рядах, по гистограмме распределения – в интервальных, а медиану - по кумуляте. Для нахождения моды в интервальном ряду правую вершину модального прямоугольника нужно соединить с правым верхним углом предыдущего прямоугольника, а левую вершину – с левым верхним углом последующего прямоугольника. Абсцисса точки пересечения этих прямых и будет модой распределения.
Для графического определения медианы высоту наибольшей ординаты кумуляты (рис.4), соответствующей общей численности совокупности, делят пополам. Через полученную точку проводят прямую, параллельную оси абсцисс, до пересечения ее с кумулятой. Абсцисса этой точки пересечения и является медианой.
Другой важной задачей при определении общего характера распределения – это оценка степени его однородности. Однородность статистических совокупностей характеризуется величиной вариации (рассеяния) признака, т.е. несовпадением его значений у разных статистических единиц. Для измерения вариации в статистике используются абсолютные и относительные показатели. Выяснение общего характера распределения предполагает не только оценку степени его однородности, но и исследование формы распределения, т.е. оценку симметричности и эксцесса. Из математической статистики известно, что при увеличении объема статистической совокупности  и одновременного уменьшении интервала группировки  полигон либо гистограмма распределения все более и более приближается к некоторой плавной кривой, являющейся для указанных графиков пределом. Эта кривая называется эмпирической кривой распределения и представляет собой графическое изображение в виде непрерывной линии изменениячастот, функционально связанного с изменением вариант (рис.2а). В статистике различают следующие виды кривых распределения: одновершинные кривые;многовершинные кривые (рис.5в). Однородные совокупности описываются одновершинными распределениями. Многовершинность распределения свидетельствует о неоднородности изучаемой совокупности или о некачественном выполнении группировки.
Одновершинные кривые распределения делятся на симметричные, умеренно асимметричные и крайне асимметричные. Приведенные на рис.2 кривые распределений говорят об их симметричности, так как частоты любых двух вариант, равноотстоящих от центра, равны между собой. В таких распределениях . Для характеристики асимметрии используют коэффициенты асимметрии. Наиболее часто используются следующие из них коэффициент асимметрии Пирсона . В одновершинных распределениях величина этого показателя изменяется от -1 до +1. В симметричных распределениях As=0. При As>0 наблюдается правосторонняя асимметрия (рис. 5а). В распределениях с правосторонней асимметрией  . При As<0 – асимметрия отрицательная левосторонняя,  (рис. 5б).
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Рис.5. Кривые распределения: а) - с правосторонней асимметрией; б) – с левосторонней асимметрией; в) – двух модальная (многовершинная).

Чем ближе по модулю значение Asк 1, тем асимметрия существеннее: если  . то асимметрия считается незначительной; если  , то асимметрия умеренная; если  , то асимметрия значительная.
Коэффициент асимметрии Пирсона характеризует асимметрию только в центральной части распределения, поэтому более распространенным и более точным является коэффициент асимметрии, рассчитанный на основе центрального момента 3-его порядка и среднего квадратического отклонения третьей степени :
	  ; 
	(21)


Из (21) можно говорить, что центральным моментом любой степени называется сумма произведений отклонений текущего значения наблюдения от его среднего в интересующей степени на частость данного наблюдения. Это определение характерно для эмпирического распределения. Оценка уровня асимметрии определяется по зависимостям (22). И если приведенное неравенство выполняется, то асимметрия существенна.
	  ;  
	(22)


Для одновершинных распределений рассчитывается еще один показатель оценки его формы – эксцесс. Эксцессявляется показателемостровершинности распределения. Он рассчитывается для симметричных распределений на основе центрального момента 4-ого порядка :
	  ;  
	(23)


При симметричных распределениях Ех=0. Если Ех>0, то распределение относится к островершинным (рис.2а графики 2,4), а при Ех<0 – к плосковершинным (рис.2а график 4). Отсутствие As и  Exнаглядно отражается графиком 1 (рис.2а) нормально распределенной случайной величины. Формулы 21...23 приведены для ранжированных интервальных рядов. Для теоретического распределения в формулах (21,23) нужно заменить частость на вероятность  для дискретной случайной величины (24) или плотность вероятности  для непрерывной, формула (25):
	
	(24)



	
	(25)


Если частичные интервалы имеют разную ширину, то на оси ординат следует откладывать в произвольно выбранном масштабе значения плотности распределения (абсолютной или относительной). Таким образом, высоты прямоугольников, которые мы строим, должны равняться плотностям соответствующих интервалов.
 
3. ПРАКТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ПО ОЦЕНКЕ НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ИНТЕРВАЛЬНЫМИ И ДИСКРЕТНЫМИ ВАРИАЦИОННЫМИ РЯДАМИ И ИСКЛЮЧЕНИЮ АНОРМАЛЬНЫХ ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ.
Рассмотрим применение дискретного вариационного ряда.
Пример1.
В цехе механообработки проведена серия квартальных наблюдений за физической стойкостью режущего инструмента оснащенного неперетачиваемыми твердосплавными пластинами. Фиксировалось количество сколов режущих кромок или полной поломки пластины в день контроля. Результаты наблюдений 60 смен работы приведены в виде одномерного массива дискретной случайной величины x: 3; 1; 3; 1; 4; 2; 2; 4; 0; 3; 0; 2; 2; 0; 2; 1;4; 3; 3; 1; 4; 2; 2; 1; 1; 2; 1; 0; 3; 4; 1; 3; 2; 7; 2; 0; 0; 1; 3; 3; 1; 2; 4;2; 0; 2; 3; 1; 2; 5; 1; 1; 0; 1; 1; 2; 2; 1; 1; 5. Построить статистический вариационный ряд и полигон частот для его вариант.
Решение. Осуществим ранжирование опытных данных, располагая их в порядке неубывания, и сгруппируем так, чтобы в одной группе значения наблюдений были одинаковы. Из числового ряда видно, что все 60 значений случайной величины могут быть разбиты на семь групп, в пределах каждой из которых все значения случайной величины одинаковы. Таким образом, имеется семь вариант значений случайной величины:  Для каждой группы сгруппированного ряда определим абсолютные частоты вариантов , т.е. определим числа, которые показывают, сколько раз встречается соответствующая варианта вряде наблюдений. 
Далее, посчитаем частости вариантов  по формуле (4) и полученные результаты сведем в таблицу

	





	
	0 
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 
	7 

	
	8 
	17 
	16 
	10 
	6 
	2 
	1 

	
	0,133 
	0,283 
	0,267 
	0,167 
	0,1 
	0,033 
	0,017 


Приведенная таблица является дискретным (статистическим) вариационным рядом. В нем частость является, как бы, выборочным аналогом вероятности появления варианты анализируемой случайной величины. По данным дискретного вариационного ряда построим полигон абсолютных или относительных частот. Для построения полигона частот на оси абсцисс откладываем варианты xi, а на оси ординат - соответствующие им частоты mi. Точки ( xi; mi) соединяем отрезками прямых и получаем полигон частот. Построение полигона относительных частот аналогично, только на оси ординат откладываем - соответствующие вариантам относительные частоты pi. Точки ( xi; pi) соединяют отрезками прямых и получают полигон относительных частот (рис.1).
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Рис. Полигон частостей вариант случайной величины
В данной задаче ограничимся построением полигона относительных частот, т.к. приведенная его конфигурация (рис.1) уверено может быть отнесена и к полигону частот с разницей лишь численном эквиваленте ординат рассматриваемых вариант. Осуществим проверку распределения частостей вариант исходя из условия (6), т.е. 0,133+0,283+0,267+0,167+0,1+0,033+0,017=1 Расчет произведен правильно. 
Пример 2.
При контроле диаметров валов после токарной обработки получены следующие результаты (мм): 10,07; 10,1; 10,15; 10,16; 10,17; 10,2; 10,4; 10,13; 10,12; 10,08. Проверить на анормальность максимальное и минимальное значения контролируемого параметра.
Решение. Определим оценки генерального среднего и дисперсии случайной величины, используя формулы (10)
	



	  ,


Высчитаем значение отклонения  по зависимостям (11) для максимального и минимального наблюдений контролируемого параметра
	=2,5675 и  


Для наиболее часто принимаемой в машиностроении вероятности  и количестве элементов ряда  по таблице 1 приложения 2 найдем предельное численное значение параметра .  Сопоставив это табличное значение с ранее рассчитанными отклонениями, получим следующие неравенства  и . Они позволяют сделать вывод об исключении элемента  из базы наблюдений как анормального и оставлении в выборке элемента   на который распространяются условия нормального распределения. 

	Пример 3.
Для представленной выборки:11,3; 10,2; 13,9; 10,7; 11,8; 8,2; 12,4; 9,6; 13,1; 10,6; 6,3; 11,3; 10,2; 15,1; 10,5; 11,0; 15,1; 11,6; 10,4; 11,7 составить интервальный ряд распределения. Построить гистограмму распределения плотности относительных частот.
Решение. Запишем исходные данные в виде ранжированного ряда:
6,3;8,2;9,6;10,2;10,2;10,4;10,5;10,6;10,7;11,0;11,3;11,3;11,6;11,7;11,8;12,4;13,1;13,9; 15,1; 15,1. 
Диапазон изменения вариант  в выборке составляет 6–16. Размах варьирования  разобьем на несколько частичных интервалов. Ширину (шаг)  частичного интервала рассчитаем по формуле (3) приняв их количество  исходя из рекомендаций, приведенных в таблице 1. Возможен так же их рассчет kпо правилу (2) Старжесса. При этом следует иметь в виду, что чем меньше частичный интервал, тем точнее результаты. В нашем случае принимаем ширину частичных интервалов одинаковой и равной  . Получаем пять интервалов: первый с границами 6–8, второй 8–10, третий 10–12, четвертый 12–14, пятый 14–16.
Определим частоту попадания вариант выборки в каждый интервал.
В первый интервал попадает одно значение ряда: 6,3 , поэтому m1=1. Во второй интервал попадают два значения: 8,2 и 9,6 , поэтому m2=2. Аналогично находим m3=12, m4=3, m5=2.  Определим интервальные частости (относительные частоты попадания вариант выборки в каждый интервал) по формуле (5):
	


Проверимвычисленияпозависимости (7)
	


Следовательно, расчеты выполнены, верно.
Определим плотность относительных частот вариант как отношение относительной частоты (pi) к ширине интервала (h) используя зависимость (6):

Результаты выполненных расчетов сводим в таблицу.
Интервальный ряд распределения выборки, заданной по условиям задачи 
	Частичные интервалы (h)
	6 - 8
	8 - 10
	10 - 12
	12 - 14
	14 - 16

	Частоты вариант (mi)
	1
	2
	12
	3
	2

	Относительные частоты (pi)
	0,05
	0,1
	0,6
	0,15
	0,1

	Плотность относительных частот (φxi)
	0,025
	0,05
	0,3
	0,075
	0,05


 Построим гистограмму, показывающую зависимость плотности относительных частот от значения вариант. По горизонтальной оси наносим шкалу возможных значений вариант, по вертикальной оси – плотность относительных частот; величину относительной плотности считаем постоянной внутри соответствующего интервала. Получаем столбчатую диаграмму, называемую гистограммой распределения плотности относительных частот. 
	[image: ]
Рис. Гистограмма плотности относительных частот .
Пример 4.
 Задано распределение частот выборки объема n = 20: 
	xi
	2
	6
	12

	mi
	3
	10
	7


Написать распределение относительных частот. 
Решение. Найдем относительные частоты, для чего разделим частоты на объем выборки: 
p1 = 3/20 = 0,15; p2 = 10/20 = 0,50; p3 = 7/20 = 0,35. 
Напишем распределение относительных частот: 
	xi
	2
	6
	12

	pi
	0,15
	0,50
	0,35


Контроль: 0,15 + 0,50 + 0, 35 = 1. 

Пример 5.
При измерении диаметра валов после шлифовки получены следующие результаты:
6,75; 6,77; 6,77; 6,73; 6,76; 6,74; 6,70; 6,75; 6,71; 6,72; 6,77; 6,79; 6,71; 6,78; 
6,73; 6,70; 6,73; 6,77; 6,75; 6,74; 6,71; 6,70; 6,78; 6,76; 6,81; 6,69; 6,80; 6,80; 
6,77; 6,68; 6,74; 6,70; 6,70; 6,74; 6,77; 6,83; 6,76; 6,76; 6,82; 6,77; 6,71; 6,74; 
6,77; 6,75; 6,74; 6,75; 6,77; 6,72; 6,74; 6,80; 6,75; 6,80; 6,72; 6,78; 6,70; 6,75; 
6,78; 6,78; 6,76; 6,77; 6,74; 6,74; 6,77; 6,73; 6,74; 6,77; 6.74; 6,75; 6,74; 6,76; 
6,76; 6,74; 6,74; 6,74; 6,74; 6,76; 6,74; 6,72; 6,80; 6,76; 6,78; 6,73; 6,70; 6,76; 
6,76; 6,77; 6,75; 6,78; 6,72; 6,76; 6,78; 6,68; 6,75; 6,73; 6,82; 6,73; 6,80; 6,81; 
6,71; 6,82; 6,77; 6,80; 6,80; 6,70; 6,70; 6,82; 6,72; 6,69; 6,73; 6,76; 6,74; 6,77; 
6,72; 6,76; 6,78; 6,78; 6,73; 6,76; 6,80; 6,76; 6,72; 6,76; 6,76; 6,70; 6,73; 6,75; 
6,77; 6,77; 6,70; 6,81; 6,74; 6,73; 6,77; 6,74; 6,78; 6,69; 6,74; 6,71; 6,76; 6,76; 
6,77; 6,70; 6,81; 6,74; 6,74; 6,77; 6,75; 6,80; 6,74; 6,76; 6,77; 6,77; 6,81; 6,75; 
6,78; 6,73; 6,76; 6,76; 6,76; 6,77; 6,76; 6,80; 6,77; 6,74; 6,77; 6,72; 6,75; 6,76; 
6,77; 6,81; 6,76; 6,76; 6,76; 6,80; 6,74; 6,80; 6,74; 6,73; 6,75; 6,77; 6,74; 6,76; 
6,77; 6,77; 6,75; 6,76; 6,74; 6,82; 6,76; 6,73; 6,74; 6,75; 6,76; 6,72; 6,78; 6,72; 
6,76; 6,77; 6,75; 6,78.
Построить интервальный вариационный ряд и гистограмму его частот, определить моду и медиану распределения. 
Решение. Для построения интервального ряда необходимо определить величину частичных интервалов. Считая, что все частичные интервалы имеют одну и ту же ширину, для каждого интервала устанавливаем его верхнюю и нижнюю границы, а затем в соответствии с полученной упорядоченной совокупностью частичных интервалов сгруппируем результаты наблюдений. Длину частичного интервала h следует выбрать так, чтобы построенный ряд не был громоздким и в то же время позволял выявить характерные черты изменения значений случайной величины.Найдем размах варьирования R  и ширину частичных интервалов по зависимостям (3), а их количество k=10 по таблице 2
	 ; 



За начало первого частичного интервала и конечную границу последнего выбираем величины,  рассчитанные по формулам  (4)
	;
; 


Определим значения промежуточных интервалов, приняв ширину частичного интервала в пределах сотой доли миллиметра, что соответствует точности контроля
валов: ; ; ; ; ; ; ; ; 
Промежуточные интервалы получают прибавляя к концу предыдущего интервала ширину частичного интервала h=0,02. 
Теперь, просматривая результаты наблюдений, определяем, сколько их попало в каждый конкретный интервал, т.е. определяем абсолютные частоты mi. При этом в интервал включают значения случайной величины, большие или равные нижней границе и меньшие верхней границы. Затем рассчитаем интервальные частоты piи абсолютную  и относительную  плотности распределения случайной величины. Полученные результаты и представляют собой искомый интервальный вариационный ряд, отображенный в приведенной ниже таблице
		
	№ 
	
	
	
	
	

	1 
	6,67-6,69 
	2 
	0,01 
	100 
	0,5 

	2 
	6,69-6,71 
	15 
	0,075 
	750 
	3,75 

	3 
	6,71-6,73 
	17 
	0,085 
	850 
	4,25 

	4 
	6,73-6,75 
	44 
	0,22 
	2200 
	11 

	5 
	6,75-6,77 
	52 
	0,26 
	2600 
	13 

	6 
	6,77-6,79 
	44 
	0,22 
	2200 
	11 

	7 
	6,79-6,81 
	14 
	0,07 
	700 
	3,5 

	8 
	6,81-6,83 
	11 
	0,055 
	550 
	2,75 

	9 
	6,83-6,85 
	1 
	0,005 
	50 
	0,25 

	  
	∑
	200 
	1 
	  
	  



По данным данного интервального ряда можно построить гистограмму частот или гистограмму плотности относительных частот, последнюю и построим. 
Это ступенчатая фигура, состоящая из прямоугольников, основания которых - частичные интервалы, а высоты равны отношению частости к ширине частичного интервала (плотность частости). Гистограмма плотности частостей имеет вид: 
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Рис. Гистограмма плотности интервальных частостей.

Для гистограммы частот: площадь каждого прямоугольника равна частоте интервала, сумма площадей всех прямоугольников равна объему выборки. 
Для гистограммы частостей: площадь каждого прямоугольника равна частости интервала, сумма площадей всех прямоугольников равна 1. 
Определим моду для рассматриваемого интервального вариационного ряда приняв за модальный интервал №5 с интервальной частотой 52, наибольшей из рассматриваемых. Из формулы (18) для равноинтервального вариационного ряда
	


  находится в середине модального интервала, что объясняется структурой данного ряда распределения (частоты предмодального интервала и постмодального интервала равны).
Медианный интервал с 100-той реализацией приходится на интервал №5. Рассчитаем значение медианы по формуле (19)
	


Вычисленное значение показывает, что первые 100 валов после шлифовки имеют диаметр менее 6,758 мм, а оставшаяся сотня валов имеет диаметр больше медианы ряда.

Пример 6. 
При спекании пластин твердого сплава из титановольфрамового порошка от заполнения пресс-форм зависит однородность и хрупкость получаемого изделия, и  надежность его использования. Из партии пластин полученных автоматизированным дозированием, взято 200 на условиях случайной бесповторной выборки и проконтролирована их масса и определена плотность. Результаты замеров приведены в таблице: 


	Плотность материала(гр./см3)
	9,68
	9,69
	9,7
	9,71
	9,72
	9,73
	9,74
	9,75

	Число пластин
	2
	3
	12
	6
	11
	14
	30
	25



	Плотность материала(гр./см3)
	9,76
	9,77
	9,78
	9,79
	9,8
	9,81
	9,82
	9,83

	Число пластин
	27
	31
	14
	8
	5
	6
	5
	1



Требуется, используя критерий Пирсона при уровне значимости α=0,05 проверить гипотезу о том, что случайная величина x – вес – распределена по нормальному закону. Построить на одном графике гистограмму эмпирического распределения и соответствующую нормальную кривую. Составить дискретный и интервальный вариационный ряд и рассчитать его характеристики.
Решение. 
Вычислим взвешенное среднее выборочное для заданных эмпирических данных, образующих дискретный вариационный ряд



Значение исправленной эмпирической дисперсии определим по зависимости

Среднее квадратическое отклонение выборки равно 
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Рис. Распределение частот плотностей материала спекания пластин.
Представленное (рис.) частотное распределение дискретного вариационного ряда, т.е. соответствие абсолютных частот вариантам, отличается довольное большим разбросом значений относительно некоторой гипотетической «нормальной» кривой (рис.). В этом случае предпочтительно построить и анализировать интервальный вариационный ряд, объединяя частоты для плотностей материала, попадающих в соответствующие интервалы. Число интервальных групп  определим по формуле Старжесса (2):
	


Определим размах и ширину частичного интервала (3)
	 ; 


Составим интервальный вариационный ряд частот плотности материала
	k
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	xkгр/см3
	9,68-9,7
	9,7-9,72
	9,72-9,74
	9,74-9,76
	9,76-9,78
	9,78-9,8
	9,8-9,82
	9,82-9,84

	mk
	5
	18
	25
	55
	58
	22
	11
	6



Вычислим среднее выборочное для заданного равноинтервального вариационного ряда, принимая середины частных интервалов за варианты  наблюдений


где:  - частота варианты или интервальная частота;  - середина частичного интервала в равноинтервальном ряду равная .
Найдем среднее квадратическое отклонение для интервального ряда, исходя из получения несмещенной оценки генеральной совокупности




Из полученных значений среднего квадратического отклонения видно, что в зависимости от вида применяемого ряда разброс частот различен, т.е. интервальные частоты имеют меньшее рассеивание, чем вариантные. В этом не трудно убедиться из рассмотрения графика распределения частот (рис.) когда плавная предполагаемая усредняющая кривая нормального распределения выявляет резкие «выбросы» плотности материала. В этом случае предпочтительнее проводить анализ на базе интервального вариационного ряда
[image: ]
Рис. Распределение интервальных частот плотностей материала спекания пластин: 1 - гистограмма, 2 - полигон, 3 - кривая Гаусса.
Вид полигона распределения плотности порошкообразного материала позволяет сделать предположение о том, что распределение оно подчиняется закону Гаусса. В связи с этим, теоретические частоты  могут быть найдены с учетом формулы (9) для нормального закона распределения из соотношений

	


С учетом того, что частота теоретического распределения  может быть найдена через параметры эмпирического нормального распределения
	



В этих выражениях  – центры интервалов в частотном интервальном вариационном ряде. В качестве оценок математического ожидания  и дисперсии  нормального распределения генеральной совокупности плотности контролируемого материала, координирующих центр гауссовой кривой можно принять:   и   .  Из рис. видно, что гауссова кривая нормального распределения в целом соответствует эмпирическому интервальному распределению. Однако следует удостовериться в статистической значимости этого соответствия. Используем для проверки соответствия эмпирического распределения теоретическому критерий согласия Пирсона . Для этого следует вычислим числовые значения критерия  как сумму отношений
	



В рассматриваемой задаче . Результаты расчетов теоретических частот и критерия Пирсона представим в табличной форме :

	№ 
	
	
	
	
	

	1
	9,68 - 9,7
	9,69
	5
	4,061
	0,217

	2
	9,7 - 9,72
	9,71
	18
	14,78
	0,701

	3
	9,72 – 9,74
	9,73
	25
	34,41
	2,573

	4
	9,74 – 9,76
	9,75
	55
	51,33
	0,262

	5
	9,76 – 9,78
	9,77
	58
	49,08
	1,621

	6
	9,78 – 9,8
	9,79
	22
	30,63
	2,431

	7
	9,8 – 9,82
	9,81
	11
	11,87
	0,064

	8
	9,82 – 9.84
	9,83
	6
	2,98
	3,060

	
	
	
	
	
	10,929



Критическое значение критерия  Пирсона найдем по таблице (приложение П3) для доверительной вероятности  (значимость   ) и числа степеней свободы , где  = 8 – число интервалов интервального вариационного ряда; r = 2 – число параметров теоретического распределения, оцененных на основании данных выборки (в данном случае, – параметры ;  ). Таким образом, . Критическое значение критерия Пирсона есть . Так как , заключаем, что согласие между эмпирическим и теоретическим нормальным распределением является статистическим значимым. Иными словами, теоретическое нормальное распределение удовлетворительно описывает эмпирические данные.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Содержание практических занятий, по рассматриваемой теме, предполагает развитие креативности у обучаемых при использовании отдельных функциональных элементов анализа эмпирических данных. Создается возможность проверить взаимодействие разных методик и его влияние на конечные результаты цели исследования. В машиностроении, обработка результатов наблюдений производится при условии, что они подчинены нормальному закону распределения и из них исключена систематическая составляющая погрешности контролируемого признака случайной величины и ошибочные данные. 
Наряду с проверкой на анормальность, рассмотрены основы построения вариационных рядов для дискретных и непрерывных случайных величин. Рассмотрено их ранжирование, группирование и нахождение численных параметрических характеристик распределения. Приведена методика графического изображения вариационного ряда, частичного интервала, интервальной и вариантной частоты и частости, что является наглядной формой отображения рядов распределения. Посредством гистограммы и полигона показана возможность визуального отображения плотности частот каждого интервала (варианты) и всего размаха наблюдений. В этом случае по оси абсцисс откладывают интервалы и над каждым из них, как на основании, строят прямоугольник, высота которого равна значению плотности распределения для данного интервала . Таким образом, площадь каждого прямоугольника гистограммы равна его частоте, а общая площадь равна единице. 
С увеличением объема выборки n и уменьшением длины интервала гистограмма будет стремиться к кривой плотности распределения , поэтому гистограмму используют в качестве оценки для плотности распределения. Для построения полигона частот для дискретных вариационных рядов на оси абсцисс откладывают варианты xi, а на оси ординат - соответствующие им абсолютные частоты mi. Точки ( xi; mi) соединяют отрезками прямых и получают полигон частот. В случае интервального ряда в качестве координат точек перегиба ломанной прямой используются абсциссы середин частных интервалов и соответствующие им интервальные частоты или частости , определяющие их ординаты. Построенные ступенчатые графики (полигон и гистограмма) являются непараметрическими оценкамифункции и плотности распределения. 
При проведении эмпирического исследования ряда распределения наблюдений  рассчитываются и анализируются следующие группы показателей: показатели положения центра распределения (средняя арифметическая , мода   и  медиана ); показатели степени его однородности ( величина рассеивания плотности распределения   ); показатели формы распределения (эксцесс  и  асимметрия  ). 
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 ПРИЛОЖЕНИЕ П1.
Варианты заданий, предлагаемые для практического проведения графоаналитического анализа опытных данных эксперимента
Нечетные варианты заданий. 
По представленным результатам наблюдений составить дискретный вариационный ряд, проверить его на анормальность и построить полигон распределения случайной величины. 
Четные варианты заданий.
По представленным результатам наблюдений составить интервальный вариационный ряд, найти его моду и медиану и построить гистограмму частот распределения случайной величины.

	Вариант 1
3; 1; 3; 1; 4; 2; 2; 4; 0; 3; 0; 2; 2; 0; 2; 1;4; 3; 3; 1; 4; 2; 2; 1; 1; 2; 1; 0; 3; 4; 1; 3; 2; 7; 2; 0; 0; 1; 3; 3; 1; 2; 4;2; 0; 2; 3; 1; 2; 5; 1; 1; 0; 1; 1; 2; 2; 1; 1; 5; 8.
	





	Вариант 2
	Интервал
	До
 975
	975-1000
	1000-1025
	1025-1050
	Более 1050

	реализация
	6
	38
	44
	34
	8




	
	Вариант 3
3; 4; 3; 5; 4; 2; 2; 4; 4; 3; 5; 2; 4; 5; 4; 3; 4; 3; 3; 4; 4; 2; 2; 5; 1; 4; 5; 2; 3; 4; 4; 3; 4; 5; 2; 5; 5; 4; 3; 3; 4; 2; 4; 4; 5; 4; 3; 5; 3; 5; 4; 4; 5; 4; 4; 5; 4; 5; 5; 5.



	Вариант 5
2,27; 2,28; 2,29; 2,3; 2,3; 2,29; 2,31; 2,3; 2,3; 2,33; 2,26; 2,3; 2,31; 2,27; 2,29; 2,31; 
2,44; 2,21; 2,26: 2,27; 2,29; 2,30; 2,33; 2,3; 2,35; 2,33; 2,3; 2,32; 2,29; 2,27.



	Вариант 7
6,75; 6,77; 6,77; 6,73; 6,76; 6,74; 6,7; 6,75; 6,71; 6,72; 6,77; 6,79; 6,71; 6,78; 6,73; 6,70; 6,73; 6,77; 6,75; 6,74; 6,71; 6,7; 6,78; 6,76; 6,81; 6,69; 6,80; 6,8; 6,77; 6,68; 6,74; 6,70; 6,70; 6,74; 6,77.



	Вариант 9
1,83; 1,76; 1,76; 1,82; 1,77; 1,71; 1,74; 
1,77; 1,75; 1,74; 1,75; 1,77; 1,72; 1,74; 1,8; 1,75; 1,8; 1,72; 1,78; 1,7; 1,75; 1,78; 1,78; 1,76; 1,77; 1,74; 1,74; 1,77; 1,73; 1,74; 1,77; 1,74; 0,75; 2,74; 1,76. 


	Вариант 11
25,98; 25,98; 26,12; 26,13; 26,49; 26,52; 26,60; 26,66; 25,79; 26,69; 26,74; 26,85; 26,9; 26,91; 26,96; 27,4; 26,9; 25,82; 26,15; 26,1; 26,23;26,61; 26,53; 25,67.



	
	Вариант 4
	Интервал
	1-6
	6-11
	11-16
	16-21
	21- 26

	реализация
	5
	12
	40
	23
	20






	Вариант 6
	Интер-вал
	0-4
	4-8
	8-12
	12-16
	16-20
	20-24
	24-28

	реализация
	6
	8
	11
	13
	6
	4
	2






	Вариант 8
	Интервал
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	реализация
	3
	5
	9
	14
	10
	9






	Вариант 10
	Интервал
	5
	7
	9
	11
	13
	15
	17
	19
	21

	реализация
	15
	26
	25
	30
	26
	21
	24
	20
	13






	Вариант 12
	Интер-вал
	3-8
	8-13
	13-18
	18-23
	23-28
	28-33
	33-38

	реализация
	6
	8
	15
	40
	16
	8
	7









ПРИЛОЖЕНИЕ П2
Предельные значения порогового параметра b при проверке наблюдений на анормальность.
Таблица 1. При неизвестном генеральном среднем квадратическом отклонении σ

	Объем выборки n
	Предельное значение b при вероятности 

	
	0,100
	0,075
	0,050
	0,025

	3
	1,15
	1,15
	1,15
	1,15

	4
	1,42
	1,44
	1,46
	1,48

	5
	1,60
	1,64
	1,67
	1,72

	6
	1,73
	1,77
	1,82
	1,89

	7
	1,83
	1,88
	1,94
	2,02

	8
	1,91
	1,96
	2,03
	2,13

	9
	1,98
	2,04
	2,11
	2,21

	10
	2,03
	2,10
	2,18
	2,29

	11
	2,09
	2,14
	2,23
	2,36

	12
	2,13
	2,20
	2,29
	2,41

	13
	2,17
	2,24
	2,33
	2,47

	14
	2,21
	2,28
	2,37
	2,50

	15
	2,25
	2,32
	2,41
	2,55

	16
	2,28
	2,35
	2,44
	2,58

	17
	2,31
	2,38
	2,48
	2,62

	18
	2,34
	2,41
	2,50
	2,66

	19
	2,36
	2,44
	2,53
	2,68

	20
	2,38
	2,46
	2,56
	2,71

	Предельное значение b при вероятности *

	
	0.2
	0.15
	0.1
	0.05






Таблица 2. При известных генеральном среднем квадратическом отклонении σ и 
 математическом ожидании M


	Объем выборки n
	Предельное значение b при вероятности 

	
	0,100
	0,050
	0,010
	0,005
	0,001

	1
	1,282
	1,645
	2,326
	2,576
	3,090

	2
	1,632
	1,955
	2,575
	2,807
	3,290

	3
	1,818
	2,121
	2,712
	2,935
	3,403

	4
	1,943
	2,234
	2,806
	3,023
	3,481

	5
	2,036
	2,319
	2,877
	3,090
	3,540

	6
	2,111
	2,386
	2,934
	3,143
	3,588

	7
	2,172
	2,442
	2,981
	3,188
	3,628

	8
	2,224
	2,490
	3,022
	3,227
	3,662

	9
	2,269
	2,531
	3,057
	3,260
	3,692

	10
	2,309
	2,568
	3,089
	3,290
	3,719

	15
	2,457
	2,705
	3,207
	3,402
	3,820

	20
	2,559
	2,799
	3,289
	3,480
	3,890

	25
	2,635
	2,870
	3,351
	3,539
	3,914

	30
	2,696
	2,928
	3,402
	3,587
	3,988

	40
	2,792
	3,015
	3,480
	3,662
	4,054

	50
	2,860
	3,082
	3,541
	3,716
	4,108

	100
	3,076
	3,285
	3,723
	3,892
	4,263

	250
	3,339
	3,534
	3,946
	4,108
	4,465

	500
	3,528
	3,703
	4,108
	4,263
	4,607




ПРИЛОЖЕНИЕ 3
Критические значения χ2 - критерия Пирсона для доверительной вероятности α и числа степеней свободы f=n-1

	f
	Вероятность α

	
	0.995
	0.990
	0.975
	0.95
	0.90
	0.75
	0.50

	1
	0.000039
	0.00016
	0.00098
	0.0039
	0.016
	0.102
	 0.455

	2
	0.010
	0.020
	0.051
	0.103
	0.211
	0.575
	1.39

	3
	0.072
	0.115
	0.216
	0.352
	0.584
	1.21
	2.37

	4
	0.207
	0.297
	0.484
	0.711
	1.06
	1.92
	3.36

	5
	0.412
	0.554
	0.831
	1.15
	1.61
	2.67
	4.35

	6
	0.676
	0.872
	1.24
	1.64
	2.20
	3.45
	5.35

	7
	0.989
	1.24
	1.69
	2.17
	2.83
	4.25
	6.35

	8
	1.34
	1.65
	2.18
	2.73
	3.49
	5.07
	7.34

	9
	1.73
	2.09
	2.70
	3.33
	4.17
	5.90
	8.34

	10
	2.16
	2.56
	3.25
	3.94
	4.87
	6.74
	9.34

	11
	2.60
	3.05
	3.82
	4.57
	5.58
	7.58
	10.3

	12
	3.07
	3.57
	4.40
	5.23
	6.30
	8.44
	11.3

	13
	3.57
	4.11
	5.01
	5.89
	7.04
	9.30
	12.3

	14
	4.07
	4.66
	5.63
	6.57
	7.79
	10.2
	13.3

	15
	4.60
	5.23
	6.26
	7.26
	8.55
	11.0
	14.3

	16
	5.14
	5.81
	6.91
	7.96
	9.31
	11.9
	15.3

	17
	5.70
	6.41
	7.56
	8.67
	10.1
	12.8
	16.3

	18
	6.26
	7.01
	8.23
	9.39
	10.9
	13.7
	17.3

	19
	6.84
	7.63
	8.91
	10.1
	11.7
	14.6
	18.3

	20
	7.43
	8.26
	9.59
	10.9
	12.4
	15.5
	19.3

	21
	8.03
	8.90
	10.3
	11.6
	13.2
	16.3
	20.3

	22
	8.64
	9.54
	11.0
	12.3
	14.0
	17.2
	21.3

	23
	9.26
	10.2
	11.7
	13.1
	14.8
	18.1
	22.3

	24
	9.89
	10.9
	12.4
	13.8
	15.7
	19.0
	23.3

	25
	10.5
	11.5
	13.1
	14.6
	16.5
	19.9
	24.3

	26
	11.2
	12.2
	13.8
	15.4
	17.3
	20.8
	25.3

	27
	11.8
	12.9
	14.6
	16.2
	18.1
	21.7
	 26.3

	28
	12.5
	13.6
	15.3
	16.9
	18.9
	22.7
	27.3

	29
	13.1
	14.3
	16.0
	17.7
	19.8
	23.6
	28.3

	30
	13.8
	15.0
	16.8
	18.5
	20.6
	24.5
	29.3



	f
	Вероятность α

	
	0.25
	0.10
	0.05
	0.025
	0.01
	0.005
	0.001

	1
	1.32
	2.71
	3.84
	5.02
	6.63
	7.88
	10.8

	2
	2.77
	4.61
	5.99
	7.38
	9.21
	10.6
	13.8

	3
	4.11
	6.25
	7.81
	9.35
	11.3
	12.8
	16.3

	4
	5.39
	7.78
	9.49
	11.1
	13.3
	14.9
	18.5

	5
	6.63
	9.24
	11.1
	12.8
	15.1
	16.7
	20.5

	6
	7.84
	10.6
	12.6
	14.4
	16.8
	18.5
	22.5

	7
	9.04
	12.0
	14.1
	16.0
	18.5
	20.3
	24.3

	8
	10.2
	13.4
	15.5
	17.5
	20.1
	22.0
	26.1

	9
	11.4
	14.7
	16.9
	19.0
	21.7
	23.6
	27.9

	10
	12.5
	16.0
	18.3
	20.5
	23.2
	25.2
	29.6

	11
	13.7
	17.3
	19.7
	21.9
	24.7
	26.8
	31.3

	12
	14.8
	18.5
	21.0
	23.3
	26.2
	28.3
	32.9

	13
	16.0
	19.8
	22.4
	24.7
	27.7
	29.8
	34.5

	14
	17.1
	21.1
	23.7
	26.1
	29.1
	31.3
	36.1

	15
	18.2
	22.3
	25.0
	27.5
	30.6
	32.8
	37.7

	16
	19.4
	23.5
	26.3
	28.8
	32.0
	34.3
	39.3

	17
	20.5
	24.8
	27.6
	30.2
	33.4
	35.7
	40.8

	18
	21.6
	26.0
	28.9
	31.5
	34.8
	37.2
	42.3

	19
	22.7
	27.2
	30.1
	32.9
	36.2
	38.6
	43.8

	20
	23.8
	28.4
	31.4
	34.2
	37.6
	40.0
	45.3

	21
	24.9
	29.6
	32.7
	35.5
	38.9
	41.4
	46.8

	22
	26.0
	30.8
	33.9
	36.8
	40.3
	42.8
	48.3

	23
	27.1
	32.0
	35.2
	38.1
	41.6
	44.2
	49.7

	24
	28.2
	33.2
	36.4
	39.4
	43.0
	45.6
	51.2

	25
	29.3
	34.4
	37.7
	40.6
	44.3
	46.9
	52.6

	26
	30.4
	35.6
	38.9
	41.9
	45.6
	48.3
	54.1

	27
	31.5
	36.7
	40.1
	43.2
	47.0
	49.6
	55.5

	28
	32.6
	37.9
	41.3
	44.5
	48.3
	51.0
	56.9

	29
	33.7
	39.1
	42.6
	45.7
	49.6
	52.3
	58.3

	30
	34.8
	40.3
	43.8
	47.0
	50.9
	53.7
	59.7





ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ №6
1 ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ПРАКТИЧЕСКОГО ЗАНЯТИЯ
Целью настоящего практического занятия является обучение студентов практическим навыкам по применению элементов теории вероятности при обработке данных полного факторного эксперимента с использованием дисперсионного анализа и свойств матриц планирования для аппроксимации процессов и объектов машиностроения. Приведена методология использования данного метода и примеры ее практической реализации, даны пояснения отдельных наиболее сложных моментов, стоящих на пути исследователя при анализе эмпирической информации.
Для научной и отчасти производственной деятельности неотъемлемо стремление установления некоторых общих закономерностей, позволяющих предвидеть течение исследуемых процессов и выбирать рациональное для исследователя их направление. Во многих случаях для обнаружения общих закономерностей необходимо провести большое число наблюдений и измерений; как следствие нужны методы обработки совокупности таких наблюдений. Эти методы позволяют выявить закономерность там, где на первый взгляд нет ничего, кроме совокупности отдельных фактов, наблюдений, измерений. Причем по параметрам распределения одних, известных объектов, определяются вероятности и функции распределения других событий и случайных величин. Это осуществляют путем математического моделирования – описания интересующих процессов и объектов. 
Предположим, что изучается влияние ряда факторов z i(i=1,…, k) на некоторую величину y. Для этого проводятся эксперименты по определенному плану, который позволяет реализовать все возможные комбинации факторов. Причем каждый фактор рассматривается лишь на двух фиксированных уровнях (верхнем и нижнем). Число всех экспериментов (опытов) в этом случае будет равно n = 2k, где k – количество изучаемых факторов. Постановка опытов по такому плану называется полным факторным экспериментом типа 2k(ПФЭ 2k) [1]. 
План проведения экспериментов записывается в виде матрицы планирования, в которой в определенном порядке перечисляются различные комбинации факторов на двух уровнях [1, 3]. Например, в таблице 1 приведена матрица планирования ПФЭ 23для трех факторов: z1, z2, z3. Знак «+» говорит о том, что во время опыта значение фактора устанавливают на верхнем уровне, а знак «–» показывает, что значение фактора устанавливают на нижнем уровне. 

Таблица 1. Матрица планирования ПФЭ 23

	№ 
Эксперимента
	Изучаемые факторы

	
	z1
	z1
	z1

	1
	+
	+
	+

	2
	-
	+
	+

	3
	+
	-
	+

	4
	-
	-
	+

	5
	+
	+
	-

	6
	-
	+
	-

	7
	+
	-
	-

	8
	-
	-
	-


Отыскание зависимости координирующей значение функции анализируемого процесса от других случайных величин предполагает нахождение соответствующих коэффициентов регрессии. Таким образом, на занятии будет решаться задача регрессионного анализа. Для ее решения необходимо:
- описать математические основы метода дисперсионного анализа;
- определить основные этапы его проведения для ПФЭ;
- рассмотреть практические примеры реализации анализа эмпирических данных.

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ПРОИЗВОДСТВА ИЗДЕЛИЙ МАШИНОСТРОЕНИЯ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ. ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ ИССЛЕДУЕМЫХ ПРОЦЕССОВ МАШИНОСТРОЕНИЯ.

2.1. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И МЕТОДОЛОГИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ДИСПЕРСИОННОГО АНАЛИЗА ПФЭ.

	При проведении экспериментов получают значения исследуемой величины y для каждого опыта (или серии опытов). Затем переходят к построению математической модели. 
Под моделью понимается вид функции y = f(z1, z2,…, zk), которая связывает изучаемый параметр со значениями факторов, лежащих в интервале между верхним и нижним уровнями. Эту функцию называют уравнением регрессии. По накопленному разными исследователями опыту работы с различными моделями можно считать, что самыми простыми моделями являются алгебраические полиномы. 
Для обработки результатов проведенных экспериментов и дальнейшего определения коэффициентов уравнения регрессии факторы приводят к одному масштабу. Это достигается путем кодирования переменных. Обозначим нижний уровень фактора zi через zi- а верхний уровень – через zi+ (т.е. , i=1,…, k). Тогда новые кодированные переменные xi  будут определяться через zi  по формуле 
                                   (1)
где называют центром плана , – интервалом варьирования, которые находят с помощью соотношений 


При таком кодировании все новые переменные будут принимать значения от –1 до +1, т.е. 
Линейное уравнение регрессии относительно новых переменных имеет вид: 

Если требуется изучить влияние парных взаимодействий раз- личных факторов на исследуемый параметр, то уравнение регрессии записывают в виде 

или 
 .
Если надо учесть другие взаимодействия, то число слагаемых увеличивают. 
Прежде, чем определять коэффициенты выбранной модели, матрицу планирования записывают относительно новых переменных. Далее матрицу дополняют (если это требует вид выбранного уравнения регрессии) столбцами знаков «+» и «–», соответствующих уровням, на которых будут находиться взаимодействия факторов (см. столбцы x1x2, x1x3, x2x3в таблице 2). Знаки этих столбцов получают с помощью исходной матрицы планирования. 
Обозначим знак «+» или «–» в матрице планирования за xji, который соответствует  j-ому опыту (j=1,...,n) для i-го фактора (i=1,…,k). При этом знак «+» показывает, что кодированная переменная принимает значение +1, а знак «–» соответствует значению –1. Тогда знаки (или уровни варьирования) для взаимодействия факторов xrи xp вычисляются простым перемножением: xjr∙ xjp, j=1,…,n. 
Например, в таблице 2 знаки для взаимодействия x1x2получены таким образом: 
для 1-го опыта (j=1)   x11x12= (+1)(+1) =+1, 
для 2-го опыта (j=2)   x21x22= (-1)(+1) = -1, 
для 3-го опыта (j=3)   x31x32=(+1)(-1) = -1, и т.д.



Таблица 2. Матрица планирования для обработки результатов
	№
опыта
	Факторы
	Взаимодействия
	Отклики
	Средние

	
	x1  x2  x3
	x1х2,x1х3,x2х3, x1х2 х3
	y1  y2  y3  y4
	

	1
2
3
4
5
6
7
8
	+    +     + 
–    +      + 
+    –      + 
–     –     + 
+    +     – 
–     +     – 
+     –     – 
–     –      – 
	+      +       +        +
–       –       +        -
–      +        –       -
+     –        –        +
+      –       –        -
–      +      –         +
–       –      +        +
+      +       +        -
	y11 y12 y13 y14
y21 y22 y23 y24
y31 y32 y33 y34
y41 y42 y43 y44
y51 y52 y53 y54
y61 y62 y63 y64 
y71 y72 y73 y74 
y81 y82 y83 y84
	









Обычно проводят несколько серий опытов для каждого эксперимента. Это необходимо для проверки уравнения на адекватность. 
Адекватность – это способность модели предсказывать результаты эксперимента в некоторой области с требуемой точностью. Результаты опытов в каждом j-ом эксперименте (j=1,…, n) записывают в правые столбцы матрицы планирования. В последнем столбце записывают средние выборочные значения полученных результатов для каждой серии опытов (см. таблицу 2). Если каждый эксперимент повторяли m раз, то в матрице будет записано m столбцов y1, y2, …, ym. Например, в таблице 2 видно, что каждый эксперимент повторялся четыре раза, т.е. m = 4. Если обозначить за yji значение результата, полученного в i-ом параллельном (дублирующем)  опыте (i=1,…,m) для j-ого эксперимента (j=1,…,n), то выборочное среднее для каждого эксперимента вычисляют по известной формуле [2, 3]:
j=                         (2)
Коэффициенты уравнения регрессии находят с помощью метода наименьших квадратов. 
Так как матрица планирования ПФЭ 2kдолжна удовлетворять определенным требованиям (такие матрицы с заданными требованиями уже построены, см. [1, 3]), то формулы, определяющие коэффициенты уравнения регрессии, достаточно просты

при 

 , при  (3) 

где:  ,  - уровни факторов и эффектов взаимодействия из матрицы планирования эксперимента в каждом рассматриваемом опыте.

Полученные коэффициенты необходимо проверить на значимость. Это можно сделать с помощью критерия Стьюдента: если
, то a значим; если , то a незначим и его полагают равным нулю в уравнении регрессии.
Критическую точку tкр. находят из таблиц распределения Стьюдента (например, см. Приложение 6 в [3]) по числу степеней свободыf=n(m - 1) и с заданным уровнем значимости α для случая двусторонней критической области. 
Среднее квадратическое отклонение коэффициентов регрессии Sкоэф. зависит от дисперсии воспроизводимости результатов по всем проведенным опытам и вычисляется по формуле:
                              (4)
Дисперсия воспроизводимости  характеризует ошибку всего
эксперимента. В случае равномерного дублирования опытов (т.е.
при одинаковом числе наблюдений в каждом эксперименте) для расче-
та   используют формулу:
    (5)
где n – число опытов (число строк в матрице ПФЭ); 
m – число наблюдений в каждом опыте (параллельных опытов); 
yji– результат отдельного i-го наблюдения в j-ом опыте; 
– среднее выборочное значение наблюдений для j-ого опыта,которое определяется по формуле (2).
Проверка на адекватность полученного уравнения регрессии со значимыми коэффициентами осуществляется с помощью критерия Фишера: если  , то уравнение адекватно, в противном случае – неадекватно.
Расчетное значение критерия Fрасч. определяют по формуле:
                    (6)
где – дисперсия воспроизводимости, найденная по формуле (5), а – остаточная дисперсия (или дисперсия адекватности).
Остаточная дисперсия вычисляется следующим образом:
              (7)
где: n – число опытов; 
m – число замеров (параллельных опытов)  в каждом опыте; 
r – число значимых коэффициентов в уравнении регрессии; 
– значение изучаемого параметра, вычисленное по уравнению регрессии со значимыми коэффициентами для j-ого опыта; 
– среднее выборочное значение наблюдений для j-ого опыта (формула (2)).
Табличное значение критерия Fтабл. находят из таблиц критических точек распределения Фишера (например, см. Приложение 7 в [3]) по заданному уровню значимости α и по соответствующим степеням свободы f1= n - r и f2= n(m - 1). Степень свободы f1 соответствует степени свободы числителя формулы (6) – остаточной дисперсии ., , а f2 – степень свободы знаменателя формулы (6) – дисперсии воспроизводимости .
Анализ результатов предполагает интерпретацию полученной модели. Интерпретацию модели можно производить только тогда, когда она записана в кодированных переменных. Только в этом случае на коэффициенты не влияет масштаб факторов, и мы можем по величине коэффициентов судить о степени влияния того или иного фактора. Чем больше абсолютная величина коэффициента, тем больше фактор влияет на отклик (изучаемый параметр). Следовательно, можно расположить факторы по величине их влияния. Знак «плюс» у коэффициента свидетельствует о том, что с увеличением значения фактора растет величина отклика, а при знаке «минус» – убывает.
Для получения математической модели в натуральных переменных zi в уравнение регрессии вместо xi необходимо подставить их выражения из формулы (1). При переходе к натуральным переменным коэффициенты уравнения изменяются, и в этом случае пропадает возможность интерпретации влияния факторов по величинам и знакам коэффициентов. Однако, если уравнение адекватно, то с его помощью можно определять значения исследуемой величины, не проводя эксперимента и придавая факторам значения, которые должны лежать между нижним и верхним уровнем.
Рассмотрим изложенную методику анализа  ПФЭ на конкретном примере.
3. ПРИМЕР РЕШЕНИЯ
Для исследования влияния таких технологических факторов как количество расходуемого металла электрода на площадь свариваемого шва (г/мм2) – z1; времени активации сварочной дуги (сек) – z2; плотности контакта стыковки свариваемых элементов (кгс/мм2) – z3. на прочностьсоединения были проведены эксперименты ПФЭ типа 23. Каждый опыт повторялся три раза (три параллельных опыта). Верхний и нижний уровни рассматриваемых факторов  приведены в следующей таблице соответствия
	Z1
	Z2
	Z3

	+
	-
	+
	-
	+
	-

	0,06
	0,02
	300
	60
	8
	2


Построить математическую модель, учитывая все взаимодействия входных параметров сварки и проверить ее на адекватность по критерию Фишера

 Разработанная матрица планирования эксперимента с полученными числовыми значениями откликов для ПФЭ 23 имеет вид
	№ опыта
	Фактры
	Отклики

	
	Z1
	Z2
	Z3
	Y1
	Y1
	Y1

	1
	+
	+
	+
	7,4
	8,4
	6,4

	2
	-
	+
	+
	8,6
	7
	7,8

	3
	+
	-
	+
	12,3
	9
	9,3

	4
	-
	-
	+
	5,8
	5,8
	5,7

	5
	+
	+
	-
	18,8
	17
	15,2

	6
	-
	+
	-
	8,4
	8,4
	6

	7
	+
	-
	-
	11,8
	7
	9,4

	8
	-
	-
	-
	10,5
	7,8
	8,1



Исследование выполним в следующем порядке: 
1) кодируем переменные; 
2) достраиваем матрицу планирования в кодированных переменных с учетом парных взаимодействий и дополняем столбцом средних значений отклика; 
3) вычисляем коэффициенты уравнения регрессии; 
4) проверяем вычисленные коэффициенты на значимость, предвари-тельно определив дисперсию воспроизводимости, и получаем уравнение регрессии в кодированных переменных; 
5) проверяем полученное уравнение на адекватность; 
6) проводим интерпретацию полученной модели; 
7) выписываем уравнение регрессии в натуральных переменных. 
1. Для каждого фактора находим центр, интервал варьирования и зависимость кодированной переменной xi от натуральной zi по формулам (1). Оформляем результаты в таблице 4. 
Таблица 4. Кодирование факторов
	Факто-ры
	Верхний уровень 

	Нижний уровень 

	Центр 

	Интервал варьиро-
вания λi
	Зависимость кодирован- ной переменной от натуральной 

	
	0,06 
	0,02 
	0,04 
	0,02 
	

	
	300 
	60 
	180 
	120 
	

	
	8 
	2 
	5 
	3 
	


2. По формуле (2) считаем средние выборочные результатов для каждого опыта:           







Строим матрицу планирования с учетом всех взаимодействий и средних значений отклика – таблица 5.
 
Таблица 5. Матрица планирования для обработки результатов
	№
опыта
	Факторы
	Взаимодействия
	Отклики
	Средние

	
	x1  x2  x3
	x1х2, x1х3, x2х3, x1x2х3
	y1  y2  y3
	

	1
2
3
4
5
6
7
8
	+    +     + 
–    +      + 
+    –      + 
–     –     + 
+     +    – 
–    +     – 
+    –     – 
–     –      – 
	+      +        +        +
–       –       +         -
–      +        –         -
+       –       –         +
+      –       –          -
–      +       –           +
–      –       +          +
+     +       +          -
	7,4  8,4  6,4
8,6  7     7,8
12,3  9   9,3
5,8   5,8   5,7
18,8  17  15,2
8,4  8,4  6
11,8  7  9,4
10,5  7,8  8,1
	7,4
7,8
10,2
5,77
17
7,6
9,4
8,8


3. Вычислим коэффициенты уравнения регрессии по формулам (3):


В дальнейшем указывать на перемножение откликов на уровни факторов матрицы планирования эксперимента не буду.












Составляем для наглядности таблицу 6, в которую заносим найденные коэффициенты уравнения регрессии. 

Таблица 6. Коэффициенты уравнения регрессии

	
	
	
	
	
	
	
	

	9,25
	1,75
	0,7
	-1,45
	0,5
	-0,75
	-0,9
	-1,7



4. Находим дисперсию воспроизводимости  . Для облегчениярасчетов запишем формулу (5) в другом виде:



здесь внутренние суммы   являются выборочными дисперсиями результатов параллельных опытов для j-го  опыта (j=1,…, n). Для удобства оформляем расчеты в виде таблицы 7.

Таблица 7. Расчет выборочных дисперсий
	j
	
	
	
	
	
	

	1
	7,4  8,4  6,4
	7,4
	0
	1
	1
	1

	2
	8,6  7  7,8
	7,8
	0,64
	0,64
	0
	0,64

	3
	12,3  9  9,3
	10,2
	4,41
	1,44
	0,81
	3,33

	4
	5,8  5,8  5,7
	5,77
	0,0009
	0,0009
	0,0049
	0,00335

	5
	18,8  17  15,2
	17
	3,24
	0
	3,24
	3,24

	6
	8,4  8,4  6
	7,6
	0,64
	0,64
	2,56
	1,92

	7
	11,8  7  9,4
	9,4
	5,76
	5,76
	0
	5,76

	8
	10,5  7,8  8,1
	8,8
	2,89
	1
	0,49
	2,19


Отсюда определяем дисперсию воспроизводимости: 



По формуле (4) определяем среднее квадратическое отклонение коэффициентов регрессии:


Из таблиц распределения Стьюдента по числу степеней свободы 
f2 =n(m-1)=8·2=16 при уровне значимости α = 0,05 находим tкр.= 2,12. Следовательно, 
Сравнивая полученное значение с коэффициентами регрессии математической модели, представленными в таблице 6, видим, что все коэффициенты регрессии по модулю, кроме a12 , больше величины 0,65. Следовательно, все коэффициенты кроме a12 значимы. Полагая a12= 0, получаем уравнение регрессии в кодированных переменных:
  
 (8)

5. Проверим полученное уравнение (8) на адекватность по критерию Фишера. Так как дисперсия воспроизводимости найдена в предыдущем пункте, то для определения расчетного значения критерия Fрасч. необходимо вычислить остаточную дисперсию S2ост.. 
Для этого найдем значения изучаемого параметра по полученному уравнению регрессии ỹj (j=1,…, 8), подставляя +1 или -1 вместо xi в соответствии с номером j опыта из таблицы 5:

ỹ1= 9,25 + 1,75 + 0,7 – 1,45 – 0,75 – 0,9 – 1,7 = 6,9; 
ỹ2 = 9,25 + 1,75 (-1) + 0,7 – 1,45 – 0,75 (-1) – 0,9 – 1,7 (-1) = 8,3;
ỹ3= 9,25 + 1,75 + 0,7 (-1) – 1,45 – 0,75 – 0,9 (-1) – 1,7 (-1) = 10,7; 
ỹ4= 9,25 + 1,75 (-1) + 0,7 (-1) – 1,45 – 0,75(-1) – 0,9 (-1) – 1,7 = 5,3; 
ỹ5= 9,25 + 1,75 + 0,7 – 1,45 (-1) – 0,75 (-1) – 0,9 (-1) – 1,7 (-1) = 16,5; 
ỹ6= 9,25 + 1,75 (-1) + 0,7 – 1,45 (-1) – 0,75 – 0,9 (-1) – 1,7 = 8,1; 
ỹ7= 9,25 + 1,75 + 0,7 (-1) – 1,45 (-1) – 0,75 (-1) – 0,9 – 1,7 = 9,85; 
ỹ8= 9,25 + 1,75 (-1) + 0,7 (-1) – 1,45 (-1) – 0,75 – 0,9 – 1,7 (-1) = 8,3.

Остаточную дисперсию   вычисляем по формуле (7):

 

Расчетное значение критерия Фишера Fрасч. определяем по формуле (6):


Табличное значение критерия Fтабл. находим из таблиц критических точек распределения Фишера при уровне значимости α= 0,05 по соответствующим степеням свободы f1= n – r= 8 – 7 = 1 и f2= n(m -1)= 8·2 = 16: Fтабл. = 4,49. 
Так как Fрасч.= 2,55 < Fтабл.= 4,49, то уравнение регрессии (8) адекватно. 

6. Проведем интерпретацию полученной модели (8)



По уравнению видно, что наиболее сильное влияние оказывает фактор х1 – количество расходуемого металла, так как он имеет наибольший по абсолютной величине коэффициент. 
После него по силе влияния на отклик (прочность свариваемого шва) идут: тройное взаимодействие всех факторов х1х2х3; фактор х3 – плотность стыковки свариваемых элементов; парное взаимодействие х2х3 – сочетание времени работы сварочной дуги и плотности стыковки свариваемых элементов; парное взаимодействие х1х3 – сочетание количества расходуемого металла и плотности стыковки свариваемых элементов;  фактор х2 – время активной работы сварочной дуги. 
	Так как коэффициенты при х1 и х2 положительны, то с увеличени- ем этих факторов увеличивается отклик, т.е. увеличивается прочность шва. Коэффициенты при х3, х1х3, х2х3, х1х2х3 отрицательны, это означает, что с уменьшением фактора х3 и перечисленных взаимодействий значение отклика будет возрастать, а с увеличением – убывать.

7. Выписываем уравнение регрессии (8) в натуральных переменных, подставляя вместо xi их выражения через zi , которые берем из последнего столбца таблицы 4: 

 

Преобразовав это уравнение, окончательно получаем его вид в натуральных переменных: 

y = 10,87 – 62,5 z1 – 0,0289 z2 – 1,233 z3 + 1,18 z1 z2 + 30 z1 z3 + 
+ 0,0069 z2 z3 – 0,2361 z1 z2 z3.
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Приложение П1
ВАРИАНТЫ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ.

Вариант№1
	Для изучения зависимости точности изготовления зубчатых колес от некоторых факторов были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y (крутящий момент н/м), были выбраны следующие:
  (мкм) – колебание длины общей нормали ;
 (мкм) – радиальное биение зубчатого венца ;
 (мм2) – пятно контакта в зацеплении ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	-
	-
	-
	0,45
	0,46
	0,45

	2
	+
	-
	-
	0,41 
	0,41
	0,41

	3
	-
	+
	-
	0,44
	0,44
	0,44

	4
	+
	+
	-
	0,42
	0,43
	0,44

	5
	-
	-
	+
	0,44
	0,45
	0,44

	6
	+
	-
	+
	0,378
	0,374
	0,376

	7
	-
	+
	+
	0,38
	0,385
	0,384

	8
	+
	+
	+
	0,33
	0,33
	0,33



Вариант№2
	Для изучения зависимости точности изготовления зубчатых колес от некоторых факторов были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y (крутящий момент н/м), были выбраны следующие:
  (мкм) – колебание длины общей нормали ;
 (мкм) – радиальное биение зубчатого венца ;
 (мм2) – пятно контакта в зацеплении ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 

	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	-
	-
	-
	0,27
	0,26
	0,25

	2
	+
	-
	-
	0,25 
	0,24
	0,23

	3
	-
	+
	-
	0,26
	0,26
	0,26

	4
	+
	+
	-
	0,172
	0,176
	0,18

	5
	-
	-
	+
	0,27
	0,28
	0,26

	6
	+
	-
	+
	0,262
	0,265
	0,263

	7
	-
	+
	+
	0,236
	0,235
	0,239

	8
	+
	+
	+
	0,17
	0,17
	0,17



Вариант№3
	Для изучения зависимости точности изготовления зубчатых колес от некоторых факторов были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y (крутящий момент н/м), были выбраны следующие:
  (мкм) – колебание длины общей нормали ;
 (мкм) – радиальное биение зубчатого венца ;
 (мм2) – пятно контакта в зацеплении ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	-
	-
	-
	1,23
	1,24
	1,25

	2
	+
	-
	-
	0,803 
	0,802
	0,805

	3
	-
	+
	-
	0,98
	0,99
	0,97

	4
	+
	+
	-
	0,474
	0,476
	0,475

	5
	-
	-
	+
	0,27
	0,28
	0,26

	6
	+
	-
	+
	0,926
	0,926
	0,918

	7
	-
	+
	+
	0,49
	0,49
	0,4

	8
	+
	+
	+
	0,694
	0,692
	0,696


 

Вариант №4
	Для изучения зависимости точности изготовления зубчатых колес от некоторых факторов были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y (крутящий момент н/м), были выбраны следующие:
  (мкм) – колебание длины общей нормали ;
 (мкм) – радиальное биение зубчатого венца ;
 (мм2) – пятно контакта в зацеплении ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	-
	-
	-
	1,23
	1,24
	1,25

	2
	+
	-
	-
	0,803 
	0,802
	0,805

	3
	-
	+
	-
	0,98
	0,99
	0,97

	4
	+
	+
	-
	0,474
	0,476
	0,475

	5
	-
	-
	+
	0,27
	0,28
	0,26

	6
	+
	-
	+
	0,926
	0,926
	0,918

	7
	-
	+
	+
	0,49
	0,49
	0,4

	8
	+
	+
	+
	0,694
	0,692
	0,696




Вариант №5
	Для изучения зависимости точности изготовления детали машиностроения от некоторых факторов процесса обработки резанием были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y (% деформации контролируемого изделия), были выбраны следующие:
  (мин) – время обработки ;
 (н/м2) – усилие резания ;
 (мм2) – температура в зоне резания ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 

	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	+
	+
	+
	1,2
	1,15
	1,25

	2
	+
	+
	-
	1,25 
	1,3
	1,35

	3
	+
	-
	+
	1,15
	1,05
	1,1

	4
	+
	-
	-
	1,18
	1,2
	1,22

	5
	-
	+
	+
	0,87
	0,93
	0,9

	6
	-
	+
	-
	1,4
	1,35
	1,45

	7
	-
	-
	+
	0,9
	0,95
	0,85

	8
	-
	-
	-
	1,3
	1,28
	1,32



Вариант №6
	Для изучения зависимости точности изготовления детали машиностроения от некоторых факторов процесса обработки резанием были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y (% деформации контролируемого изделия), были выбраны следующие:
  (мин) – время обработки ;
 (н/м2) – усилие резания ;
 (мм2) – температура в зоне резания ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	+
	+
	+
	4
	3,9
	4,1

	2
	+
	+
	-
	4,6 
	4,4
	4,5

	3
	+
	-
	+
	3,5
	3,6
	3,4

	4
	+
	-
	-
	3,3
	3,7
	3,5

	5
	-
	+
	+
	3,1
	3,0
	2,9

	6
	-
	+
	-
	4,7
	4,5
	4,3

	7
	-
	-
	+
	3,2
	3,0
	2,8

	8
	-
	-
	-
	3,8
	4,2
	4,0





Вариант №7
	Для изучения зависимости шероховатости изготовления детали машиностроения от некоторых факторов процесса обработки шлифованием были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y ( значение микронеровности   (мкм) контролируемого изделия), были выбраны следующие:
 (мкм) – высота исходных неровностей до обработки ;
 (сек) – время одного прохода круга ;
 (шт) – количество проходов выхаживания ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	+
	+
	+
	20
	20,4
	20,6

	2
	+
	+
	-
	23,9 
	23,4
	23,5

	3
	+
	-
	+
	24,0
	24,2
	24,6

	4
	+
	-
	-
	25,2
	24,1
	24,8

	5
	-
	+
	+
	28,2
	29,3
	29,5

	6
	-
	+
	-
	30,1
	31,4
	30,3

	7
	-
	-
	+
	30,2
	29,1
	30,4

	8
	-
	-
	-
	31,0
	30,5
	30,0



Вариант №8
	Для изучения зависимости шероховатости изготовления детали машиностроения от некоторых факторов процесса обработки шлифованием были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y ( значение микронеровности   (мкм) контролируемого изделия), были выбраны следующие:
 (мкм) – высота исходных неровностей до обработки ;
 (сек) – время одного прохода круга ;
 (шт) – количество проходов выхаживания ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	+
	+
	+
	7,4
	7,3
	7,5

	2
	+
	+
	-
	10,4 
	10,6
	10,8

	3
	+
	-
	+
	10,2
	10,3
	10,1

	4
	+
	-
	-
	7,4
	7,5
	7,6

	5
	-
	+
	+
	16,8
	17,0
	17,2

	6
	-
	+
	-
	10,8
	11,2
	11,0

	7
	-
	-
	+
	9,3
	9,5
	9,4

	8
	-
	-
	-
	10,2
	10,3
	10,1



Вариант №9
	Для изучения зависимости шероховатости изготовления детали машиностроения от некоторых факторов процесса обработки шлифованием были поставлены эксперименты по плану ПФЭ . В качестве факторов, влияющих на отклик y ( значение микронеровности   (мкм) контролируемого изделия), были выбраны следующие:
 (мкм) – высота исходных неровностей до обработки ;
 (сек) – время одного прохода круга ;
 (шт) – количество проходов выхаживания ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 

Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	+
	+
	+
	8,0
	7,6
	7,8

	2
	+
	+
	-
	5,9 
	6,3
	6,0

	3
	+
	-
	+
	5,8
	6,0
	5,7

	4
	+
	-
	-
	6,0
	5,98
	6,02

	5
	-
	+
	+
	7,5
	7,6
	7,7

	6
	-
	+
	-
	5,3
	5,5
	5,4

	7
	-
	-
	+
	8,7
	8,9
	8,8

	8
	-
	-
	-
	4,19
	4,2
	4,21



Вариант №10
	Для исследования влияния таких технологических факторов как количество расходуемого металла электрода на площадь свариваемого шва (г/мм2) – z1; времени активации сварочной дуги (сек) – z2; скорость движения сварочного электрода (см/мин)– z3. на прочность соединения были проведены эксперименты ПФЭ типа 23. Каждый опыт повторялся три раза (три параллельных опыта).
Количественное значение факторов, влияющих на отклик y ( значение прочности шва (кг) контролируемого изделия), были выбраны следующие:
 (г/см2) – расходуемый металл электрода ;
 (сек) – времени активации сварочной дуги ;
 (см/мин) – скорость перемещения электрода ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	+
	+
	+
	508
	504
	588

	2
	+
	+
	-
	212 
	254
	226

	3
	+
	-
	+
	380
	360
	370

	4
	+
	-
	-
	280
	260
	290

	5
	-
	+
	+
	850
	845
	860

	6
	-
	+
	-
	638
	656
	640

	7
	-
	-
	+
	850
	748
	728

	8
	-
	-
	-
	652
	642
	598



Вариант №11
	Для исследования влияния таких технологических факторов как количество расходуемого металла электрода на площадь свариваемого шва (г/мм2) – z1; времени активации сварочной дуги (сек) – z2; скорость движения сварочного электрода (см/мин)– z3. на прочность соединения были проведены эксперименты ПФЭ типа 23. Каждый опыт повторялся три раза (три параллельных опыта).
Количественное значение факторов, влияющих на отклик y ( значение прочности шва (кг) контролируемого изделия), были выбраны следующие:
 (г/см2) – расходуемый металл электрода ;
 (сек) – времени активации сварочной дуги ;
 (см/мин) – скорость перемещения электрода ;
Требуется построить уравнение регрессии, учитывая взаимодействия факторов, проверить полученную модель на адекватность и произвести ее интерпретацию. 
Исходная матрица планирования ПФЭ 
	№ 
опыта
	Изучаемые факторы
	Результаты опытов

	
	
	
	
	
	
	

	1
	+
	+
	+
	408
	404
	388

	2
	+
	+
	-
	312 
	304
	306

	3
	+
	-
	+
	328
	336
	330

	4
	+
	-
	-
	281
	265
	274

	5
	-
	+
	+
	650
	646
	666

	6
	-
	+
	-
	538
	556
	540

	7
	-
	-
	+
	607
	621
	628

	8
	-
	-
	-
	552
	542
	528







image2.png
Pa3paboTunK MeTOAHMYECKHX YKa3aHUH

3aiikoB C.I., IOLIEHT, K.T.H., [JOLIEHT //;ﬂ/

(DPHO, donxcHoCMb, yueHas cmeneHb, yueHoe 38aHue) (nodnuch)




image3.png




image4.png




image5.png




image6.png




image7.png




image8.png




image9.png
X(1), N(1)




image10.png




image11.png
L{1)=xX(1)-C,L1(1)=L(1)*L(1)




image12.png
M1=0, M2=0, M3=0




image13.png
M1=M1+5(1)*N(1)
M2=M2+5{1)*N(1)*L{1)
M3=M3-+n(1)*L1(1)




image14.png
(1)




image15.png
S{1)=0,C=C#X(1), F=F+N(1)




image16.png
S{)=S(1#¥(10)




image17.png
S(=s(/N(1)




image18.png
c=c/K




image19.png
o=A0-AT'*C
al=A1"




image20.png
KoHey




image21.png
¥(1J)




image22.png




image23.png
AV -ML/T, AL'-M2/NIT




image24.png
C=0;F=0




image25.png
=LK




image26.png
a0, a1




image27.png
(1)




image28.png
X,

x




image29.png
e





image30.png




image31.png
Pric. 1. TI0BEPXHOCTS OTKIIKA
B (pIKTOPHOM IIPOCTPAHCTBE




image32.png
Mo

o(x)

0 a b(x)




image33.png




image34.png
0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

04

03

0.2

0.1

Lo %02
2.
3.0 0250
42005

-0: 0210

3





image35.png
h

X 5 K

Xy

EEEPE Y




image36.png
120
105
90
75
60
45
30

i

20 40 60 80 100 120 140 X





image37.png
o)





image38.png
03
0,27
0,24
0,21
0,18

0.15¢

0,12
0,09
0,06
0,03





image39.png
0.35

0.3

0.25

0.2

0.15:

0.1

0.05

10

12

14

16




image40.png
14

B

10

6,65 67 675 68 6,85




image41.png
U
<

u
S

I~
b3

S
S

uacmoma eapuanm
~
>y

~
S

o

ot |
9,65 9675 97 9725 9759775 98 9825 9,85
nromuocmy samepuara 2/cu3





image42.png
unmepearbran wacmoma

40

30|

20 / \
10
= il

965 9675 97 9725 975 9775 98 9825 9.85
niomuocms samepuara 2/eu3





image1.png
MWHOBPHAYKHWU POCCUA

Deflepa/ibHOE TOCYapCTBEHHOE BFO/KETHOe
o6pa3oBare/ibHOe yUupeXXjeHre BbICLIero 00pa3oBaHust
«TynbCKuii rocylapCTBeHHBIH YHUBEPCHTET»

TlonuTexHUueCcKuit UHCTUTYT
Kadenpa «TexHOmOr1st MalIMHOCTPOEHHUSI»

YTBepK/|eHO Ha 3ace[laHuH Kadespbl
«TexHonorust MalIUHOCTPOEeHUs»
«23» auBaps 2019r., mporokos Ne8
3aBeyroiuii Kadepoi

e oo A.A. Manukos

METOJNYECKUE YKA3AHUSA
110 MPOBe/IeHHI0 MPAKTHYeCKHUX 3aHATHI
0 AMCLUIUITHHE
«MaremaTHyecKoe MoAeTMpPOBaHie B MalIMHOCTPOEHUN»

0CHOBHOIi pod)ecCHOHAIbHOI 06Pa30BaTe/IbHOM NPOrPaMMBbI
BbICLIEr0 06paaonamm — IIPOrpamMmmsl criefya/jiarera

T10 HarpaB/IeHHIO NOJTOTOBKI
15.05.01 IIpoekTHpOBaHHE TEXHOIOTMYECKHX MAlllMH U KOMIL/IEKCOB

¢ npodusiemMm
HpOEKTHPOBaHHE TeXHUYeCKHX KOMIL/IEKCOB CIIel{Ha/IbHOI0 Ha3HAYeHHUs

dopma obyueHusI: OuHas

VineHTrHKALMOHHBI HOMep 06pa3oBaTe/nbHOM nporpamMmer: 150501-01-19

Tyna 2019 rog




