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1. Цель работы.

Основная цель данной дисциплины – научить студентов использовать тензорный математический аппарат для описания различных физических векторных и тензорных полей как в евклидовом, так и в римановых пространствах. Изучение структуры и свойств таких пространств представляет основную задачу курса дифференциальной геометрии и топологии.

2. Практические задания по темам курса.

Задания к темам: 

1. Дифференцирование и интегрирование векторной функции скалярного аргумента.

2. Нахождение касательной к пространственной кривой.

3. Нахождение соприкасающейся плоскости к кривой.

4. Определение кривизны кривой.

5. Нахождение кручения кривой. Дифференцирование естественного трехгранника к кривой.

6. Векторная функция скалярного аргумента. Теория кривых. Определение касательной плоскости и нормали к поверхности.

7. Определение касательной плоскости и нормали к поверхности. Нахождение главных направление кривизн поверхности.
Задача 1.

Связь между декартовым 
[image: image1.wmf]k
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и взаимным базисами имеет вид:


[image: image2.wmf](
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Определить:

1) Компоненты gij фундаментальной матрицы;

2) Разложение векторов основного базиса по декартову;

3) Изобразить основной и взаимный базисы.

Задача 2.

По заданному тензору 
[image: image3.wmf]2332
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определить:

1) Управление поверхности получаемой в результате линейного преобразования плоскости х2 = 0 (х1, х2, х3 – декартовы координаты точек преобразуемого пространства)

2) Первый и второй инварианты тензора
[image: image4.wmf]A
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.

Задача 3.

1. По заданной метрической матрице с контравариантными компонентами:

g11=2;       g12=
[image: image5.wmf]2
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;     g13=0


       g 22=1;     g23=0




   g33=0

Определить:

Взаимный и основной базисы, совместив вектор 
[image: image6.wmf]1

e

 с вектором декартовой системы 
[image: image7.wmf]1
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, а плоскость 
[image: image8.wmf]1
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, 
[image: image9.wmf]2
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 с плоскостью 
[image: image10.wmf]1
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, 
[image: image11.wmf]2
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. Найти разложения векторов основного и взаимного базисов по декартову базису
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Основной и взаимный базисы изобразить на рисунке.

Задача 4.

2. По заданному тензору 
[image: image14.emf]2
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 определить:

1) Уравнение линии (в декартовых координатах), получаемой в результате линейного преобразования оси абсцисс.

2) Собственный векторы 
[image: image15.wmf]A

%

 и его диодные разложения по собственным векторам.

Задача 5.

1. Связь между декартовым 
[image: image16.wmf]k
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 и взаимным 
[image: image17.wmf]i
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базисами имеет вид:
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[image: image19.wmf]2
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[image: image20.wmf]3
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Определить:

1) Компоненты gij матрицы метрического тензора;

2) Основной базис и его разложение по декартову 
[image: image21.wmf]k
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3) Оба базиса показать на рисунке.

Задача 6.

1. Связь между декартовым 
[image: image22.wmf]k
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 и основным 
[image: image23.wmf]i
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 базисами имеет вид:


[image: image24.wmf]2

1

1

2

3

2

1

e

i

e

+

=



[image: image25.wmf]2
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[image: image26.wmf]3
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Определить:

1) Компоненты 
[image: image27.wmf]ij
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 матрицы метрического тензора;

2) Взаимный базис и его разложение по декартову 
[image: image28.wmf]k
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. Оба базиса показать на рисунках.

Задача 7.

2. По заданному тензору 
[image: image29.wmf]1221
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 определить:

1) Собственные векторы и разложение 
[image: image30.wmf]A
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 по диадному базису собственных векторов

Уравнение линии, полученной в результате линейного преобразования окружности единично радиуса (преобразования записать в базисе собственных векторов).

Задача 8.

1. Связь между декартовым 
[image: image31.wmf]k
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 взаимным базисами имеет вид:
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[image: image33.wmf](
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Определить:

1) Компоненты 
[image: image34.wmf]ij
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 функциональной матрицы;

2) Разложение векторов основного базиса по декартову;

3) Изобразить основной и взаимный базисы.

Задача 9.

По заданному тензору 
[image: image35.wmf]1221
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определить:

1) Собственные векторы и разложение 
[image: image36.wmf]A
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 по диодному базису собственных векторов;

2) Границу фигуры получаемой в результате линейного преобразования квадрата с единичными сторонами и центром в начале координат.

Задача 10.

2. По заданному тензору 
[image: image37.wmf]2332
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определить:

2) Управление поверхности получаемой в результате линейного преобразования плоскости х2 = 0 (х1, х2, х3 – декартовы координаты точек преобразуемого пр-ва)

3) Первый и второй инварианты тензора 
[image: image38.wmf]A
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.

Задача 11.

По заданной метрической матрице с ковариантными компонентами

g11 = 2;  g12 = 
[image: image39.wmf]2

1

;  g13 = 0

g21         ;   g22 = 1;   g23 = 0

g31     ;   g32      ;   g33 = 1

Определить:

1) Один из основных базисов 
[image: image40.wmf]1

e

, 
[image: image41.wmf]2
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[image: image42.wmf]3
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, направив вектор 
[image: image43.wmf]1
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 вдоль вектора 
[image: image44.wmf]1
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 декартовой системы; плоскость 
[image: image45.wmf]1
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, 
[image: image46.wmf]2
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 совместить с плоскостью 
[image: image47.wmf]1
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[image: image48.wmf]2
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. Найти компоненты матрицы 
[image: image49.wmf]m
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, связывающей основной  и декартов базисы выражением  
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2) Взаимный базис и его разложение по декартову базису (компонентов матрицы Cjm).  
[image: image51.wmf]m
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Оба базиса построить на рисунке.

Задача 12.

По заданному тензору 
[image: image52.wmf]1122
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определить:

1) Границу фигуры, получаемой в результате линейного преобразования треугольника с декартовыми координатами вершин (0,0,0); (0,1,0); (1,0,0).

Результат преобразования показать на рисунке;

2) Направление главных осей (показать на рисунке);

3) разложение тензора 
[image: image53.wmf]A
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по диодному базису собственных векторов.

Задача 13.

Связь между основным и декартовым базисами имеет вид:

 
[image: image54.wmf](
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Определить:

Взаимный базис и его разложение по декартову, изобразить базис на рисунке.

Задача 14.

По заданному тензору 
[image: image55.wmf]11
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определить:

1) Собственные векторы и разложение 
[image: image56.wmf]A
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 по диадному базису собственных векторов;

2) Инварианты тензора
[image: image57.wmf]A
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;

3) Границу фигуры, получаемой линейным преобразованием квадрата.

Задача 15.

По заданным контравариантным компонентом метрической матрицы:

g11 = 1; g12  = 0; g13 = 
[image: image58.wmf]2

1


             g22 = 1; g23 = 0

                          g33 = 1

Определить:

1) Взаимный и основной базисы, совместив вектор 
[image: image59.wmf]2
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вектором 
[image: image60.wmf]2
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декартовой системы, а плоскость 
[image: image61.wmf]3
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с плоскостью 
[image: image62.wmf]2
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, 
[image: image63.wmf]3
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. Найти разложения основного и взаимного базисов по декартову.

Задача 16.

 По заданному тензору 
[image: image64.wmf]33
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 определить:

1) Собственные векторы и разложение тензора 
[image: image65.wmf]A

%

 по базису собственных векторов;

2) Границу фигуры, получаемой линейным преобразованием квадрата с единичной стороны и центром в начале координат. Полученную фигуру показать на рисунке.

Задача 17.

Связь между декартовым 
[image: image66.wmf]k
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и взаимным базисами имеет вид:


[image: image67.emf](
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Определить:

4) Компоненты gij фундаментальной матрицы;

5) Разложение векторов основного базиса по декартову;

Изобразить основной и взаимный базисы.

Задача 18.

По заданному тензору 
[image: image68.wmf]2332
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определить:

1) Управление поверхности получаемой в результате линейного преобразования плоскости х2 = 0 (х1, х2, х3 – декартовы координаты точек преобразуемого пр-ва)

2) Первый и второй инварианты тензора
[image: image69.wmf]A
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.

Задача 19.

По заданным контравариантным компонентам метрической матрицы

g11 = 1; g12 = 0; g13 = 
[image: image70.wmf]2
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             g22 = 1; g23 = 0

                          g33 = 1

Определить:

1) Взаимный и основной базисы, совместив вектор 
[image: image71.wmf]2

e

с вектором 
[image: image72.wmf]2
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декартовой системы, а плоскость 
[image: image73.wmf]3
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 с плоскостью 
[image: image74.wmf]2
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, 
[image: image75.wmf]3

i

. Найти разложение основного и взаимного базисов по декартову.

Задача 20.

По заданному тензору 
[image: image76.wmf]33
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определить:

1) Собственные векторы и разложение тензоры 
[image: image77.wmf]A
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 по базису собственных векторов;

2) Границу фигуры, получаемой линейным преобразованием квадрата с единичной стороной и центром в начале координат. Полученную фигуру показать на рисунке.

Задача 21.

По заданным ковариантным компонентам метрической матрицы

g11 = 1; g12 = 0; g13 = 
[image: image78.wmf]2
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             g22 = 1; g23 = 0

                          g33 = 1;

Определить:

1) основной и взаимный базисы, совместив вектор 


[image: image79.wmf]1
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 с вектором 
[image: image80.wmf]1
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 декартовой системы, а плоскость 
[image: image81.wmf]3
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с плоскостью 
[image: image82.wmf]3
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. Найти разложения основного и взаимного базисов по декартову.

Задача 22.

По заданным ковариантным компонентам метрической матрицы

g11 = 1; g12 = 0; g13 = 
[image: image83.wmf]2
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             g22 = 1; g23 = 0

                          g33 = 1;

Определить:

1) основной и взаимный базисы, совместив вектор 


[image: image84.wmf]1
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 с вектором 
[image: image85.wmf]1
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 декартовой системы, а плоскость 
[image: image86.wmf]3
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с плоскостью 
[image: image87.wmf]3
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. Найти разложения основного и взаимного базисов по декартову.

Задача 23.

По заданному тензору 
[image: image88.wmf]13
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определить:

1) Собственные векторы и разложение тензора 
[image: image89.wmf]A
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 по базису собственных векторов;

2) Границу фигуры, получаемой линейным преобразованием треугольника с декартовыми координатами вершин (0,0,0); (1,0,0); (0,1,0). Показать полученную фигуру на рисунке.

Задача 24.

Определите ковариантные компоненты вектора 
[image: image90.wmf]V
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 в косоугольном базисе:
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Задача 25.

Определите ковариантные компоненты вектора 
[image: image93.wmf]V
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 в косоугольном базисе:
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Ответ: a) 
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Задача 27.

Определите ковариантные компоненты вектора 
[image: image99.wmf]V
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 в косоугольном базисе:
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Ответ: a) 
[image: image102.wmf]2
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Задача 28.

Определите контравариантные компоненты вектора 
[image: image105.wmf]V
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 в косоугольном базисе:


[image: image106.wmf]2

1

3

2

k

k

V

r

r

r

+

=

 , 


[image: image107.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

=

+

=

2

1

2

2

1

1

3

2

k

k

e

k

k

e

r

r

r

r

r

r


Ответ: a) 
[image: image108.wmf]2
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Задача 29.

Определите контравариантные компоненты вектора 
[image: image111.wmf]V
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 в косоугольном базисе:
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Ответ: a) 
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Задача 30.

Найдите скалярное произведение векторов 
[image: image117.wmf]V

r

 и 
[image: image118.wmf]U
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Ответ: a) 1      b) 2       c)  3

Задача 31.

Найдите скалярное произведение векторов 
[image: image122.wmf]V
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 и 
[image: image123.wmf]U

r
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Ответ: a) 1      b) 2       c)  3

Задача 32.

Найдите скалярное произведение векторов 
[image: image127.wmf]V
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 и 
[image: image128.wmf]U

r
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Ответ: a) 1      b) 2       c)  3

Задача 33.

Найдите скалярное произведение векторов 
[image: image132.wmf]V
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 и 
[image: image133.wmf]U

r
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Ответ: a) 1      b) 2       c)  3

Задача 34.

Определите контравариантные компоненты вектора 
[image: image137.wmf]V

r

 в косоугольном базисе:
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Ответ:  a) 
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Задача 35.

Определите контравариантные компоненты вектора 
[image: image143.wmf]V

r

 в косоугольном базисе:
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Ответ: a) 
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Задача 36.

Определите ковариантные компоненты вектора 
[image: image149.wmf]V

r

 в косоугольном базисе:
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Ответ: a) 
[image: image152.wmf]2
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Задача 37.

Определите ковариантные компоненты вектора 
[image: image155.wmf]V

r

 в косоугольном базисе:
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Ответ: a) 
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1.4. Линейные операции над тензорами. Тензорное умножение. Кососимметрические тензоры.

Задача 1.

Запишите уравнение линии, полученной посредством линейного преобразования 
[image: image161.wmf]~
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 кривой 
[image: image162.wmf]l
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Задача 2.

Запишите уравнение линии, полученной посредством линейного преобразования 
[image: image166.wmf]~

A

 кривой 
[image: image167.wmf]l
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Ответ:   a) 
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Задача 3.

Запишите уравнение линии, полученной посредством линейного преобразования 
[image: image174.wmf]~
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 кривой 
[image: image175.wmf]l
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Ответ:   a) 
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Задача 4.

Запишите уравнение линии, полученной посредством линейного преобразования 
[image: image182.wmf]~
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 кривой 
[image: image183.wmf]l
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Ответ:   a) 
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Задача 5.

Запишите уравнение линии, полученной посредством линейного преобразования 
[image: image190.wmf]~
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 кривой 
[image: image191.wmf]l
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Ответ:   a) 
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Задача 6.

Запишите уравнение линии, полученной посредством линейного преобразования 
[image: image198.wmf]~
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 кривой 
[image: image199.wmf]l
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Ответ:   a) 
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Задача 7.

Найдите симметричное линейное преобразование 
[image: image206.wmf]~
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 кривой 
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 в кривую 
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Ответ:   a) 
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Задача 8.

Найдите симметричное линейное преобразование 
[image: image216.wmf]~

A

 кривой 
[image: image217.wmf]1
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 в кривую 
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Ответ:   a) 
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Задача 9.

Найдите симметричное линейное преобразование 
[image: image226.wmf]~
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 кривой 
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 в кривую 
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Ответ:   a) 
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Задача 10.

Найдите симметричное линейное преобразование 
[image: image236.wmf]~
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 кривой 
[image: image237.wmf]1
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 в кривую 
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Ответ:   a) 
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Задача 11.

Найдите симметричное линейное преобразование 
[image: image246.wmf]~
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 кривой 
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 в кривую 
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Ответ:   a) 
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Задания к теме:

1.5. Ковариантная производная. Символы Кристоффеля, тензор кручения, симметричные связности.

Задача 1.

По заданному преобразованию координат 
[image: image256.wmf](
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[image: image257.wmf]i

x

 - декартова ортогональная система координат, 
[image: image258.wmf]i

x

- криволинейные координаты, определить:

1. Область 
[image: image259.wmf]W

, в которой заданное преобразование является взаимно однозначным.

2. Координатные линии и координатные поверхности криволинейной системы координат. Показать их на рисунке.

3. Основной и взаимный базисы криволинейной системы координат и их разложение по декартову базису.

4. Ковариантные и контравариантные компоненты метрического тензора.

5.    Символы Кристоффеля первого и второго рода криволинейной системы координат.

1. 
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9. 
[image: image268.wmf](
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Задача 2.
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Для заданного скалярного поля 
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Задача 3.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Задача 4.

Определите дивергенцию векторного поля 
[image: image293.wmf]V
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Ответ:    a) 3   b) 
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Задача 5.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 6.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 7.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 8.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 9.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 10.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 11.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 12.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 13.

Определите дивергенцию векторного поля 
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Ответ:    a) 
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Задача 8.


[image: image352.wmf](
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Для заданного преобразования координат определить кривизну координатных линий и гауссову кривизну координатных поверхностей в точке с радиус-вектором 
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