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(подпись)
Векторная алгебра и аналитическая геометрия
Задача 1.   

Теоретические сведения.

В прямоугольной декартовой системе координат Oxyz положение любой точки задается тремя числами – координатами :
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                                            Рисунок 1.            

Расстояние между двумя точками 
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 При решении задач аналитической геометрии на плоскости необходимы следующие сведения о прямой линии: 

1) если точка М(x; y) делит отрезок М1М2 (М1(х1; у1) и М2(х2; у2)) в отношении λ, то координаты этой точки выражаются формулами 
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если же точка М(x; y) - середина отрезка М1М2, то
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2) уравнение прямой, проходящей через точку М1(x1; y1) и имеющей данный угловой коэффициент k, записывается в виде
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3)  уравнение прямой, проходящей через две данные точки М1(x1; y1) и М2(x2; y2), имеет вид
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4) острый угол между двумя прямыми с угловыми коэффициентами k1 и k2 определяется по формуле
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при этом условие параллельности прямых имеет вид k1=k2, а условие перпендикулярности  
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5) если прямая на плоскости задана общим уравнением Ах+Ву+С=0, то 
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  - ее угловой коэффициент;

6) если в общем уравнении прямой поделить все члены на 
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7) точка пересечения двух прямых А1х+В1у+С1=0 и А2х+В2у+С2=0 определяется из решения системы уравнений
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Уравнение окружности с центром в точке 
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Пример выполнения задания.

	Даны вершины треугольника АВС:   А(– 4;8),    В(5; – 4),   С(10;6). 

Найти: 1) длину стороны АВ; 2) уравнения сторон АВ и АС в общем виде и их угловые коэффициенты; 3) внутренний угол А в радианах с точностью         до 0,01; 4) уравнение высоты СD в общем виде и ее длину; 5) уравнение окружности, для которой  высота CD есть диаметр.


Решение: 

1)  Расстояние d между двумя точками на плоскости определяется по формуле (1), в которую подставлены значения координат точек А и В (положим 
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2) Уравнение прямой, проходящей через две заданные точки имеет вид (5):

Подставив в (5) координаты точек  А и В, получим уравнение прямой АВ:
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Для нахождения углового коэффициента kAB прямой АВ разрешим полученное уравнение относительно y: 
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. Подставив в формулу (5) координаты точек А и С, найдем уравнение   прямой АС:     
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      или       x + 7y – 52 = 0    (AC).

Отсюда   
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3) Угол между двумя прямыми, угловые коэффициенты которых равны k1 и k2, определяется по формуле (6). Угол А, образованный прямыми АВ и АС, найдем по формуле (6), подставив в нее  
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,

0

45

1

»

=

=

Ð

o

arctg

A

 рад.

4) Так как высота CD перпендикулярна стороне АВ, то угловые коэффициенты этих прямых связаны соотношением (7), поэтому
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Уравнение прямой, проходящей через заданную точку в заданном угловым коэффициентом k направлении, имеет вид (4). Подставив  в  (4)  координаты  точки  С и 
[image: image43.wmf]4

3

=

CD

k

, получим уравнение высоты СD:
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Для нахождения длины CD определим координаты точки D, решив систему уравнений (АВ) и (СD):
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,    откуда   х = 2, y = 0,    то есть    D (2;0).

Подставив в формулу (1) координаты точек С и D, находим:
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5) Так как СD является диаметром искомой окружности, то ее центр Е есть середина отрезка CD. Воспользовавшись формулой (3) деления отрезка пополам, получим: 
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Следовательно, Е (6; 3) и 
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. Используя формулу (10), получаем уравнение искомой окружности: (х – 6)2+( y – 3)2 = 25.

Задача 2. 

Теоретические сведения.

Если известны начало вектора 
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а его длина определяется выражением  
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Вектор 
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 с координатами 
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 может быть представлен разложением по ортам в виде
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Если α, β, γ – углы, которые вектор 
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 образует с положительными направлениями осей координат, то  cosα, cosβ, cosγ  называются направляющими косинусами вектора 
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 (рисунок 2). Тогда имеют место соотношения   
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Для векторов 
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 вводятся операции сложения и умножения на число такие, что
                    
[image: image70.wmf](

)

2

1

2

1

2

1

,

,

z

z

y

y

x

x

b

a

±

±

±

=

±

r

r

    и     
[image: image71.wmf](

)

1

1

1

,

,

z

y

x

a

l

l

l

l

=

r

,               

 где  
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                                                         Рисунок 2.

Скалярным произведением двух векторов 
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 называется число, равное  произведению  длин  этих  векторов  на  косинус угла 
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   или,  если   векторы   заданы   своими   координатами, то       
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Векторы, лежащие на одной или параллельных прямых, называют  коллинеарными. Признак коллинеарности векторов 
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 является пропорциональность их координат: 
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Если векторы 
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 взаимно перпендикулярны, то 
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Уравнение плоскости, проходящей через точку 
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Пример выполнения задания.

	Даны координаты трех точек: А(3; 0; –5),  В(6; 2; 1),  С(12; –12; 3).

Требуется: 1) записать векторы 
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 в системе орт и найти модули этих векторов; 2) найти угол между векторами 
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; 3) составить уравнение плоскости, проходящей через точку С  перпендикулярно вектору 
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Решение: 

1) Найдем координаты вектора 
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, подставив в формулу (11) координаты точек А и В, и запишем разложение этого вектора по ортам (13):
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Подобным образом    
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Модули векторов 
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 найдем, подставляя их координаты в формулу (12):
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2) Найдем косинус угла φ между векторами 
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. Для этого вычислим их скалярное произведение по формуле (14):


[image: image106.wmf]51

8

6

)

12

(

2

9

3

=

×

+

-

×

+

×

=

×

®

®

AC

AB

 .

Тогда по формуле (16)
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3) По условию задачи искомая плоскость проходит через точку С(12; –12; 3) перпендикулярно вектору 
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. Подставляя в (17) А= 3, В= 2, С= 6,                             х0= 12,  у0= −12,  z0= 3, получим:

3(х – 12) +2 (y + 12) + 6(z – 3) = 0,

или  3х + 2у + 6z – 30 = 0 – искомое уравнение плоскости. 

Задача 3. 

Теоретические сведения.

Векторы называются компланарными, если они лежат в одной плоскости или в параллельных плоскостях. Условием компланарности трех векторов 
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является равенство нулю их смешанного произведения:
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Три вектора образуют базис в том случае, если они некомпланарны. 

Если для векторов 
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 выполняется условие 
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, то они образуют базис, и любой четвертый вектор 
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 может быть представлен разложением по этому базису в виде 

                                                    
[image: image116.wmf]3

2

1

a

a

a

b

r

r

r

r

g

b

a

+

+

=

,                                         (19)

где α, β, γ – координаты вектора 
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 в базисе, образованном векторами 
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Координаты α, β, γ  находятся из системы уравнений:
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Пример выполнения задания.

	Показать, что векторы 
[image: image120.wmf]1

a

r
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(1; –1; 5) образуют базис трехмерного пространства. Найти координаты вектора 
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(5; 0; 3) в этом базисе.


Решение: 

Вычислим смешанное произведение векторов 
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Так как смешанное произведение отлично от нуля, то векторы некомпланарны и образуют базис. Координаты вектора 
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 в этом базисе найдем, разложив его по векторам 
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а координаты вектора 
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 в новом базисе найдем из системы уравнений (20)


[image: image130.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

×

+

-

×

+

×

=

-

×

+

×

+

×

=

×

+

×

+

×

3

5

)

1

(

4

0

)

1

(

1

1

5

1

2

3

g

b

a

g

b

a

g

b

a

           или        
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Решим эту систему для заданных векторов методом Гаусса.

Поменяем местами первое и второе уравнения
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После этого умножим первое уравнение на (–3) и сложим со вторым. Далее умножим первое уравнение на (–4) и сложим с третьим. Получим: 
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Затем умножаем второе уравнение на (−5) и складываем с третьим:
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Из последнего уравнения имеем γ= 2. Подставляем это значение во второе уравнение, получаем β= 3 и, наконец, из первого уравнения находим α= –1.

Таким образом, подставив в уравнение (19) координаты вектора 
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, получим 
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Элементы линейной алгебры

Задача 4. 

Теоретические сведения.

Неоднородная система трех уравнений с тремя неизвестными в общем случае имеет вид 
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и может быть записана в матричном виде

                                                    А·Х = Н,                                                           (21)

где 
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 - матрица коэффициентов при неизвестных,
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 - матрица-столбец неизвестных,  
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 матрица-столбец свободных членов. 


Если матрица А – невырожденная, то есть имеет определитель, отличный от нуля, то существует матрица А-1, обратная к А, так что А-1·А=Е (Е - единичная матрица). Умножим обе части уравнения (22) на А-1 и получим

А-1·А·Х = А-1· Н,

или

                                           Х = А-1· Н,                                                           (23)

поскольку  А-1·А·Х=Е·Х=Х.


Равенство (23) является решением системы уравнений (22). 


Матрица, обратная к невырожденной матрице А, находится по формуле
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где Аіј (i = 1, 2, 3;  j = 1, 2, 3) – алгебраическое дополнение элемента аij, которое является произведением   (-1)i+j  на минор (определитель) второго порядка, полученный вычеркиваем i-й строки и j-го столбца в определителе матрицы А; Δ – определитель матрицы А.

Пример выполнения задания.

	Данную систему уравнений записать в матричной форме и решить ее с помощью обратной матрицы:

                                             
[image: image142.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

=

-

+

=

+

-

1

2

8

3

2

1

2

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x




Решение: 

Выпишем для данной системы уравнений матрицу коэффициентов при неизвестных А и столбец свободных членов Н:
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Вычислим определитель Δ и алгебраические дополнения Аіј элементов матрицы А:
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следовательно,  матрица А имеет обратную матрицу А-1.
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Тогда по формуле (24) обратная матрица равна
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             По формуле (23) находим решение данной системы уравнений в матричной форме:
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 EMBED Equation.3 [image: image157.wmf]=
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 EMBED Equation.3 [image: image158.wmf]÷
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Отсюда х1= 3, х2= 0, х3= −2.

Пределы

Задача 5. 

Теоретические сведения.

Число A  называют пределом функции y=f(x) в точке  a , если эта функция определена в некоторой окрестности точки  a , за исключением, быть может, самой точки a , и для каждого  (>0 найдется такое (>0, что для всех x, удовлетворяющих условию 
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     Вычисление пределов арифметических выражений  [image: image162.wmf](
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  по пределам функций [image: image164.wmf](
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, из которых они составлены,  не всегда возможно. В этих случаях говорят, что возникают неопределенности следующих видов:
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     Для нахождения пределов таких  неопределенных  выражений  нужно

учитывать конкретный вид функции  [image: image166.wmf](
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предел отношения двух многочленов
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первый замечательный предел 
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второй замечательный предел 
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Величина 
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Пример выполнения задания.
	Вычислить пределы:

                        а) 
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Решение: 

а) Подстановка предельного значения аргумента х=-3 приводит к неопределенному выражению вида 
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Для устранения этой неопределенности разложим числитель и знаменатель дроби на множители и сократим дробь на множитель (х+3). Такое сокращение здесь возможно, так как множитель (х+3) отличен от нуля при х→ −3:
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б) При х→ ∞  выражение  
[image: image191.wmf]x
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  дает неопределенность вида  (∞ − ∞). Для ее устранения умножим и разделим это выражение на 
[image: image192.wmf]x

x

x

+

+

3

2

, после чего разделим числитель и знаменатель полученной дроби на х , учитывая формулу (25):
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в) При 
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 получим неопределенность 
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. Обозначим arctg5x = y. Тогда 5х=tgy и   y → 0 при   х → 0. Применяя свойства пределов и формулу (26), имеем:
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Эту задачу можно решить, используя эквивалентные замены бесконечно малых величин (28). Поскольку при 
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г) При 
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является неопределенностью вида 
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. Для устранения этой неопределенности представим основание степени в виде суммы  1 и бесконечно малой (при х → ∞) величины; после чего применим формулу второго замечательного предела (27):
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Непрерывность функции

Задача. Найти точки разрыва функции  
[image: image207]  пределы слева и справа в этих точках, сделать схематический чертеж.

[image: image208.png]=4





Функция  
[image: image209]  имеет разрыв в точке  
[image: image210]  т.к. она в этой точке не определена. При этом:

    
[image: image211]

[image: image212]
б)  Найти точки разрыва и величину скачка в этих точках функции

              
[image: image213]
Точкой разрыва данной функции является точка  
[image: image214]  т.к. в ней функция не определена.


[image: image215]

[image: image216]  т.к. при  
[image: image217]  имеем:

   
[image: image218]
Величина скачка  
[image: image219]
в)  Найти точки разрыва, величину скачка  
[image: image220]  и построить график функции  
[image: image221]
Данная функция непрерывна для  
[image: image222]
Исследуем только точки  
[image: image223]  и  
[image: image224]  т.к. в них меняется аналитическое выражение функции.

        
[image: image225]

[image: image226]  следовательно, в точке  
[image: image227]  функция  
[image: image228]  непрерывна.

         
[image: image229]
[image: image230.png]




[image: image231]следовательно, точка  
[image: image232] точка разрыва. Величина скачка


[image: image233]
Дифференциальное исчисление функций одной

 переменной

Таблица основных формул дифференцирования.

(Для сложных функций от 
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Общие правила:
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  ЭКСТРЕМУМЫ  ФУНКЦИИ  ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ

Функция  
[image: image279]  называется возрастающей (убывающей) на некотором интервале (отрезке), если для любых точек  
[image: image280],  принадлежащих данному интервале (отрезку), из неравенства  
[image: image281]  следует неравенство  
[image: image282]  Если  
[image: image283]  непрерывна на отрезке  
[image: image284]  и  
[image: image285]  при  
[image: image286]  то  
[image: image287]  возрастает (убывает) на отрезке  
[image: image288].

[image: image289.png]



В простейших случаях область существования функции  
[image: image290]  можно разбить на конечное число промежутков возрастания и убывания функции (промежутков монотонности). Эти промежутки ограничены критическими точками  
[image: image291] (где  
[image: image292]  или же  
[image: image293]  не существует).

Если существует такая двусторонняя окрестность точки  
[image: image294], что для всякой точки  
[image: image295]  этой окрестности имеет место неравенство  
[image: image296],  то точка  
[image: image297]  называется точкой минимума функции  
[image: image298], а число  
[image: image299] минимумом функции  
[image: image300]. Аналогично, если для всякой точки  
[image: image301]  некоторой окрестности точки  
[image: image302]  выполняется неравенство  
[image: image303], то  
[image: image304]  называется точкой максимума функции  
[image: image305],  а  
[image: image306] максимумом функции. Точка минимума или максимума функции называется ее точкой экстремума, а минимум или максимум функции  –  экстремумом функции. Если  
[image: image307] –  точка экстремума функции  
[image: image308],  то  
[image: image309]  или же  
[image: image310]  не существует (необходимое условие существования экстремума). Обратное утверждение не верно: точки, в которых  
[image: image311]  или  
[image: image312]  не существует (критические точки), не обязательно являются точками экстремума функции  
[image: image313].

Достаточный признак существования и отсутствия экстремума непрерывной функции  
[image: image314]  следующий: если существует такая окрестность  
[image: image315]  критической точки  
[image: image316],  что  
[image: image317]  при  
[image: image318]  и  
[image: image319]  при  
[image: image320],  то  
[image: image321] –  точка максимума функции  
[image: image322];  если же  
[image: image323]  при  
[image: image324]  и  
[image: image325]  при  
[image: image326],  то  
[image: image327] –  точка минимума функции  
[image: image328].

Если, наконец, найдется такое положительное число  
[image: image329],  что  
[image: image330]  сохраняет неизменный знак при  
[image: image331],  то точка  
[image: image332]  не является точкой экстремума функции  
[image: image333].

Наименьшее (наибольшее) значение непрерывной функции  
[image: image334]  на данном отрезке  
[image: image335]  достигается или в критических точках функции, или на концах отрезка  
[image: image336].

Пример  1.1.  Найти экстремумы и интервалы монотонности функции  

                       
[image: image337]
[image: image338.png]Ve





Область существования:  
[image: image339]
Находим критические точки:


[image: image340]

[image: image341]
При  
[image: image342]  функция всегда возрастает и принимает наибольшее значение в критической точке  
[image: image343]
Пример  1.2.  Найти экстремумы и интервалы монотонности функции  

                        
[image: image344]
Область существования:  
[image: image345].

Находим критические точки:


[image: image346]

[image: image347]

[image: image348]  не существует  
[image: image349]  Получили три критические точки.
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[image: image358.png]




[image: image359]
Так как  
[image: image360]  где  
[image: image361]  угловой коэффициент касательной, то при  
[image: image362]  и  
[image: image363]  касательная к графику функции перпендикулярна оси  
[image: image364]

[image: image365]
Пример  1.3.  Найти глубину открытого бассейна с квадратным дном и объемом  256 м
[image: image366]  такого, чтобы на облицовку его стен и дна пошло наименьшее количество материала.

Пусть  
[image: image367] сторона квадрата основания,  
[image: image368] глубина бассейна;


[image: image369]

[image: image370]

[image: image371]
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[image: image373]  При  
[image: image374]  величина  
[image: image375]  будет наименьшей.

[image: image376.png]Y
"

A e ‘vl =80 xm/u

K e
v, =60 Km/4
—
C ® @ *—>X

M B By




Пример  1.4.  Две прямые железные дороги  
[image: image377]  и  
[image: image378]  перпендикулярны друг к другу и пересекаются в пункте  
[image: image379]  причем  
[image: image380] км  и  
[image: image381] км. Из пунктов  
[image: image382]  и  
[image: image383]  по направлению к  
[image: image384]  одновременно выходят два поезда со скоростями соответственно  
[image: image385] км/ч  и  
[image: image386] км/ч. Через сколько часов после отправления расстояние между поездами будет наименьшим ?

Отметим положение поездов в момент  
[image: image387]  точками  
[image: image388]  и  
[image: image389].


[image: image390]

[image: image391]

[image: image392]

[image: image393]

[image: image394]  минимально, если минимальна величина  
[image: image395]

[image: image396]

[image: image397]  
[image: image398]
[image: image399.png]|
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[image: image400] точка минимума функции  
[image: image401].  Через  
[image: image402] часов после отправления расстояние между поездами будет наименьшим.

   АСИМПТОТЫ

Если точка  
[image: image403]  непрерывно перемещается по кривой  
[image: image404]  так, что хотя бы одна из координат точки стремится к бесконечности, и при этом расстояние точки от некоторой прямой стремится к нулю, то эта прямая называется асимптотой кривой.

Если существует число  
[image: image405]  такое, что  
[image: image406], то прямая  
[image: image407]  является асимптотой (вертикальная асимптота).

Если существуют конечные пределы  
[image: image408]  и  
[image: image409],  то прямая  
[image: image410]  будет асимптотой (правая наклонная асимптота).

Если существуют конечные пределы  
[image: image411]  и  
[image: image412],  то прямая  
[image: image413]  будет асимптотой (левая наклонная асимптота).

График функции  
[image: image414]  не может иметь более одной правой и более одной левой асимптоты.

Пример  2.1.  Найти асимптоты и построить график функции  
[image: image415]
Область существования:  
[image: image416]
Ищем вертикальные асимптоты.

Функция имеет разрыв в точке  
[image: image417],  т.к. в ней функция не определена.


[image: image418]

[image: image419]
следовательно, 
[image: image420]  –  вертикальная асимптота.

Ищем наклонные асимптоты в виде  
[image: image421]
[image: image422.png]



  
[image: image423]
          
[image: image424]
           
[image: image425]
                 
[image: image426]
  Следовательно, при  
[image: image427]  существует асимптота  
[image: image428]
Пример  2.2.  Найти асимптоты и построить график функции  
[image: image429]
Область существования:  
[image: image430]  и  
[image: image431]

[image: image432]
следовательно, данная функция четная, и можно построить ее график только при 
[image: image433] а затем отразить его симметрично относительно оси 
[image: image434]
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[image: image436] вертикальная асимптота при  
[image: image437]
Пусть  
[image: image438]
    
[image: image439]
    
[image: image440]

[image: image441]

[image: image442]
             
[image: image443]
При  
[image: image444]  получаем асимптоту  
[image: image445]  График данной функции пересекает ось  
[image: image446]  при  
[image: image447]  т.е. в точках  
[image: image448].

Пример  2.3.  Найти асимптоты и построить график функции  
[image: image449]
Область существования:  
[image: image450]  и  
[image: image451].

В точках  
[image: image452]  и  
[image: image453]  функция терпит разрыв, т.к. в них она не определена.


[image: image454]
[image: image455.png]




[image: image456]
      
[image: image457]  вертикальная асимптота.


[image: image458]

 EMBED Equation.2  [image: image459]            
[image: image460]  вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты при  
[image: image461]  ищем в виде:  
[image: image462]

[image: image463]

[image: image464]

[image: image465]
При  
[image: image466]  получаем асимптоту  
[image: image467]
   НАПРАВЛЕНИЕ  ВОГНУТОСТИ.  ТОЧКИ  ПЕРЕГИБА

Говорят, что график дифференцируемой функции  
[image: image468]  вогнут вниз  на интервале  
[image: image469] (вогнут вверх на интервале  
[image: image470]), если при  

[image: image471.png]AV






[image: image472]  дуга кривой расположена ниже (или соответственно при  
[image: image473]  выше) касательной, проведенной в любой точке интервала  
[image: image474]  (или интервала  
[image: image475]).  Достаточным условием вогнутости вниз (вверх) графика  
[image: image476]  является выполнение на соответствующем интервале неравенства  


[image: image477]
Точка  
[image: image478], в которой изменяется направление вогнутости графика функции, называется точкой перегиба. Для абсциссы точки перегиба  
[image: image479]  графика функции  
[image: image480]  вторая производная  
[image: image481]  или  
[image: image482]  не существует. Точки, в которых 
[image: image483]  или  
[image: image484]  не существует, называются критическими точками  2-го рода. Критическая точка  2-го рода  
[image: image485]  является абсциссой точки перегиба, если  
[image: image486]  сохраняет постоянные знаки в интервалах  
[image: image487]  и  
[image: image488],  где  
[image: image489] некоторое положительное число, причем эти знаки противоположны, и не является точкой перегиба, если знаки  
[image: image490]  в указанных выше интервалах одинаковы.

Пример.  Определить интервалы вогнутости и выпуклости, а также точки перегиба кривой  
[image: image491]
Имеем:  
[image: image492].  Приравняв вторую производную к нулю, найдем критические точки второго рода:  
[image: image493]  Эти точки разбивают всю область существования функции  
[image: image494]  на три интервала.
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[image: image502]

	
[image: image503]
	перегиб
	
[image: image504]
	перегиб
	
[image: image505]


Получили: кривая вогнута вверх при  
[image: image506]  и  
[image: image507]  и вогнута вверх при 
[image: image508]. Точки 
[image: image509] точки перегиба.

  ПОСТРОЕНИЕ  ГРАФИКОВ  ФУНКЦИЙ  ПО

ХАРАКТЕРНЫМ  ТОЧКАМ

При построении графика функции следует, прежде всего, найти область существования этой функции и выяснить поведение функции на границе ее области существования. Полезно также предварительно отметить некоторые особенности функции (если они имеются): четность, периодичность и т.д.

Далее нужно найти точки разрыва, асимптоты, точки экстремума функции, точки перегиба и т.д. Найденные элементы позволяют выяснить общий характер графика функции.

Пример  4.1.  Провести полное исследование и построить график функции  
[image: image510]
Область существования:  
[image: image511]

[image: image512] функция общего вида.

Так как функция определена при всех  
[image: image513],  и у нее нет точек разрыва, то вертикальных асимптот нет. Наклонные асимптоты при  
[image: image514]  ищем в виде:  
[image: image515]

[image: image516]  следовательно, наклонных асимптот также нет.

Исследуем функцию по первой производной.
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 EMBED Equation.2  [image: image518]

[image: image519]  не существует    
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[image: image529] (касательная в этой точке перпендикулярна оси  
[image: image530]).


[image: image531]  (касательная в этой точке параллельна оси  
[image: image532]).

Исследуем функцию по второй производной.


[image: image533]

[image: image534]

[image: image535]

[image: image536]  при  
[image: image537]  не существует при  
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[image: image546]

	
[image: image547]
	перегиб
	
[image: image548]
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[image: image550]
Пример  4.2.  Провести полное исследование и построить график функции  
[image: image551]
Область существования:  
[image: image552]

[image: image553]  функция общего вида.


[image: image554] точка разрыва, т.к. в ней функция не определена.


[image: image555]       
[image: image556]

[image: image557] вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты при  
[image: image558]  ищем в виде:  
[image: image559]
                
[image: image560]
                
[image: image561]
При  
[image: image562]  получаем асимптоту  
[image: image563]
Исследуем функцию по первой производной.


[image: image564]

[image: image565]  не существует     
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[image: image575]
Исследуем функцию по второй производной.
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[image: image578]

[image: image579]  не существует     
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[image: image581]
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[image: image589]
	перегиб
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[image: image591]
Пример  4.3.  Провести полное исследование и построить график функции  
[image: image592]
Область существования:  
[image: image593]

[image: image594] функция общего вида.

В точке  
[image: image595]  функция терпит разрыв, т.к. в ней она не определена.


[image: image596] вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты ищем в виде:  
[image: image597]

[image: image598]
     
[image: image599]
        
[image: image600]  следовательно, при  
[image: image601]  наклонных асимптот нет.


[image: image602]
              
[image: image603];

              
[image: image604]
при  
[image: image605]  получаем асимптоту  
[image: image606]
Исследуем функцию по первой производной.
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[image: image608]  не существует     
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[image: image616]
Исследуем функцию по второй производной.
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[image: image620]  не существует     
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Пример  4.4.  Провести полное исследование и построить график функции  
[image: image630]
[image: image631.png]><\/




Область существования:  
[image: image632]   


[image: image633]
Функция общего вида.


[image: image634] вертикальная асимптота.


[image: image635] вертикальная асимптота.

Наклонные асимптоты ищем в виде:  
[image: image636]

[image: image637];


[image: image638]
При  
[image: image639]  получаем асимптоту  
[image: image640]
Исследуем функцию по первой производной.
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[image: image646]
      Экстремумов у функции нет.

Исследуем функцию по второй производной.
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[image: image649] не входит в область существования.
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Точек перегиба нет.
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Интегральное исчисление функции одной переменной

  Неопределенный интеграл

Первообразной функцией для функции 
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         Неопределенным интегралом от функции 
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Функция 
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Свойства неопределенного интеграла:
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Таблица простейших интегралов:
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Основные методы интегрирования:

1. Подведение под знак дифференциала:

а) к функции, стоящей под знаком дифференциала, можно прибавлять или вычитать любую  постоянную: 
[image: image684.wmf])

)

(

(

)

(

A

x

f

d

x

df

±

=

;

б) под знак дифференциала можно подводить постоянный множитель: 
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в) под знак дифференциала подводится функция по правилу: 
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2. Интегрирование по частям с использованием формулы:
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С помощью этого метода вычисляются следующие интегралы

а) 
[image: image689.wmf]ò

×

dx

x

P

a

n

x

)

(

,  
[image: image690.wmf])

(

x

P

u

n

=

,        
[image: image691.wmf]dx

a

dv

x

=

.

б) 
[image: image692.wmf]ò

×

dx

x

P

ax

n

)

(

sin

,  
[image: image693.wmf])

(

x

P

u

n

=

,   
[image: image694.wmf]axdx

dv

sin

=

.

в) 
[image: image695.wmf]ò

×

dx

x

P

ax

n

)

(

cos

,  
[image: image696.wmf])

(

x

P

u

n

=

,   
[image: image697.wmf]axdx

dv

cos

=

, 

г) 
[image: image698.wmf]ò

×

,

)

(

ln

dx

x

P

ax

n

  
[image: image699.wmf]ax

u

ln

=

, 
[image: image700.wmf]dx

x

P

dv

n

)

(

=

,

д) 
[image: image701.wmf]ò

×

,

)

(

arcsin

dx

x

P

ax

n

  
[image: image702.wmf]ax

u

arcsin

=

, 
[image: image703.wmf]dx

x

P

dv

n

)

(

=

,

е) 
[image: image704.wmf]ò

×

,

)

(

arctg

dx

x

P

ax

n

  
[image: image705.wmf]ax

u

arctg

=

, 
[image: image706.wmf]dx

x

P

dv

n

)

(

=

,

     где 
[image: image707.wmf])

(

x

P

n

− многочлен п-ой степени.

3. Интегрирование методом замены переменной по формуле
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Пример выполнения задания.

	Найти неопределенные интегралы:
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Решение.

а) используя основные свойства неопределенного интеграла и выполняя подведение функций под знак дифференциала, найдем интеграл
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Проверим результат интегрирования дифференцированием:
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что совпадает с подынтегральной функцией.

б) подынтегральная функция представляет собой неправильную рациональную дробь. Представим эту дробь в виде суммы многочлена и правильной дроби. Для этого выполним деление многочлена на многочлен:
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Для того чтобы найти последний интеграл, представим правильную дробь в виде суммы простейших дробей. Для этого разложим на множители знаменатель дроби 
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значит     
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и окончательно получаем
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Проверим результат дифференцированием:
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что совпадает с подынтегральной функцией.

Замечание.

Интеграл от правильной рациональной дроби сводится к сумме интегралов от простейших дробей. Наиболее часто встречаются следующие интегралы:
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в) применим методом интегрирования по частям. 
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Проверим результат дифференцированием

               
[image: image747.wmf](

)

)

4

3

(

1

)

1

(

3

)

1

(

3

)

)

1

(

(

3

3

3

3

3

+

=

+

+

=

+

+

=

¢

+

+

x

e

x

e

e

x

e

C

x

e

x

x

x

x

x

,

что совпадает с подынтегральной функцией.

Определенный интеграл

Если на плоскости Оху задана фигура, ограниченная двумя непрерывными линиями 
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 и вертикальными  прямыми 
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	Пример 2.1  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
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Решение.

Заданные линии ограничивают на плоскости Оху криволинейную трапецию, изображенную на рисунке. 


Найдем координаты точек пересечения заданных линий, для этого решим систему уравнений 
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Тогда искомая площадь вычисляется по формуле:
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Объемы тел, образованных вращением плоской фигуры, ограниченной кривой 
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вокруг оси Ох, вычисляются по формуле  
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вокруг оси Оу, вычисляются по формуле 
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	Пример.2.2 Вычислить объемы тел, образованных вращением вокруг осей Ох и Оу криволинейного треугольника, ограниченного кривой 
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Решение.

                                           

объем тела, полученного вращением

             вокруг оси Ох, равен
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2) объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу, равен
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Функции нескольких переменных

Переменная величина z называется функцией двух переменных x и y, если каждой паре значений (x,y) из данной области соответствует единственное определенное значение 
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Для функции 
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 вводятся понятия частных производных первого порядка, которые определяются выражениями:
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и частных производных второго порядка:
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Функция 
[image: image781.wmf])

,

(

y

x

f

z

=

 имеет в точке 
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 максимум (минимум), если значение этой функции в точке 
[image: image783.wmf]0

M

 больше (меньше), чем значения функции в любой точке из окрестности точки 
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Необходимыми условиями существования экстремума (максимума или минимума) дифференцируемой функции 
[image: image785.wmf])

,

(

y

x

f

z

=

 является равенство нулю ее частных производных первого порядка:
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Точки, в которых частные производные обращаются в ноль, называются стационарными точками функции 
[image: image787.wmf])
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. Для того чтобы стационарная точка являлась экстремумом, в ней должны выполняться достаточные условия.  Обозначим 
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Если в стационарной точке 
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	Пример. Исследовать на экстремум функцию 
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Решение.

1. Найдем частные производные заданной функции
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2. Запишем необходимые условия существования экстремума
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значит точка 
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 является стационарной точкой функции.

3. Проверим выполнение в точке М достаточного условия. Для этого найдем вторые частные производные функции
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В точке 
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Функция двух независимых переменных 
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 принимает наибольшее и наименьшее значения в области D,  ограниченной линией 
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, либо в стационарных точках, расположенных внутри области D, либо на границе этой области.

Задача об отыскании наибольшего и наименьшего значений функции 
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 в заданной области D  решается по следующему плану:

1. Определяем стационарные точки функции, расположенные внутри области D, и вычисляем значения функции в этих точках.

2. Находим стационарные точки функции на границе 
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 области или на отдельных ее участках, заданных различными уравнениями, и вычисляем значения функции в этих точках.

3. Из всех вычисленных значений функции выбираем наибольшее и наименьшее.

	Пример. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
[image: image821.wmf]y
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 в треугольнике, ограниченном прямыми 
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Решение.
1. Найдем стационарные точки функции из условий равенства нулю частных производных функции
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Стационарная точка 
[image: image828.wmf])

5

,

1

;

5

,

0

(

M

 лежит внутри заданной области ОАВ.

Значение функции в точке М равно  
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2. Исследуем поведение функции на границах области:

а) на границе ОА 
[image: image830.wmf]x
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    В точке 
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 значение функции равно 
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Вычислим значения функции в крайних точках отрезка ОА.

    В точке 
[image: image840.wmf])
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б) на границе ВА 
[image: image844.wmf]2
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 согласно уравнению прямой ВА.

    В точке 
[image: image852.wmf](
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в) на границе ОВ 
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, следовательно, стационарных точек на 
    линии ОВ нет.

3. Из всех вычисленных значений заданной функции выбираем наибольшее и наименьшее:


[image: image859.wmf]2

=

A

z

                − наибольшее значение функции в области ОАВ

[image: image860.wmf]12
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        − наименьшее значение функции в области ОАВ

Дифференциальные уравнения

Дифференциальные уравнения, в которых переменные можно разделить посредством умножения обеих частей уравнения на одно и то же выражение, называют дифференциальными уравнениями с разделяющимися переменными: 
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или в дифференциальной форме
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Разделим обе части уравнения (2) на произведение функций 
[image: image863.wmf](
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и, после интегрирования, получим общий интеграл (общее решение) уравнения:
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При делении на 
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 может произойти потеря некоторых частных решений. Пусть, например, при 
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	Пример. Найти общий интеграл дифференциального уравнения  первого порядка 
[image: image873.wmf](
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Решение: 

Данное дифференциальное уравнение является уравнением с разделяющимися переменными, причем 
[image: image874.wmf]12
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и получим


[image: image877.wmf]2

0

1

1

xdxydy

y

x

-=

+

+

.

     Проинтегрируем последнее равенство
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используя подведение под знак дифференциала
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получим общий интеграл дифференциального уравнения
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При делении на 
[image: image881.wmf](
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 потеряно частное решение: 
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Дифференциальное уравнение первого порядка 


[image: image883.wmf](
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линейное относительно искомой функции и её производной, называется линейным.

Уравнение (3) сводится к двум уравнениям с разделяющимися переменными следующим образом. Запишем искомую функцию 
[image: image884.wmf]()
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 в виде произведения двух функций: 
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Из равенства 
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. Выберем в качестве 
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 какое-нибудь частное решение уравнения
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тогда для отыскания 
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 получим уравнение


[image: image893.wmf](

)

uvqx

¢

=

.                                                         (5)

Найдем 
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, разделяя переменные в (4):
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Зная 
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, найдем u(x) из уравнения (5): 
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Общее решение линейного уравнения (3) имеет вид
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	Пример.  Найти общее решение дифференциального уравнения  первого порядка 
[image: image902.wmf]21
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Решение. 

     Запишем искомую функцию 
[image: image903.wmf]()
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 в виде произведения двух функций: 
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и подставим полученные выражения в заданное уравнение
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     Вынесем за скобки 
[image: image907.wmf]()
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и, приравнивая к нулю выражение в скобках, получим и решим два дифференциальных уравнения с разделяющимися переменными:
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     Запишем общее решение заданного дифференциального уравнения в виде 


[image: image911.wmf]22

1

2

xx

yuveCe

-

æö

==-+×

ç÷

èø

, или 
[image: image912.wmf]2

1

2

x

yCe

=-+

.

Дифференциальное уравнение вида
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)

12

yayayfx

¢¢¢

++=

                                            (6)

называется неоднородным линейным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами 
[image: image914.wmf]1
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 и 
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Общее решение этого уравнения 
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– общее решение соответствующего однородного уравнения; 
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 – частное решение уравнения (6). Дифференциальное уравнение 
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является однородным и называется соответствующим неоднородному уравнению (6). Общее решение однородного уравнения (7) находят по корням характеристического уравнения


[image: image920.wmf]2

12

0

rara

++=

.

Характеристическое уравнение может иметь три случая для корней 
[image: image921.wmf]1

r

 и 
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корни характеристического уравнения действительные и различные: 
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. В этом случае общее решение уравнения (7) записывается в виде 
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произвольные постоянные;

корни характеристического уравнения действительные и равные: 
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. В этом случае общее решение уравнения (7) записывается в виде 
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корни характеристического уравнения – комплексные сопряженные числа 
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. В этом случае общее решение уравнения (7) записывается в виде 
[image: image930.wmf](

)

12

cossin

x

yeCxCx

a

bb

=+

, где 
[image: image931.wmf]12
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Частное решение 
[image: image932.wmf]y
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 неоднородного уравнения (6) может быть найдено методом неопределенных коэффициентов в зависимости от вида правой части уравнения 
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Первый случай. Правая часть уравнения (6) имеет вид 
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 – многочлен. Тогда уравнение (6) имеет частное решение вида 
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где 
[image: image937.wmf](
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 – полный многочлен той же степени от х, что и 
[image: image938.wmf](
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, но с неопределенными коэффициентами; 

k = 0, если число m не является корнем характеристического уравнения;

k = 1, если число m является простым корнем характеристического уравнения;

k = 2, если число m является двукратным корнем характеристического уравнения.

Правило сохраняет свою силу и при m = 0, когда f(x)=P(x) – многочлен. 

Неопределенные коэффициенты в многочлене 
[image: image939.wmf](
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 определяют подстановкой функции (8) и ее производных в уравнение (6) с последующим приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях х в обеих частях уравнения.

	Пример.Найти частное решение дифференциального уравнения второго порядка, удовлетворяющее заданным начальным условиям: 
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Решение. Характеристическое уравнение 
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 После подстановки в дифференциальное уравнение получаем
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Частным решением является функция 
[image: image949.wmf]111.
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 Общим решением является функция 
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Найдем значение констант 
[image: image951.wmf]12
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Искомым частным решением является функция 
[image: image955.wmf]4
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	Пример.Найти частное решение дифференциального уравнения второго порядка, удовлетворяющее заданным начальным условиям: 
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Решение. Характеристическое уравнение 
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 имеет двукратный корень 
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) корнем характеристического уравнения, тогда частное решение ищем в виде
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После подстановки 
[image: image963.wmf]y
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 и ее производных в исходное дифференциальное уравнение получаем
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Частным решением является функция 
[image: image965.wmf]22
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Общим решением является функция 
[image: image966.wmf](
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Найдем значение констант 
[image: image967.wmf]12
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 из начальных условий. Для этого определим производную
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и получим систему уравнений для определения значений произвольных констант
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Искомым решением является функция 
[image: image970.wmf](
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Второй случай. Правая часть уравнения (6) имеет вид 
[image: image971.wmf]()cossin
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Если числа 
[image: image972.wmf]in
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 не являются корнями характеристического уравнения, то
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Если числа 
[image: image974.wmf]in
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 являются корнями характеристического уравнения, то частное решение имеет вид 
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В частных случаях, когда a или b равно нулю, решение всё равно надо искать в указанном общем виде.

	Пример.Найти частное решение дифференциального уравнения второго порядка, удовлетворяющее заданным начальным условиям: 
[image: image976.wmf]00
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Решение. Характеристическое уравнение 
[image: image977.wmf]2
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 имеет корни 
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тогда 
[image: image979.wmf](
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Числа 
[image: image980.wmf]3
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 не являются корнями характеристического уравнения, поэтому 
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Подставляем 
[image: image982.wmf]y
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 и ее производные в исходное уравнение и получаем
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Общее решение уравнения имеет вид


[image: image984.wmf](
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Найдем значение констант 
[image: image985.wmf]12
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CC

 из начальных условий. Для этого определим производную


[image: image986.wmf](
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и запишем систему уравнений для определения значений произвольных констант     
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Искомым решением является функция 
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Ряды

Степенным рядом называют ряд вида
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расположенный по степеням двучлена 
[image: image991.wmf](
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В соответствии с теоремой Абеля ряд (9) сходится на интервале 
[image: image992.wmf](
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, а для всех x, лежащих вне этого интервала, ряд расходится. Число R называют радиусом сходимости степенного ряда. На концах интервала (при 
[image: image993.wmf]xaR
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 и при 
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) вопрос о сходимости и расходимости данного ряда решается индивидуально для каждого конкретного ряда. У некоторых рядов интервал сходимости вырождается в точку (
[image: image995.wmf]0
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), у других охватывает всю ось Ох (
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Согласно признаку Даламбера радиус сходимости определяют по формуле
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Если воспользоваться признаком Коши, то 
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	Пример.Найти интервал сходимости ряда и исследовать его сходимость на краях интервала 
[image: image999.wmf]1
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Решение.

Радиус сходимости определим по формуле (10):
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На концах интервала: при 
[image: image1001.wmf]10
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 получим числовой ряд 
[image: image1002.wmf]11
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, который является знакочередующимся и сходится по теореме Лейбница, так как его члены убывают по абсолютной величине 
[image: image1003.wmf]11
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 получим гармонический ряд 
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, который расходится. Таким образом, данный степенной ряд сходится при 
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Основные элементарные функции имеют простые разложения по степеням х, которые представлены ниже:
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 EMBED Equation.3  [image: image1015.wmf](
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[image: image1019.wmf]]

(

1,1

x

"Î-

.

      При приближенных вычислениях определенных интегралов требуется разложить подынтегральную функцию в степенной ряд, который в пределах интервала сходимости может быть почленно проинтегрирован. Используя формулу Ньютона – Лейбница, определенный интеграл вычисляют как частичную сумму получающегося числового ряда. Если ряд знакочередующийся, то точность приближенных вычислений не превосходит первого из отброшенных членов.

	Пример. Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001 путем разложения подынтегральной функции в ряд и почленного интегрирования этого ряда: 
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Решение.
Используем разложение в ряд для функции 
[image: image1021.wmf]sin

x

 и подставим его в подынтегральное выражение
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[image: image1023.wmf](
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[image: image1024.wmf](
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     В вычислениях приведены первые три члена ряда с сохранением четырех знаков после запятой, так как заданная точность составляет 0,001. Третий член ряда отброшен, так как он по величине меньше заданной точности 
[image: image1025.wmf](
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. В окончательном результате проведено округление до трех знаков после запятой.

Теория вероятностей

При классическом определении вероятность события определяется равенством


[image: image1026.wmf]()
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где т – число элементарных исходов испытаний, благоприятствующих появлению события А, п – общее число элементарных исходов испытания.

Числом сочетаний из 
[image: image1027.wmf]l

 элементов по 
[image: image1028.wmf]k

 называют количество комбинаций, составленных из 
[image: image1029.wmf]l

 элементов по 
[image: image1030.wmf]k

, которые отличаются хотя бы одним элементом. Число сочетаний
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	Пример.  В ящике имеется 15 деталей, из которых 10 окрашенных. Сборщик наудачу извлекает три детали. Найти вероятность того, что извлеченные детали окажутся окрашенными.


Решение: 

а) общее число возможных элементарных исходов испытания равно числу способов, которыми можно извлечь три детали из пятнадцати, то есть 
[image: image1032.wmf]3
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б) число исходов, благоприятствующих интересующему нас событию, равно числу способов, которыми можно выбрать три окрашенных детали из 10, то есть 
[image: image1033.wmf]3
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;
в) искомая вероятность равна отношению общего числа исходов к числу благоприятных исходов


[image: image1034.wmf]3
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	Пример.  В партии из 10 деталей имеется 7 стандартных. Наудачу отобраны 5 деталей. Определить вероятность того, что среди отобранных деталей ровно три стандартных.


Решение: 

а) общее число возможных элементарных исходов испытания равно числу способов, которыми можно извлечь пять деталей из десяти, то есть 
[image: image1035.wmf]5
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б) найдем число исходов, благоприятствующих интересующему нас событию (среди отобранных пяти деталей ровно три стандартные): три стандартные детали можно выбрать из 7 стандартных деталей 
[image: image1036.wmf]3
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 способами; при этом остальные (5–3=2) детали должны быть нестандартными, которые можно выбрать из (10–7=3) нестандартных деталей, имевшихся в партии,  
[image: image1037.wmf]2
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 способами. Следовательно, число благоприятствующих исходов  
[image: image1038.wmf]32
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в) искомая вероятность равна отношению общего числа исходов к числу благоприятных исходов
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Вероятность события А, которое может наступить лишь при появлении одного из несовместных событий (гипотез) 
[image: image1040.wmf]12
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, образующих полную группу, равна сумме произведений вероятностей каждой из гипотез на соответствующую условную вероятность события А:
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где 
[image: image1042.wmf]12
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Приведенную формулу называют формулой полной вероятности. 

	Пример.  Имеются три партии деталей по 20 деталей в каждой. Число стандартных деталей в первой, второй и третьей партиях соответственно равно 20, 15, 10. Из наудачу выбранной партии наудачу извлечена деталь. Найти вероятность того, что она окажется бракованной.


Решение: 

а) обозначим через А событие – взятая деталь является бракованной. Можно сделать три предположения (гипотезы): 
[image: image1043.wmf]1
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 – деталь выбрана из первой партии; 
[image: image1044.wmf]2
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 – деталь выбрана из второй партии; 
[image: image1045.wmf]3
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 – деталь выбрана из третьей партии. Поскольку число деталей во всех трех партиях равно, вероятности гипотез равны

                             
[image: image1046.wmf]123

1

()()()

3

PHPHPH

===

.
б) условная вероятность того, что деталь будет бракованной, если она взята из первой парии, 
[image: image1047.wmf]1
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; условная вероятность того, что деталь будет бракованной, если она взята из второй парии, 
[image: image1048.wmf]2
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; условная вероятность того, что деталь будет бракованной, если она взята из третьей парии, 
[image: image1049.wmf]3
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в) искомая вероятность того, что выбранная наудачу деталь является бракованной, находится по формуле полной вероятности 

                                     
[image: image1050.wmf]111111
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Вероятность того, что в независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события равна р (0 < р < 1), событие наступит ровно k раз (безразлично в какой последовательности), определяется по формуле Бернулли
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где 
[image: image1052.wmf]1
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  – вероятность того, что событие в каждом из испытаний не появится.

	Пример. Вероятность всхожести семян пшеницы равна 0,9. Какова вероятность того, что из четырех посеянных семян взойдут не менее трех.


Решение: 

а) пусть событие А – из 4 семян взойдут не менее трех семян; событие В – из 4 семян взойдут 3 семени; событие С – из 4 семян взойдут 4 семени. По теореме сложения вероятностей
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б) вероятности событий В и С определим по формуле Бернулли:
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в) искомая вероятность  
[image: image1056.wmf]()0,29160,65610,9477
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Если число повторяющихся испытаний велико, то определение вероятности по формуле Бернулли затруднено из-за громоздкости вычислений. В этом случае применяют приближенную формулу, выражающую локальную теорему Лапласа:


[image: image1057.wmf]1

()()

n

Pkx

npq

j

»×

,

где 
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Значения функции 
[image: image1060.wmf]()
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 определяются из таблицы, приведенной в приложении 1.

При малых значениях вероятности р для вычисления 
[image: image1061.wmf]()
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 применяют асимптотическую формулу Пуассона
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Эта формула используется при
[image: image1064.wmf]10
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, причем чем меньше р и больше п, тем результат точнее.

	Пример.  Вероятность всхожести семян пшеницы равна 0,9. Найти вероятность того, что из 400 посеянных семян взойдут 350 семян.


Решение. 

а) из условия задачи 
[image: image1065.wmf]0,9;10,90,1;400;350
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б) из таблицы в приложении 1 находим 
[image: image1067.wmf](1,67)(1,67)0,0989
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в) искомая вероятность равна
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	Пример.  Среди семян пшеницы 0,02% сорняков. Какова вероятность того, что при случайном отборе 10000 семян будет обнаружено 6 семян сорняков?


Решение. 

Из условия задачи 
[image: image1069.wmf]0,0002;10000;6
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Искомая вероятность равна
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Если вероятность наступления события А в каждом из п испытаний постоянна и равна р, то вероятность 
[image: image1072.wmf]12

()

n

Pkkk

££

 того, что событие А в таких испытаниях наступит не менее 
[image: image1073.wmf]1
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 раз и не более 
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 раз, определяется по интегральной теореме Лапласа формулой:
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где 
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Функция 
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 называется функцией Лапласа. В приложении 2 даны значения этой функции для 
[image: image1080.wmf]05

x

££

. При 
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	Пример.Процент всхожести семян пшеницы равен 90%. Найти вероятность того, что из 500 посеянных семян взойдут от 400 до 440 семян.


Решение. 

а) из условия задачи 
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б) из таблицы в приложении 2 находим
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в) искомая вероятность равна
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