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Практическая работа №1
Множества и операции над ними. Объединение пересечение, разность,

дополнение. Разбиение, булеан.
Цель работы.
Повторение основных понятий теории множеств, изучение операций над ними
приобретение навыков решения задач.
Теоретические положения.
Одними из основных понятий математики являются понятия множества и элементов.
Будем обозначать множества заглавными, а элементы - строчными латинскими буквами.
Элемент «а» может быть связан с множеством «А» знаком принадлежности или отрицания
принадлежности:
аА («а» принадлежит «А»),
аА («а» не принадлежит «А»).
Множество может быть задано списком элементов, порождающей процедурой или
описанием характеристических свойств, которыми должны обладать его элементы
Множество, заданное списком, имеет вид:
А= {а1 а2, а3};  М={а,b,с,d} .
Список показывает, из скольких элементов и каких именно состоит множество.
Расположение элементов в списке может быть произвольным (обычно применяется
естественный порядок).
Множество, заданное порождающей процедурой:
Q= {q|q=2n, nN; 0N}.
Элементами множеств могут быть любые объекты, но всегда соблюдается следующее
требование: число элементов в множестве должно быть целым, иначе понятие множества
теряет смысл. Множества могут быть элементами других множеств.
Если множество не содержит ни одного элемента, оно называется пустым и
обозначается .
Подмножеством А множества В называется такое множество А, все элементы которого
одновременно принадлежат В (обратное условие не ставится). Подмножество обозначается
знаком включения А  В (А входит в В). Собственным подмножеством называется такое
А, что А  В и в то же время А  В и А  . При несоблюдении указанного условия
подмножество считается несобственным.
Пустое множество 0 в качестве несобственного подмножества входит в любое
множество.
Над множествами можно выполнять ряд операций: объединение, пересечение, разность,
дополнение.
Объединением множеств называется множество элементов, принадлежащих хотя бы
одному из объединяемых множеств:
AB = {а | аА или аВ},
например:   А= {a, b, c};B= {a, b, d};   С = AB= {a, b, с, d}.
Объединение является многоместной операцией, так как одновременно может
объединяться любое число множеств.
Пересечением множеств (взятием общей части) называется множество, элементы
которого одновременно принадлежат обоим пересекаемым множествам:
АВ = {а | аА и аВ},
например:   А = {а, b, с}; В = {a, b, d}; С = АВ = {а, b}.
Пересечение тоже многоместно.

Разностью множеств А \ В называется множество элементов, принадлежащих А, но не
принадлежащих В:
А\В={а аА и аВ}.
Например:
А = {а, b, с, d}; В = {а, с. е, f}; А\В = {b, d}.

В отличие от объединения и пересечения, разность - двухместная операция.
Дополнением множества А называется множество всех элементов, принадлежащих
некоторое универсальному множеству U, но не принадлежащих А. Дополнение можно
определить как разность А = U \ А.

Дополнение следует считать одноместной операцией, так как универсальное множество
U непосредственно в операцию не входит и только подразумевается.
Мощность множества - это число его элементов, которое может быть только целым.
Для обозначения мощности символ множества заключают в прямые скобки или
используют отдельный символ, например
|А| = n.
Мощность определяется простым подсчетом или по подходящей формуле, для
бесконечных множеств оценка их мощности может быть сделана только путем сравнения с
мощностью других, достаточно известных множеств (задача отыскания известного
равномощного множества).
Счётным множеством называется любое множество, равномощное множеству N
натуральных чисел. Счетное множество - это такое множество, элементы которого могут
быть занумерованы натуральными числами так, чтобы каждый элемент получил свой
особенный номер.
Мощность счетного множества обозначается кардинальным числом 0 (алеф-нуль).
Другое кардинальное число - 1 (алеф-один) обозначает мощность континуума, то есть
множества точек, заполняющих отрезок действительной числовой оси от 0 до 1.

Если объединять множества, у которых ни один элемент не совпадает, то мощность
объединения определяется суммой мощностей. При |А| = n |А| = п ... получим
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При объединении бесконечных множеств этого не происходит, мощность объединения
получается равной:

[image: image2.wmf].
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Для объединения счетного числа конечных множеств получим
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и для объединения счетного числа счетных множеств:

[image: image4.wmf].
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При объединении n множеств мощность определяется по формуле (метод включения и
исключения):

[image: image5.wmf].
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Задачи.                    ____      _    _ 
1.1) Доказать:   AB = AB.
1.2) Решить систему уравнений:

а)

A\X=B;
X\A = C;
[image: image13.png]


b)

AX=B;XA = C;

[image: image14.png]


c)

A\X=B;
AX = C;
[image: image15.png]


B  A  C

1.3) Считая А и В подмножествами одного пространства S, найти:
a) (A\B)(AB);
b) (А\В)(В\А);
c) [image: image16.png]


(А\В)B.

Практическая работа №2
Соответствия, отношения. Свойства соответствий.

Свойства отношений.
Цель работы.
Закрепление знаний о соответствиях и отношениях, их видах и свойствах.
Теоретические положения.
Введем понятие «кортеж». Кортежем (вектором) называется последовательность
элементов или символов, в которой элементы могут повторяться, а заданный их порядок
строго соблюдается. Элементами кортежа могут быть другие множества и кортежи. Число
элементов в кортеже называется его длиной. Кортежи длиной n = 7 называют парами,
длиной n = 3 - тройками и т.д., а при неизвестном n - энками. Кортеж, не содержащий ни
одного элемента, называется пустым и обозначается просто ( ). Два кортежа равны, если
они имеют одинаковую длину и на одинаковых местах в них стоят одинаковые элементы.
Декартовым произведением двух множеств АВ называется множество всех пар (а, b)
таких, что аА; bВ.
Декартово произведение определено как множество, и поэтому порядок перечисления
пар внутри списка его элементов является произвольным, однако порядок следования
элементов внутри пар строго определен. Это означает, что декартово произведение
некоммутативно: VWWV.
Декартово произведение ассоциативно:

А(ВС) = (АВ) С.
Если перемножаемые множества равны, то произведение называется декартовой
степенью:
АА = А2; AAA...A=Ak.
Соответствие АВ формально определяется как подмножество произведения АВ.
Такие соответствия называются бинарными. Соответствия можно изображать таблицами и
[image: image17.wmf]).
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решетками.
Множество букв будем называть областью
отправления соответствия (прообраз), а множество
цифр - областью прибытия (образ).

Отношение R на множестве М - это частный случай
соответствия, когда область отправления и прибытия
составляют одно и то же множество. Наиболее часто
встречающимися и хорошо изученными являются
бинарные отношения.

Для их задания можно использовать любые способы задания множеств.
Свойства отношений:
-
рефлексивность
Отношение называется рефлексивным, если для любого аМ имеет место aRa.
-
антирефлексивность

Отношение называется антирефлексивным, если для всех элементов М не выполняется
aRa.
-
симметричность

Отношение называются симметричным, если для пары (а,b)М2 из aRb следует bRa.
-
антисимметричность
Отношение R называется антисимметричным, если из aiRaj и ajRai , следует ai=aj.
-
транзитивность

Отношение R называется транзитивным, если для любых а,b,с из aRb и bRc следует aRc.
-
транзитивное замыкание
Для любого отношения R отношение R называется транзитивным замыканием R и
определяется следующим образом:
        ^
aRb , если в М существует цепочка из n элементов а=а1, а2, ..., аn=b в которой между
соседними элементами выполнено R: aRa2, a2Ra3,..., an-1Rb.
Отношение является отношением эквивалентности, если оно рефлексивно,
симметрично и транзитивно.
Отношение является отношением нестрогого порядка, если оно рефлексивно,
антисимметрично и транзитивно. Отношение называется отношением строгого порядка,
если оно антирефлексивно, антисимметрично и транзитивно.
Задачи.
2.1) Доказать, что если R1 и R2 - рефлексивны, то рефлексивны их пересечение и
объединение.
2.2) Доказать, что если R1 и R2 - симметричны, то симметричны их пересечение и
объединение.
2.3) Доказать,    что   любое    отношение   R,    симметричное    и    антисимметричное
одновременно, является транзитивным.
Практическая работа №3
Функции. Аналитическое и рекурсивное задание функций. Табличные функции. Существенные и несущественные переменные. Число мест функции
Цель работы.
Закрепление знаний о функциях , их типах и способах их задания. Изучение связи
функций с соответствиями.
Теоретические положения.
Функцией называется функциональное соответствие. Если функция f устанавливает
функциональное соответствие между множествами А и В, то говорят, что функция f имеет
тип АВ. Каждому элементу а из своей области определения функция f ставит в
соответствие единственный элемент b из области значений:
f(a)=b.
Элемент а называется аргументом функции, b - значением функции на а.
Полностью определенная функция f: AB называется отображением А на В. Образ А
при отображении обозначается f(A). Если соответствие f при этом сюръективно, то имеет

место отображение А на В. Если f(A) состоит из единственного элемента, то f называется
функцией-константой. Отображение типа АВ часто называют преобразованием
множества А.
Функции f и g равны, если их область определения - одно и то же множество А и для
любого аA f(a)=g(a).
Функция типа А1А2...Ап В называется п-местной функцией. В этом случае принято
считать, что функция имеет n аргументов: f(a1 a2,..., an)=b, где a1A1 a2A2, ...,anAn, bВ.
Сложение, умножение, вычитание и деление являются двухместными функциями на R, т.е.
функциями типа R2R.
Пусть дано соответствие GAxB. Если соответствие НВхА таково, что (а, b)Н тогда
и только тогда, когда (a, b)G, то соответствие Н называется обратным к G и обозначается
G-1. Если соответствие, обратное к функции f: АВ, является функциональным, то оно
называется функцией, обратной к f, и обозначается f -1. Так как в обратном соответствии
образы и прообразы меняются местами, то для существования функции, обратной к f:
АВ, требуется, чтобы каждый элемент b из области значений f имел единственный
прообраз. Это означает, что для функции f: AB обратная функция существует тогда и
только тогда, когда f является взаимно однозначным соответствием между своей областью
определения и областью значений.
Рассмотрим функции f: АВ и g: ВС. Функция h: AC называется композицией
функций f и g (обозначается f °g), если имеет место равенство h(x)=g(f(x)), где хА.
Композиция f и g представляет собой последовательное применение функций f и g. Часто
говорят, что функция h получена подстановкой f в g (знак ° может опускаться).
Функция, полученная из f1 ..., fn некоторой подстановкой их друг в друга и
переименовыванием аргументов, называется суперпозицией f1, ..., fn. Выражение,
описывающее эту суперпозицию и содержащее функциональные знаки и символы
аргументов, называется формулой.
Наиболее простой способ задания функций - это таблица, т.е. конечные списки пар
(х, f(x)). Однако таким образом могут быть заданы только функции, определенные на
конечных множествах.
Другим способом задания функций является формула, описывающая функцию как
суперпозицию других (исходных) функций. Если способ вычисления исходных функций
известен, то формула задает процедуру вычисления данной функции как некоторую
последовательность вычислений исходных функций.
Возможны описания функций, которые не содержат способа вычисления функции (но
функция задана однозначно). Например:

f (x) =

x, xM
0, xM

Задачи.
3.1)
Пусть А и В - конечные множества, состоящие из m и n элементов соответственно,

a) сколько имеется функций из А в В;
b) при каких m и n существует взаимно однозначное соответствие между А и В.
3.2) Доказать, что если f есть функция из А в В и g есть функция из В в С, то f °g есть
функция из А в С.
3.3) Доказать, что объединение (пересечение) двух функций f1 и f2 из А в В является
функцией из А в В тогда и только тогда, когда f1 = f2.
3.4) Доказать, что для любой функции f
a) f(AB)f(A)f(B)
b) и это включение нельзя заменить равенством. 

3.5)
Доказать, что если АсВ, то f(A)cf(B) для любой функции f.
Практическая работа №4
Универсальные алгебры: полугруппы, группы, кольца и поля.

Составление таблиц Кэли.
Цель работы.
Закрепление знаний о наиболее часто используемых математических системах,
приобретение навыков определения их свойств.
Теоретические положения.
Математическая система или структура формально определяется как кортеж
определенного вида. В общем виде это
<М;R1,R2... ,Rk,F1,F2,... ,Fn>,
где М - множество, которое должно быть задано одним из возможных строгих
способов, R и F - символы отношений и функций, используемых в данной системе. Чтобы
свойства отношений и функций были однозначно определены, нужно дополнительно
указать перечень аксиом, отдельно по каждому отношению и по каждой функции.
Моделью называется математическая система, в которой используются только
отношения и нет ни одной функции.
Алгеброй называется система, использующая только функции, причем все функции
должны задавать связь вида МnМ. Множество М называется носителем алгебры. Кортеж
(F1, F2, ... , Fn) называется сигнатурой алгебры. Сами функции, образующие сигнатуру,
называются операциями, определенными в данной алгебре.
В зависимости от числа мест различают унарные, бинарные и многоместные операции,
а кортеж арностей алгебры называют ее типом .
Множество - носитель - должно быть замкнутым относительно всех операций, т.е.
всегда должно соблюдаться условие
аМ; F(a)M
Гомоморфизм из А в В существует, т.е. В гомоморфен А, если одновременно
выполняются два условия:
· существует отображение  из  А  в  В,  т.е.   каждому  элементу из  А  однозначно
соответствует некоторый элемент в N;
· результат операции одинаков, независимо от того, выполнена ли она сперва в М с
помощью операции F, с последующим отображением в N, или наоборот.
Изоморфизм - это взаимный или двусторонний гомоморфизм.
Полугруппой называется алгебра с одной бинарной операцией
<М; *>.
Здесь для операции * установлена только одна аксиома - аксиома ассоциативности:
A1:   a*(b*c)=(a*b)*c.
Абелевой полугруппой называется алгебра такого же вида, но уже с двумя аксиомами -
ассоциативности и коммутативности:

А2:    a*b=b*a.
Моноидом или полугруппой с единицей, называется полугруппа, для которой наряду с
аксиомой ассоциативности А1 принята аксиома А3 о существовании нейтрального
элемента е (правая или левая единица), такого, что е*а = а или а*е = а. Если же операция *
коммутативна, то нейтральный элемент будет называться просто единицей. Сводя
операцию * к умножению мы получаем мультипликативную полугруппу, а к сложению -
аддитивную.
Некоторые полугруппы можно получить неоднократным применением операции * к
элементам некоторого подмножества М0М. В этом случае подмножество М0 называется
семейством образующих полугруппы, а элементы аМ называются образующими. Если

семейство образующих состоит из одного единственного элемента, а все остальные
элементы носителя получаются многократным применением операции * , то в этом случае
полугруппа называется циклической, а ее элементы называются степенями образующей а0.
Группой называется алгебра <М; *>, у которой для операции * приняты аксиомы А1 А’3
или А”3 и дополнительно - аксиома А4 о существовании обратного элемента, такого, что
А'4: а-1*а = е; или  А"4:  а*а-1 = e .
Абелевой группой называется коммутативная группа, у которой для операции * принята
аксиома А2.
Таблица Кэли в неявном виде задает все аксиомы алгебры, для которой она построена.
На коммутативность операции указывает симметричность таблицы относительно главной
диагонали, на существование обратного элемента указывает присутствие нейтрального
элемента в каждой строке и в каждом столбце таблицы.
Кольцом называется алгебра <М; +, • > , в которой для сложения действительны все
аксиомы абелевой группы, для умножения достаточно только аксиомы ассоциативности
А1 и установлена специальная аксиома дистрибутивности умножения относительно
сложения:
А5: a(b+c)=ab+ac.
Телом называется кольцо, у которого все отличные от нуля элементы образуют группу
общего вида (не обязательно коммутативную).
Полем называется тело с коммутативным умножением. Поле представляет соединение
двух абелевых групп: аддитивной и мультипликативной.
Для обозначения в общем виде числовых полей Галуа принята запись: GF(p), где р -
простое число, являющееся модулем пересчета при сложении и умножении. При
составном р получится не поле, а кольцо G(p).
Кольцо полиномов GF(pk) является расширение понятия поля Галуа по модулю простого
числа р. Здесь элементами поля являются не числа, а полиномы (многочлены) k-ой степени
от фиктивной переменной X, имеющие вид:
Q(X)= akXkak-1Xk-1 ... a1Xa0 ,
где коэффициенты aGF(p)={0,l,..., р-1}.
Множеству полиномов, образующих расширенное поле Галуа GF(pk), изоморфно поле
р-ичных чисел длинной до k разрядов по операциям поразрядное сложение и поразрядное
умножение по mod р.
Например, рассмотрим поле GF(5), носитель М={0,1,2,3,4}, тогда:
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Задачи.
4.1)
Доказать, что

a) любое линейно упорядоченное множество есть решетка;
b) в любой конечной решетке существуют наибольший и наименьший элементы.
4.2)
Доказать, что любое частично упорядоченное множество А изоморфно некоторой
системе подмножеств множества А, упорядоченной включением .
4.3)
Выполнить деление многочленов:
(2х4+х3+1)/(х2+2х+2).

4.4) Дан произвольный приведенный многочлен Р(х)=х2х1. Построить таблицы
Кэли для р, р.
Практическая работа №5
Булева алгебра. Преобразование и упрощение выражений
Цель работы.
Закрепление знаний о булевой алгебре и ее свойствах. Приобретение навыков
использования правил преобразования выражений булевой алгебры.
Теоретические положения.
Булевой алгеброй в узком смысле множество {0, 1} с двумя бинарными и одной унарной
операцией:
                                      <{0, 1}; , &,х ;       = (2, 2, 1). 
Булева алгебра является коммутативным кольцом с единицей.
Дизъюнкция  двух и большего числа аргументов обращается в нуль только в том
случая, когда все аргументы имеют значение нуль.
Конъюнкция & обращается в единицу только, если все аргументы равны единице.
Инверсия х выполняется одновременно над всем выражением, написанным под чертой,
как унарная операция.
Для операций булевой алгебры действительны некоторые аксиомы:
-
ассоциативность дизъюнкции и конъюнкции
                      a(bc) = (a)bc;        a(bc) = (ab)c;
-
коммутативность дизъюнкции и конъюнкции
                        ab = ba;               ab = ba;
-
существование нейтральных элементов для дизъюнкции и конъюнкции
                       a0 = 0a = a;            a1 = 1a = a;
-
дистрибутивность конъюнкции относительно дизъюнкции
                                          a(bc) = abac.
-
закон исключенного третьего
а а=1;
-
закон противоречия
а а=0;
-
дистрибутивность дизъюнкции относительно конъюнкции
                                          a(bc) = abac.
-
замкнутость множества {0,1} относительно инверсии
0=1;  1=0.
Исходя из этих аксиом можно вывести некоторые удобные для практического
применения правила. Например, х0=0.
Аналогично доказываются другие правила, применяемые при практической работе с
булевой алгеброй:
-
идемпотентность дизъюнкции и конъюнкции
аа = а;      аа = а;
-
правило поглощения 
аab = a;                a(ab) = a;
-
правило склеивания
abab = a;               (ab)(ab) = a;
-  правило де Моргана, которое выражает двойственную связь между дизъюнкцией и
конъюнкцией
ab =  ab;                ab =  ab.
Булевой алгеброй в широком смысле или алгеброй логики называют множество {0,1} и с
другими сигнатурами, способными заменить сигнатуру (, &,   ).
В булевой алгебре предпочтительной формой представления функций является
дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ). Различают просто ДНФ и совершенную ДНФ
(СДНФ). В каждом члене СДНФ присутствуют символы всех аргументов функции.
Такие члены называются конституэнтами единицы.
Алгоритм приведения любой булевой функции к ДНФ:

1) с помощью двойного отрицания и правил де-Моргана до переменных доводятся все отрицания:
_______              _        _
х1 х2 = х1х2 = х1  х2;
2) используя аксиомы дистрибутивности, раскрываются скобки;


3) удаляются лишние конъюнкции путем использования закона исключенного третьего, закона противоречия и правила идемпотентности;
4) используя правила действия с константами, удаляются константы:
                      _______            _____   _                  _                       _
f(x,y) = x x yy = xxyy = x(x y)y = xxyyу = xxy = с .
Приведение ДНФ к СДНФ можно осуществить двумя способами:

1) используя таблицы истинности: составляются таблицы истинности, из которых берется
дизъюнкция конституэнт единицы;

2) аналитически из ДНФ. составляют ДНФ для логической функции и те элементарные
конъюнкции, в которых не достает соответствующих переменных, дополняются ими помощью расщепления, т.е. одновременно используется закон исключенного третьего и свойство нейтральности 1.
Задачи.
5.1) Доказать, что алгебра {,  } является функционально полной.
5.2) Определить, является ли функция f=(х1/x2)x3х2 самодвойственной, линейной.
5.3) Записать в алгебре Жигалкина f(a,b,c,d)= (a  b  с)  (b  с)
5.4) Получить СДНФ f(х1,x2,х3)=(х1х2)х
5.5) Доказать, что любая конечная алгебра изоморфна алгебре всех подмножеств
некоторого множества.
Практическая работа №6
Неориентированные графы. Составление матриц смежности и
инциденций, их исследование, части графа, покрытия

Цель работы.
Закрепление знаний о графах и их частях, приобретение навыков составления и
исследования матриц смежности и инциденций.
Теоретические положения.
Граф - это геометрический образ бинарного отношения. Если отношение определяется
на множестве А = {а, b, с, d, ...}, то элементы этого множества изображаются точками,
которые называются вершинами графа и имеют соответствующие обозначения а, b,.... Те
элементы, для которых существует отношение R, соединяются линиями, которые
называются ребрами (рис. 1).
Очевидно таким рисунком можно описать любое симметричное отношение на конечном
множестве.
Если граф может быть вычерчен без пересечения ребер, он называется планарным.

Различают графы связные, у которых все
вершины соединены между собой
последовательностью ребер, и несвязные, у
которых это условие нарушено.
В некоторых приложениях теории графов
встречаются графы с кратными ребрами -
мультиграфы.
Графы считаются изоморфными, если их
можно получить один из другого путем
переименования вершин. Граф может быть
заменен таблицей, описывающей данное
отношение - таблицей смежности. Если исключить

 заголовки строк и столбцов, таблица превращается в матрицу смежности.  У неориентированных графов матрица смежности всегда симметрична относительно главной диагонали.
Если граф описан более подробно - не только вершины, но и ребра,- то он задает
соответствие, называемое инциденцией, между элементами двух множеств: вершин и
ребер. В каждой строке матрицы инциденций всегда стоят только две единицы. Степенью
deg ai вершины называется число ребер, инцидентных данной вершине. Оно равно числу
единиц в соответствующем столбце таблицы или матрицы инциденций.
Поскольку каждое ребро имеет два конца, то
 deg а = 2 W, где W - число ребер графа.

Отсюда следует, что в любом графе число вершин с нечетными степенями четно.
Регулярным или однородным графом называется граф, все вершины которого имеют
одинаковые  степени.  Полным  называется  граф,  у  которого   все  вершины  попарно
соединены ребрами (в этом случае все недиагональные элементы матрицы смежности
равны единице).
Если из некоторого графа G удалить часть вершин вместе с инцидентными им ребрами,
то получится подграф H(G). Если же удалить часть ребер, не трогая вершин, то оставшееся
множество ребер, тоже считаемое частью графа, называется суграфом S(O), Удалив все
ребра получим нулевой суграф. Говорят, что суграф S(G) покрывает вершины графа G,
если любая вершина графа G инцидентна хотя бы одному ребру S(G).
Маршрутом M(G) называется последовательность ребер графа G, имеющих общие
инцидентные вершины. В маршруте имеется первое ребро и, если он конечный, -
последнее.
Одно и то же ребро может встречаться в маршруте несколько раз. Число ребер в
маршруте называется его длиной. Началом и концом маршрута называются вершины,
инцидентные его первому и последнему ребру, но не инцидентные второму и
предпоследнему. Если начало совпадает с концом, маршрут называется циклическим.
Цепь - это маршрут, в котором ребра проходятся не более одного раза. Путь - это цепь,
в которой любая вершина инцидентна не более, чем двум ребрам. Цикл - это путь, у
которого начало и конец совпадают.
Расстоянием на графе d(a, b) называется минимальная длина пути от вершины а к
вершине b. Две вершины, для которых d=l, называются соседними или смежными.
Суграф без циклов, покрывающий все вершины исходною графа называется
максимальным деревом T(G).
Число удаленных ребер называется цикломатическим числом (G), а сами ребра
называются хордами. Число ребер W-i в максимальном дереве на единицу меньше числа
вершин дерена и графа vt - VG. Отсюда определяется цикломатическое число:
 (G)=WG-Wr=WG-V0+l .
Совокупность хорд называется дополнением максимального дерева.
Если ребра в каком-то смысле неравноценны, возникает задача наилучшего выбора
максимального дерева или так называемая задача минимального соединения.
Задается граф со взвешенными ребрами, т.е. каждому ребру должно быть присвоено
некоторое число, называемое весом или ценой ребра. Требуется найти максимальное
дерево с минимальной суммой весов. Задача имеет простой алгоритм решения. Сперва
выбирается ребро, имеющее минимальный вес. Если таких ребер несколько, выбор между
ними делается случайным образом. Выбранное ребро является первичным деревом. Далее
к постепенно разрастающемуся дереву прибавляются новые ребра. Прибавляемое ребро
обязательно должно иметь с деревом одну инцидентную вершину, но не две
(присоединяемое ребро должно обеспечивать связность дерева и не образовывать циклов).
Из ребер, удовлетворяющих указанному требованию, выбирается ребро с наименьшим
весом.
Поиск кратчайшего пути - другая простая задача на неориентированном графе. Задается
граф со взвешенными ребрами. Задаются две вершины: начальная а0 и конечная a1.
Требуется найти путь из начальной вершины в конечную с минимальной суммой весов.
Алгоритм решения состоит в следующем. Нужно ввести меру удаленности L от
конечной вершины. Затем, двигаясь от конечной вершины, для которой L=0, в сторону
начальной вершины, нужно просматривать все ребра и присваивать инцидентным им
вершинам соответствующие нарастающие величины L, которые суммируются по всем
пройденным ребрам. В некоторых вершинах будут сливаться два или несколько путей. В
этом случае выделяется тот путь в данную i-ую вершину, который даст min Li , и это
минимальное значение суммы присваивается i-ой вершине. Таким образом, окончательный
выбор пути происходит только после последнего слияния возможных путей.
Хроматическим числом h(G) графа G называется минимальное число красок,
необходимое для того, чтобы раскрасить все вершины и чтобы любые смежные вершины
имели разные цвета. Для определения хроматического числа пользуются приближенными
оценками:
h(G) < 1+Мах deg a;
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Задачи. 
6.1) Предположим, что только две вершины а и b графа имеют нечетные степени.
Покажите, что в графе существует (а-b) цепь.
6.2) По заданному на рис. 2 графу найдите максимальное дерево с минимальным весом.
6.3) Докажите, что две цепи максимальной длины р1 и р2 в связном графе всегда имеют
общие вершины.
6.4) Предположим, что имеется два дерева:T=(V, E) и T’=(V, E'),покрывающих
связный граф G=(V, W) с n вершинами, и что число общих ребер у множеств Е и Е'
равно (n-2). Докажите, что в этом случае дерево Т’ может быть получено из Т
элементарным преобразованием.
6.5) Вершина   а   графа   G=(V,   E)   называется
разделяющей, если степень связности графа 
G'=(V-{a},    E-{6(a)}),    полученного    из    G
исключением вершины а и инцидентных ей
ребер больше степени связности G. Покажите,
что вершина а - разделяющая тогда и только
тогда, когда в графе существуют две отличные
от а вершины b и с такие, что все (b-с) - цепи
проходят через а.

Практическая работа №7
Ориентированные графы,  их матрицы,   части,   связь с соответствиями
Цель работы.
Целью данной работы является закрепление знаний о ориентированных графах и их
частях, приобретение навыков их использования.
Теоретические положения.
Ориентированные графы представляют более универсальную форму графа, чем
неориентированные, - они позволяют отображать любые свойства отношений.
Ориентированным графом G (V, Е) называют такой граф, у которого каждое ребро имеет
ориентацию. Ребра ориентированною графа называются дугами и снабжены стрелками,
обозначающими направление, в котором данное отношение имеет место (рис. 3).
вершин связана двумя дугами встречного
направления и, кроме того, у каждой вершины
имеется петля.

Такие понятия, как маршрут, цепь, путь и цикл
подразумевают возможность движения только по
направлению дуг. Из всех деревьев интерес
представляют только корневые деревья, когда к
любой вершине дерева можно пройти по направлению    дуг    из    начальной     вершины
называемой корневой вершиной.
Полным орграф называется в том случае,   когда   каждая   пара   его вершин связана двумя дугами встречного направления и, кроме того, у каждой вершины имеется петля, т.е. замкнутая дуга, как у псевдографа.
Расстояние тоже определяется только вдоль пути по направлению дуг. Замкнутый цикл
в орграфах принято называть контуром. Путь, проходящий через все вершины орграфа
называется гамильтоновым путем. Замкнутый гамильтонов путь называется
гамильтоновым контуром, число его дуг равно числу всех вершин графа. Орграф
считается связным, если все его вершины достижимы.
Ориентированный граф называется сильносвязанным, если для произвольных двух
вершин а и b существуют (аb) и (bа) - цепи (т.е. ab, ba). Предположим, что
сильносвязанный орграф G имеет р вершин и q ребер. Матрицей инцидентности графа G
называется матрица Аа размера pq, элементами которой являются действительные числа:
Аа=[bij] i = 1, p ; j = 1 , q ,
где
bij=+1, если ребро j выходит из вершины i;
bij=-1, если ребро j входит в вершину i;
bij=0, если ребро j не инцидентно вершине i.
Двудольным называется орграф, изображающий соответствие между элементами двух
множеств и заменяющий таблицу соответствия АВ.
Покрытием двудольного графа называют такое множество его дуг, что любая из
вершин инцидентна хотя бы одной дуге. Паросочетанием называется такое множество дуг
двудольного графа, в котором никакие две дуги не смежны.
Задачи.
7.1) Докажите, что ориентированный граф без ориентированных циклов имеет по
крайней мере одну вершину, положительная степень которой равна 0.
7.2) Пусть     для     произвольных     двух     вершин     а     и     b     ориентированного

графа G существует вершина С
такая, что са и сb. Докажите,
что в этом случае G имеет корень.
7.3) На ориентированном графе,
изображенном на рис. 4,
сплошными линиями показаны
хорды, а пунктирными - ветви.
Найдите матрицу главных
ориентированных циклов и матрицу
главных ориентированных сечений.

Рис. 4.

Практическая работа №8
Решение комбинаторных задач. Подстановки, алгебра подстановок.
Решение комбинаторных задач с использованием метода включения и

исключения. Задача о встречах.
Цель работы.
Приобретение навыков работы с комбинаторными конфигурациями, использования
разработанных методов решения задач.
Теоретические положения.
Комбинаторика изучает комбинаторные конфигурации, т.е. возможные варианты
выбора и расположения элементов некоторого (обычно конечного) множества.
Рассмотрим в качестве примера типичную комбинаторную задачу - задачу
перечисления. Найдем мощность декартова произведения множеств. Декартово
произведение
М1М2М3 ...Мm
m  множеств с мощностями соответственно   n1, n2, ...nk  состоит из кортежей длиной m. На первом месте в каждом таком кортеже стоит  один из элементов множества  М1, на втором - элемент из М2, и т.д. Соберем все кортежи с одинаковыми первыми элементами в
отдельные классы. Всего таких классов будет n1 = M1. Внутри каждого класса произведем
разбиение по второму элементу и т.д., пока не получим классы, содержащие по одному
элементу. В итоге общее количество элементов декартова произведения составит
n = n1 n2  ... nm.
Если n = n1 =n2=  ... =nm. , то n=nom=Unm - число размещений с повторениями.
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число размещений без повторений. Частный случай размещения без повторений
получается при ir^m, т.е. когда число элементов в исходном множестве совпадает с
длинной рассматриваемых кортежей. Размещения этого вида называются перестановками,
а их число обозначается
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Подстановкой назовем унарную операцию, позволяющую получить одну перестановку
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Подстановкой назовем унарную операцию, позволяющую получить одну перестановку
из другой. Будем обозначать их буквами греческого алфавита.

Подстановка всюду определена, сюръективна и инъективна, т.е. является биекцией.
Число различных подстановок равно n!. В это число входит единичная подстановка.

Назовем бинарную операцию композиции ° произведением подстановок и исследуем
свойства алгебры, которую образует множество подстановок с операцией произведения.
Эта операция ассоциативна, некоммутативна, имеет нейтральный и обратный элементы -
обладает свойствами некоммутативной группы (мультипликативной).

Если ни один из элементов конфигурации не остается на месте, то получим беспорядок.
Латинским прямоугольником называется конфигурация из m строк и n столбцов.
Каждая строка представляет одну перестановку и, в то же время, каждая строка, кроме
первой, задает один беспорядок. Латинский прямоугольник называется нормализованным,
если в его первой строке все элементы расположены в естественном порядке. При m = n
латинский прямоугольник превращается в латинский квадрат. Ненормализованных
прямоугольников получается в n! раз больше, так как верхняя строка может быть задана n!
способами.

Число беспорядков Dn,0;

При бесконечном количестве членов сумма ряда, стоящего внутри скобок, сходится к
1/е. Следовательно, при больших n число беспорядков приближенно определяется как  Dn,0 n!/e 

Данная формула позволяет решить задачу о встречах, которая математически
формулируется следующим образом: нужно найти число подстановок из n элементов с k
совпадениями, т.е. число Dn,k. Искомое число можно искать как произведение двух
сомножителей: числа сочетаний, остающихся на месте элементов, т.е. Cnk, и числа
беспорядков, образуемых остальными элементами, т.е. D(n-k),0
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Задачи.
8.1) Сколько различных натуральных чисел можно записать, используя цифры 1, 2, 3, 4,
5, если при записи числа каждая цифра может быть использована не более одного
раза?

8.2) Сколько диагоналей имеет выпуклый 12-угольник?

8.3) Сколькими способами из 4 математиков и 6 физиков можно составить делегацию в
составе 6 человек, если в ней должно быть по крайней мере 4 физика?
8.4) Сколькими способами можно распределить 10 студентов по 3 предприятиям,
которые могут соответственно принять 2, 3, 5 студентов?
8.5) Группа учащихся изучает 7 учебных дисциплин. Сколькими способами можно
составить расписание занятий на понедельник, если в этот день недели должно быть
4 различных урока?

Практическая работа №9
Исчисление высказываний.   Правила в ИВ
Цель работы.
Изучение ИВ и их построение, приобретение навыков использования привил ИВ при
решении задач.
Теоретические положения.
Исчислением принято называть совокупность понятий и правил, которая позволяет
решать определенный класс задач. Исчисление высказываний (ИВ) - это формальная
теория, которая определяет способы получения верных умозаключений из заданных
высказываний А, В, С, .... В основу ИВ кладется требование, чтобы его собственные
построения, формулируемые в общем виде, были истинными независимо от истинности А,
В, С,....
ИВ интересуют тождественно-истинные высказывания, которые называются
тавтологиями - они позволяют находить верные заключения при любой истинности
посылок.
ИВ строится следующим образом:
1 . Задается алфавит ИВ. Он содержит:
a) символы А, В, С, ..., обозначающие простые высказывания, значения которых
принадлежат множеству {0,1}, называются пропозициональными буквами;
b) символы логических операций, принятых в данном ИВ, например, &,  и т.п.
(здесь они называются пропозициональными связками),
c) вспомогательные символы;
2. Определяется множество выражений, допустимых в ИВ, т.е. формул;
3. Из множества формул выделяются те, которые объявляются аксиомами данного ИВ,
аксиома должна быть тавтологией:
А(BA);
(AB) (A(BC)) (AC);

(AB) A;

(AB) B;

(А(B (AB)));
A(AB);
B(AB);

(AC)((BC)((AB)C));
(AB) ((AB) A);
AA
4. Из аксиом  выводится несколько отношений  между формулами.   Они  называются
правилами выноса и изображаются записью вида
A,B….,K  
S
Формулы над чертой называются посылками или гипотезами, а символ под чертой -
логическим заключением. Эта запись не является формулой - это метаформула,
фиксирующая определенный шаг умозаключений.
Формальное решение логической задачи сводится к подбору подходящего правила
вывода, чтобы над чертой оказались только имеющиеся истинные посылки или
непосредственно из них вытекающие формулы, а над чертой оказалась бы такая формула
S, которая удовлетворяла бы нас в качестве ответа на задачу.
Некоторые правила ИВ:
(UP),(PS)
- правило силлогизма;

         US
U(PS)

- правило замены посылок;
P (US)

U(PS)

- правило соединения посылок;
(UP)S

Задачи.
9.1) Доказать, что если правило  
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9.2) Вывести секвенции:
a) ((UB)(BU));

b) B(UB);

c) (UB)(BU).
9.3) Выводимы ли в ИВ следующие секвенции:
a) ((AB)(AC));
b) (((AB)B)A);
c) (((AB)B)B);

d) (AB)(BA)?
9.4) Доказать, что UU
9.5) Доказать теорему о дедукции в ИВ: 


UB


A(UB)
Практическая работа №10
Исчисление предикатов. Преобразование выражений с кванторами
Цель работы.
Закрепление знаний о предикатах, предикатных формулах,
Теоретические положения.
Исчисление предикатов (ИП) служит тем же целям, что и ИВ, но оно шире, так как наряду
с высказываниями использует предикаты.
Предикат Р - это отношение. Запись aRb или а<b можно заменить обозначением Р(а,b).
Предикат имеет место или нет в зависимости от предметных переменных а и b, от которых
он зависит.
С помощью понятия предиката можно любую функцию и любое отношение свести к
булевой переменной, так как Р с (0,1).
В качестве простого высказывания (в виде булевой переменной Р) предикат можно
включать в качестве аргумента в формулы исчисления высказываний. Часто предикаты
используют просто для того, чтобы указать на существование некоторого отношения.
Для замены словесных утверждений об условиях существования предиката
используются кванторы.
Квантор всеобщности x означает "все х" или "для всех х".

Квантор существования х означает "существует х".
Квантор существования и единственности !х означает, что имеется единственное
значение предметной переменной х, которое удовлетворяет отношение Р.
Сам предикат считается областью действия квантора. Навешивание квантора меняет
смысл предикатной формулы: предикат, в котором все предметные переменные связаны
кванторами, превращается в логическое высказывание с фиксированной, не зависящей от
предметных переменных истинностью.
Навешивание одного квантора на предикатную формулу связывает только одну
предметную переменную, уменьшая на единицу число оставшихся свободными
переменных.
Кванторы можно менять местами, но лишь одинаковые:
xyP(x,y) ~ yxP(x,y),
хуР(х,у) ~ ухР(х,у).
Предикатные выражения могут подставляться в логические формулы как при наличии
свободных предметных переменных, так и при полной квантификации, когда все
предметные переменные связаны. Следовательно, в любом случае над выражениями с
кванторами приходится производить эквивалентные преобразования.
Квантор всеобщности дистрибутивен относительно конъюнкции:
x(P1(x)-P2(x)) ~ xP1(x)-xP2(x).
Квантор существования дистрибутивен относительно дизъюнкции:
x(P1(x)P2(x)) ~ xP1(x)xP2(x).
Различают два вида исчисления предикатов: общее ИП, которое допускает наряду с
обычными кванторами по предметным переменным также кванторы по предикатам
P(P(x)), Р(Р(х)) и т.п. и узкое ИП, где кванторы последнего вида недопустимы. Общее
ИП ввиду его сложности и малой применимости рассматривать не будем.

Как и всякое другое ИП задается формально:
1.
Задается алфавит ИП: символы предметных переменных х1, х2, ...; констант c1 с2, ...;

отношений Р1 Р2,...;пропозициональных (логических) связок , &,  ,; кванторов x
и х, скобки и запятые. Кроме того, в алфавите содержатся пропозициональные буквы
А1А2,...;
2.
Рекурсией определяется бесконечное множество формул:

a) Предметные переменные х и константы с есть термы t;

b) Если Р - предикатная буква, a t1, t2,..., tn - термы, то P(t1, t2,..., tn) - формула;
c) Если Ф1 и Ф2 - формулы, то формулами будут также:
(Ф1,Ф2), (Ф1&Ф2), (Ф1), (Ф1Ф2);
d)
Если Ф(х) - формула (содержащая свободные вхождения переменной х), то хФ(х) и
хФ(х) тоже формулы (со связанной переменной х);
3.
Определяются аксиомы ИП. В их числе должны быть указаны аксиомы какого-нибудь
одного ИВ и две общие предикатные аксиомы:
хФ(х)Ф(у) и Ф(у)хФ(х).
4.
Предикатные аксиомы применимы с двумя условиями:
a) Ф(х) должна содержать свободные вхождения х, причем ни одно из них не должно
находиться в области действия квантора по у (аналогично для Ф(у));

b) При построении Ф(у) из Ф(х) буквой у заменяются сразу все свободные вхождения х
в формулу;
5.
Указываются правила вывода. К обычному правилу modus ponens (или к другим
правилам ИВ) добавляются еще два: правила -введения и -введения.
К восьми уже описанным эквивалентным преобразованиям добавим преобразования
для импликации. С помощью этих и других, более сложных преобразований с введением
новых предметных переменных стараются все кванторы вынести вперед.  В  итоге
стремятся получить формулу вида

vхуzФ(v, х, у, z),
где выражение Ф совсем не содержит кванторов. Она называется предваренной
или префиксной формой.
Задачи.
10.1)
Являются ли тождественно истинными следующие формулы:
a) (xP(x)xP(x));
b) (xyQ(x,y)yxQ(x,y));

c) (xyQ(x,y)yxQ(x,y))?
10.2)
Доказать, что формула истинна во всякой конечной модели, но не
тождественно истинна:
xyz((F(y,z)F(x,z))F(x,z)F(y,x))).
10.3)
Выполнимы ли следующие формулы:
a) xy(Q(x,yQ(x,y);
b) xy(P(x)P(y));
c) yP(y)?
10.4)
Привести к нормальной форме:
a) (xyQ(x,y)xyQ(x,y));
b) xyzwR(x,y,z,w);
c) xywzR(x,y,z,w).
10.5)
Записать  формулу с  одноместными  предикатами,  выполнимую
лишь в моделях, содержащих не менее 5 элементов.
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