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I. Цели и задачи практических занятий


Целью освоения дисциплины «Прикладная алгебра» является получение новых знаний по теории матриц, теории конечных полей и по их применениям в численных методах и теории кодирования. 


Задачами дисциплины являются:

· изучение основных понятий, определений и утверждений теории матриц, теории конечных полей,

· приобретение навыков решения практических задач по теории матриц, теории конечных полей,

· знакомство с применением теории матриц, теории конечных полей в численных методах и теории кодирования.  


Целями и задачами практических занятий по прикладной алгебре являются приобретение навыков решения практических задач по теории матриц, теории конечных полей, построению БЧХ-кодов и закрепление основных понятий, определений и свойств объектов прикладной алгебры.
	№ занятия
	№ раздела
	Тема
	Кол-во часов

	
	1
	Матрицы и их применение
	8

	1
	1.2
	Теория Фредгольма для СЛАУ. 
	2

	2
	1.3
	Нормальное решение, псевдорешение СЛАУ. Псевдообратная матрица. 
	2

	3
	1.4,1.5
	LU-разложения матрицы. QR-разложение матрицы.
	2

	4
	1.6,1.7
	Сингулярное и полярное разложения матрицы. Возмущения СЛАУ. Число обусловленности.
	2

	
	2
	Алгебраическая теория кодирования
	8

	5
	2.1
	Алгоритм Евклида. Обратные элементы в 
[image: image1.wmf]p

Z


	2

	6
	2.2
	Алгоритм Евклида в F[x] . Неприводимые многочлены в 
[image: image2.wmf][

]

p

x
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	2

	7
	2.3,2.4
	Алгебраическая структура конечного поля. Изоморфизм конечных полей.
	2


	8
	2.5,2.6
	Линейные коды. Построение циклических кодов.
	2


II. Методические указания к проведению практических занятий

Занятие 1
Теория Фредгольма для СЛАУ
План занятия
1. Повторение теоретического материала
2. Подробное решение типовой задачи
3. Самостоятельное решение задач
4. Получение домашнего задания
Типовая задача

Пусть матрица  
[image: image3.wmf]3212
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. Рассматривается система линейных уравнений  
[image: image4.wmf]()
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. При каких 
[image: image5.wmf]l

 система имеет единственное решение для любого 
[image: image6.wmf]y

?  При каких 
[image: image7.wmf]l

 и 
[image: image8.wmf]y

 система имеет бесконечно много решений?  При каких 
[image: image9.wmf]l

 и 
[image: image10.wmf]y

 решений нет?

Решение


Для решения задачи воспользуемся теорией Фредгольма. Для этого запишем 4 системы:

1)  
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Здесь 
[image: image15.wmf]T
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-  транспонированная матрица. Теория Фредгольма сводится к трем утверждениям:

Теорема 1. Следующие четыре условия эквивалентны:


а) система 1) имеет решение (единственное) при любой правой части у;


б) система 2) имеет только нулевое решение;


в) система 3) имеет решение (единственное) при любой правой части у;


г) система 4) имеет только нулевое решение.


Эквивалентность первого и четвертого утверждений известна, как альтернатива Фредгольма: либо система 1) имеет единственное решение для любой правой  части, либо система 4) имеет не нулевое решение.

Теорема 2. Системы 2), 4) имеют одинаковое число линейно независимых решений.


Теорема 3. Система 1) имеет хотя бы одно решение тогда и только тогда, когда  правая часть у ортогональна всем решениям уравнения 4).


Исследуем систему  4). Так как 
[image: image16.wmf]T
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, то оно запишется в следующем виде
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Эта система имеет ненулевое решение только в случае, когда
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Вычисляя определитель, получим квадратное уравнение  
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 Его корни
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Таким образом, при 
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 система 1)  имеет единственное решение для любой правой части у. 

Если 
[image: image22.wmf]1
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, то система 4) сводится к одному уравнению 
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. Оно имеет одно линейно независимое решение 
[image: image24.wmf](1,1)

. По теоремам 1, 3 при 
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 система 1) имеет бесконечно много решений, а при 
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 и 
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, не ортогональном вектору 
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,  не имеет решений. 


Пусть теперь 
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. В этом случае система 4) сводится к уравнению 
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 Оно имеет одно линейно независимое решение 
[image: image32.wmf](1,1)
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. По теоремам 1, 3 при 
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 система 1) имеет бесконечно много решений, а при 
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 и 
[image: image36.wmf]y

, не ортогональном вектору 
[image: image37.wmf](1,1)
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,  не имеет решений. 

Задачи для самостоятельного решения
1. Пусть матрица  
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. Рассматривается система линейных уравнений  
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EAxy

l

-=

. При каких 
[image: image40.wmf]l

 система имеет единственное решение для любого 
[image: image41.wmf]y

?  При каких 
[image: image42.wmf]l

 и 
[image: image43.wmf]y

 система имеет бесконечно много решений?  При каких 
[image: image44.wmf]l

 и 
[image: image45.wmf]y

 решений нет?

2. Пусть матрица  
[image: image46.wmf]32
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. Рассматривается система линейных уравнений  
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. При каких 
[image: image48.wmf]l

 система имеет единственное решение для любого 
[image: image49.wmf]y

?  При каких 
[image: image50.wmf]l

 и 
[image: image51.wmf]y

 система имеет бесконечно много решений?  При каких 
[image: image52.wmf]l

 и 
[image: image53.wmf]y

 решений нет?

Домашнее задание
1. Пусть матрица  
[image: image54.wmf]24
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. Рассматривается система линейных уравнений  
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. При каких 
[image: image56.wmf]l

 система имеет единственное решение для любого 
[image: image57.wmf]y

?  При каких 
[image: image58.wmf]l

 и 
[image: image59.wmf]y

 система имеет бесконечно много решений?  При каких 
[image: image60.wmf]l

 и 
[image: image61.wmf]y

 решений нет?

2. Пусть матрица  
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. Рассматривается система линейных уравнений  
[image: image63.wmf]()
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. При каких 
[image: image64.wmf]l

 система имеет единственное решение для любого 
[image: image65.wmf]y

?  При каких 
[image: image66.wmf]l

 и 
[image: image67.wmf]y

 система имеет бесконечно много решений?  При каких 
[image: image68.wmf]l

 и 
[image: image69.wmf]y

 решений нет?

Занятие 2
Нормальное решение, псевдорешение СЛАУ. Псевдообратная матрица
План занятия
1. Повторение теоретического материала
2. Подробное решение типовой задачи
3. Самостоятельное решение задач
4. Получение домашнего задания
Типовая задача

Пусть матрица  
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. Рассматривается система 
[image: image71.wmf]Axy
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. Проверить, что однородная сопряженная система имеет не нулевые решения. Для 
[image: image72.wmf](1,1)
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, при котором система имеет решение, описать все решения и среди них выделить нормальное решение. Для 
[image: image73.wmf](1,1)
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, при котором система не имеет решения, описать все псевдорешения и среди них выделить нормальное псевдорешение. Записать пседообратную матрицу.
Решение


Сопряженная однородная система имеет вид
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Она эквивалентна одному уравнению 
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. Оно имеет одно линейно независимое решение 
[image: image76.wmf](1,1)

. Поэтому для правой части 
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 исходная система имеет решения, а для 
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 - нет. Для правой части 
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 исходная система эквивалентна одному уравнению  
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. Его общее решение имеет вид
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где 
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 имеет минимум при 
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5

t

=-

, поэтому нормальное решение имеет вид
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При 
[image: image87.wmf](1,1)
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 система  
[image: image88.wmf]Axy
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 решений не имеет. Ее псевдорешения – это решения системы 
[image: image89.wmf]TT
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.  Она всегда имеет решение. Решим эту систему для произвольного 
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. Система запишется так


[image: image91.wmf]1212

1212

8422

.

42

xxyy

xxyy

-=-

ì

í

-+=-+

î


Система сводится к одному уравнению 
[image: image92.wmf]1212
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. Его общее решение имеет вид 
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При 
[image: image94.wmf](1,1)
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 псевдорешения выглядят так
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Рассмотрим функцию 
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. Она имеет минимум при 
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. Тогда нормальные пседорешения будут равны
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Если 
[image: image99.wmf](1,1)
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, то нормальное псевдорешение запишется так
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Остается записать псевдообратную матрицу 
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Отметим, что нормальное решение для 
[image: image102.wmf](1,1)
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 и нормальное псевдорешение для 
[image: image103.wmf](1,1)
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 получаются путем умножения на псевдообратную матрицу.

Задачи для самостоятельного решения
1. Пусть матрица  
[image: image104.wmf]12
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. Рассматривается система 
[image: image105.wmf]Axy
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. Проверить, что однородная сопряженная система имеет не нулевые решения. Для 
[image: image106.wmf](1,1)
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, при котором система имеет решение, описать все решения и среди них выделить нормальное решение. Для 
[image: image107.wmf](1,1)
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, при котором система не имеет решения, описать все псевдорешения и среди них выделить нормальное псевдорешение. Записать пседообратную матрицу.
2. Пусть матрица  
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31

A

æö

=

ç÷

--

èø

. Рассматривается система 
[image: image109.wmf]Axy

=

. Проверить, что однородная сопряженная система имеет не нулевые решения. Для 
[image: image110.wmf](1,1)
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, при котором система имеет решение, описать все решения и среди них выделить нормальное решение. Для 
[image: image111.wmf](1,1)
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, при котором система не имеет решения, описать все псевдорешения и среди них выделить нормальное псевдорешение. Записать пседообратную матрицу.

Домашнее задание

1. Пусть матрица  
[image: image112.wmf]23
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. Рассматривается система 
[image: image113.wmf]Axy
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. Проверить, что однородная сопряженная система имеет не нулевые решения. Для 
[image: image114.wmf](1,1)
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, при котором система имеет решение, описать все решения и среди них выделить нормальное решение. Для 
[image: image115.wmf](1,1)
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, при котором система не имеет решения, описать все псевдорешения и среди них выделить нормальное псевдорешение. Записать пседообратную матрицу.

2. Пусть матрица  
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. Рассматривается система 
[image: image117.wmf]Axy
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. Проверить, что однородная сопряженная система имеет не нулевые решения. Для 
[image: image118.wmf](1,1)
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, при котором система имеет решение, описать все решения и среди них выделить нормальное решение. Для 
[image: image119.wmf](1,1)
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, при котором система не имеет решения, описать все псевдорешения и среди них выделить нормальное псевдорешение. Записать пседообратную матрицу.

Занятие 3
LU и QR-разложения матрицы
План занятия
1. Повторение теоретического материала
2. Подробное решение типоой задачи
3. Самостоятельное решение задач
4. Получение домашнего задания
Типовая задача
1. Для матрицы 
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 получить  
[image: image121.wmf]LU

-разложение, где 
[image: image122.wmf]L

 - нижняя треугольная матрица, а 
[image: image123.wmf]U

 - верхняя треугольная матрица.

Решение


Такое разложение возможно для квадратной матрицы порядка 
[image: image124.wmf]m

, если все ведущие миноры порядков 
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Если 
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 - элементы матрицы 
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, а 
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Если 
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 Таким образом искомое разложение имеет вид


[image: image136.wmf]1011
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Простым перемножением убеждаемся в справедливости полученного разложения.

Типовая задача
2. Для матрицы 
[image: image137.wmf]11
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 получить  
[image: image138.wmf]QR

-разложение, где 
[image: image139.wmf]Q

 - унитарная (ортогональная) матрица, а 
[image: image140.wmf]R

 - верхняя треугольная матрица.

Решение


Ортогональная матрица второго порядка имеет вид
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Вычислим произведение  
[image: image142.wmf]OA
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Потребуем, чтобы 
[image: image144.wmf]cossin0
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. Можно положить 
[image: image145.wmf]11
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Так как 
[image: image148.wmf]1
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[image: image149.wmf]1
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 и получаем искомое разложение
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Задачи для самостоятельного решения
1. Для матрицы 
[image: image151.wmf]21
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 получить  
[image: image152.wmf]LU

-разложение.

2. Для матрицы 
[image: image153.wmf]11
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 получить  
[image: image154.wmf]LU

-разложение.

3. Для матрицы 
[image: image155.wmf]21
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 получить  
[image: image156.wmf]QR

-разложение.

4. Для матрицы 
[image: image157.wmf]11
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 получить  
[image: image158.wmf]QR

-разложение.

Домашнее задание

1. Для матрицы 
[image: image159.wmf]31
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 получить  
[image: image160.wmf]LU

-разложение.

2. Для матрицы 
[image: image161.wmf]21
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 получить  
[image: image162.wmf]LU

-разложение.

3. Для матрицы 
[image: image163.wmf]31
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 получить  
[image: image164.wmf]QR

-разложение.

4. Для матрицы 
[image: image165.wmf]21
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 получить  
[image: image166.wmf]QR

-разложение.

Занятие 4
Сингулярное и полярное разложения матрицы. 
Возмущения СЛАУ. Число обусловленности
План занятия
1. Повторение теоретического материала
2. Подробное решение типовой задачи
3. Самостоятельное решение задач
4. Получение домашнего задания
Типовая задача
1. Для матрицы 
[image: image167.wmf]11
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 найти сингулярные числа и получить сингулярное и полярное разложения.

Решение


Сингулярные числа матрицы 
[image: image168.wmf]A

 - это квадратные корни из собственных значений матрицы
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Таким образом, сингулярные числа равны 
[image: image170.wmf]12
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. Сингулярное разложение матрицы имеет вид 
[image: image171.wmf]AUV
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- диагональная матрица с сингулярными числами на главной диагонали. Матрицы  
[image: image174.wmf],
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 строятся с помощью сингулярных базисов. Матрица 
[image: image175.wmf]T
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 - симметричная и у нее существует ортонормированный базис из собственных векторов. В нашем случае это 
[image: image176.wmf]12
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 Он образует первый сингулярный базис. Второй сингулярный ортонормированный базис образуют векторы
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Столбцы матрицы 
[image: image178.wmf]U

 образуют координаты второго сингулярного базиса, а столбцы матрицы 
[image: image179.wmf]T
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 - первого сингулярного базиса. Имеем
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Поэтому сингулярное разложение матрицы 
[image: image181.wmf]A

 имеет вид
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Полярное разложение матрицы 
[image: image183.wmf]A

 - это ее представление в виде произведения 
[image: image184.wmf]AHO
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, где 
[image: image185.wmf]H

- эрмитова (симметричная) матрица, а 
[image: image186.wmf]O

 - ортогональная матрица. Его можно получить из сингулярного разложения: 
[image: image187.wmf],.
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 Итак, полярное разложение имеет вид
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Типовая задача
2. Для матрицы 
[image: image189.wmf]12
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 найти число обусловленности, используя евклидову, спектральную, 1- норму и 
[image: image190.wmf]¥

-норму матрицы. 

Решение


Для матрицы 
[image: image191.wmf]()
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[image: image192.wmf]2
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, спектральная норма 
[image: image193.wmf]A

 - набольшее сингулярное число, 1-норма вычисляется по формуле 
[image: image194.wmf]1
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[image: image195.wmf]¥

-норма вычисляется по формуле 
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.  Число обусловленности матрицы 
[image: image197.wmf]n

 равно произведению норм матрицы и ее обратной матрицы. Легко убедиться, что 
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поэтому 
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. Матрица 
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Ее собственные значения являются корнями уравнения
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Они равны 
[image: image206.wmf]322
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, поэтому наибольшее сингулярное число матрицы 
[image: image207.wmf]A
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Отсюда 
[image: image210.wmf]1
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[image: image211.wmf]322
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 - это наименьшее число обусловленности.
Задачи для самостоятельного решения
1. Для матрицы 
[image: image212.wmf]11
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 найти сингулярные числа и получить сингулярное и полярное разложения.

2. Для матрицы 
[image: image213.wmf]21
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 найти сингулярные числа и получить сингулярное и полярное разложения.
3. Для матрицы 
[image: image214.wmf]11

12

A

-

æö

=

ç÷

èø

 найти число обусловленности, используя евклидову, спектральную, 1- норму и 
[image: image215.wmf]¥

-норму матрицы.
4. Для матрицы 
[image: image216.wmf]21
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 найти число обусловленности, используя евклидову, спектральную, 1- норму и 
[image: image217.wmf]¥

-норму матрицы.
Домашнее задание

1. Для матрицы 
[image: image218.wmf]21
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 найти сингулярные числа и получить сингулярное и полярное разложения.
3. Для матрицы 
[image: image219.wmf]11
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 найти число обусловленности, используя евклидову, спектральную, 1- норму и 
[image: image220.wmf]¥

-норму матрицы.
4. Для матрицы 
[image: image221.wmf]21
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 найти число обусловленности, используя евклидову, спектральную, 1- норму и 
[image: image222.wmf]¥

-норму матрицы.
Занятие 5
Алгоритм Евклида. Обратные элементы в Zp
 План занятия
1. Повторение теоретического материала
2. Подробное решение типовой задачи
3. Самостоятельное решение задач
4. Получение домашнего задания
Типовая задача
1. Найти наибольший общий делитель 
[image: image223.wmf]d

 чисел 
[image: image224.wmf]a

 и 
[image: image225.wmf]b

 и его представление в форме

                                       
[image: image226.wmf]duavb
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если 
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Решение


Используя вычислительную схему алгоритма Евклида, получаем следующую таблицу:

	
[image: image229.wmf]m
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[image: image235.wmf]q
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Последнее значение переменной 
[image: image240.wmf]n

 и есть наибольший общий делитель:
(4752, 420)=12,

и представление его в форме (1) имеет вид 

12=16
[image: image241.wmf]×

4752+ (-181)
[image: image242.wmf]×

420.
Типовая задача

2. В поле 
[image: image243.wmf]569

¢



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image244.wmf]найти элемент, обратный к 52.

Решение


Число 569 – простое, поэтому для любого 
[image: image245.wmf]x

 от 1 до 568  (
[image: image246.wmf]x

, 569)=1. Найдя с помощью вычислительной схемы алгоритма Евклида представление

1=
[image: image247.wmf]u



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image248.wmf]×

569+ 
[image: image249.wmf]v



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image250.wmf]×



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image251.wmf]x

,

Получим, согласно определению операций в поле 
[image: image252.wmf]569
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, что 
[image: image253.wmf]v



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image254.wmf]×



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image255.wmf]x

=1, то есть 
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. Вычисления сведены в таблицу:
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Задачи для самостоятельного решения
1. Найти наибольший общий делитель 
[image: image271.wmf]d

 чисел 
[image: image272.wmf]a

 и 
[image: image273.wmf]b

 и его представление в форме

              
[image: image274.wmf]duavb
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[image: image277.wmf]840,17952.
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2. В поле 
[image: image278.wmf]677

¢



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image279.wmf]найти элемент, обратный к 123.
3. В поле 
[image: image280.wmf]673
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image281.wmf]найти элемент, обратный к 100.

Домашнее задание

1. Найти наибольший общий делитель 
[image: image282.wmf]d

 чисел 
[image: image283.wmf]a

 и 
[image: image284.wmf]b

 и его представление в форме

              
[image: image285.wmf]duavb
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если 
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, 2) 
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2. В поле 
[image: image289.wmf]661
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image290.wmf]найти элемент, обратный к 102.
3. В поле 
[image: image291.wmf]659
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image292.wmf]найти элемент, обратный к 23.

Занятие 5
Алгоритм Евклида в F[x].  Неприводимые многочлены в Zp[x]

План занятия
1. Повторение теоретического материала
2. Подробное решение типовой задачи
3. Самостоятельное решение задач
4. Получение домашнего задания
Типовая задача

1. Найти наибольший общий делитель 
[image: image293.wmf]()

dx

 многочленов 
[image: image294.wmf]()

ax

 и 
[image: image295.wmf]()
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  из кольца 
[image: image296.wmf][]
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[image: image300.wmf]32

()4.

bxxx

=++


Решение

Так как правила сложения и умножения для многочленов те 
же самые, что и для целых чисел (аксиомы кольца), решение этой 
задачи ничем не отличается от предыдущей. 

Начальная установка: 

m(х) = х4 - зх2 - 4,  n(х) = хЗ + х2 + 4 , 


[image: image301.wmf]u

(х) = 
[image: image302.wmf]1

, v(x) =
[image: image303.wmf]0

  , 
[image: image304.wmf]1
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 = 
[image: image305.wmf]0

, 
[image: image306.wmf]1

()

vx

= 1.

Деление: 

х4 - зх2 - 4 = (х - 1) . (хЗ + х2 + 4) - 2х2 - 4х, q(x) = х - 1. 

Пересчет 6 величин: 

m(х) = хЗ + х2 + 4, n(х) = -2х2 - 4х , 

[image: image307.wmf]()

ux

=
[image: image308.wmf]0

, v(
[image: image309.wmf]x

)=1, 
[image: image310.wmf]1
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=1,  
[image: image311.wmf]1
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=-x+1.

Заметим, что по определению наибольшего общего делителя 
многочленов его старший коэффициент равен единице. Поэтому, 
если многочлены умножать на константы (элементы основного 
поля, в данном примере поля Q рациональных чисел), то их наи- 
больший общий делитель не меняется. Например, в нашем случае 

[image: image312.jpg](1223 9
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(z + 2244, 2°
;x4 2x).




На основании этого изменим вычислительную схему следующим 
образом: при появлении остатка, старший коэффициент кото- 
рого не равен 1, при пересчете на следующий шаг разделим оста- 
ток на старший коэффициент. Очевидно, что при этом на то же 
число надо разделить многочлены 
[image: image313.wmf]1
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ux

и 
[image: image314.wmf]1

()

vx

.
 
С учетом этого замечания, продолжим вычисления со следующими 6 многочленами: 


[image: image315.wmf]322
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 (Многочлены n( х), 
[image: image320.wmf]1
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поделены на -2.) 
Деление: 


[image: image322.wmf]3

x

 + х2 + 4 = (х - 1) . (х2 + 2х) + 2х + 4, q(x) = х - 1. 

Пересчет 6 величин: 

[image: image323.wmf]2
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Деление на старший коэффициент: 

[image: image327.wmf]2
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При следующем делении х2 +2х = х(х+2) получаем нулевой 
остаток. Следовательно, 


[image: image331.wmf]4232

(34,4)2,

xxxxx

--++=+



[image: image332.wmf]2
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Типовая задача

2. В кольце многочленов 
[image: image333.wmf]3
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x
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 найти все неприводимые многочлены третьей степени.
Решение
Элементы поля 
[image: image334.wmf]{

}
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 будем обозначать 
[image: image335.wmf]{
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0,1,1
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, так как 
[image: image336.wmf]21(mod3)
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. Многочлен 3-й степени имеет вид

[image: image337.wmf]32
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где 
[image: image338.wmf]3
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 и 
[image: image339.wmf]3
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 Так как многочлены, полу- 
чающиеся один из другого умножением на не нулевую константу 
(то есть на -1), естественно не различать, то будем считать, что 

[image: image340.wmf]3
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. Если 
[image: image341.wmf]0
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 , то многочлен разложим 

[image: image342.jpg]n(z) = z° #
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поэтому 
[image: image343.wmf]0

1

a

=±
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Итак, будем далее рассматривать многочлены вида
                                         [image: image344.jpg]p(z) =2 tayz’ +ayz+ 1.



                                          (2)

Нетрудно подсчитать, что таких многочленов 18 штук. Чтобы 
выбрать среди них неприводимые, заметим, что если многочлен 
3-й степени приводим, то он представляется в виде произведения 
многочленов 1-й и 2-й степени:
[image: image345.jpg]x3+a2x2+a1x+a0:(z+b)(a:2+b2:c+b1)



.
в этом случае число 
[image: image346.wmf]b
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 будет корнем многочлена. Обратно, 
если многочлен 3-й степени имеет корень 
[image: image347.wmf]c

 в поле 
[image: image348.wmf]3
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, то он 
по теореме Безу делится на 
[image: image349.wmf]xc
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 и, следовательно, приводим. 
Таким образом, из 18 многочленов вида (2) надо отбросить те, ко- 
торые имеют корень в поле 
[image: image350.wmf]3
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. Так как 
[image: image351.wmf]0
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, то 
[image: image352.wmf]0

 не является 
корнем этих многочленов и будем далее проверять только ±1. 
Разделим 
[image: image353.wmf]18

 многочленов на два класса: с 
[image: image354.wmf]0
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 и с 
[image: image355.wmf]0
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                                  1. 
[image: image356.wmf]32
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Для многочленов вида (3), имеющих корень 
[image: image357.wmf]1
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, имеем


[image: image358.wmf]21
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 или 
[image: image359.wmf]12
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Этому условию удовлетворяют следующие пары 
[image: image360.wmf]21
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[image: image361.wmf](1,0),(0,1),(1,1)
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                                             (4)

Для многочленов вида (3), имеющих корень 
[image: image362.wmf]1
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, имеем

[image: image363.wmf]21
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 или 
[image: image364.wmf]21
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Этому условию удовлетворяют следующие пары
[image: image365.wmf]21
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:

                                              
[image: image366.wmf](0,0),(1,1),(1,1).
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                                           (5)

                                         2. 
[image: image367.wmf]32
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Для многочленов вида (6), имеющих корень 
[image: image368.wmf]1
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, имеем

[image: image369.wmf]21
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 или 
[image: image370.wmf]21
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Этому условию удовлетворяют следующие пары
[image: image371.wmf]21
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[image: image372.wmf](0,0),(1,1),(1,1).
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Для многочленов вида (6), имеющих корень 
[image: image373.wmf]1
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, имеем

[image: image374.wmf]21
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 или 
[image: image375.wmf]21
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Этому условию удовлетворяют следующие пары
[image: image376.wmf]21
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:

                                                
[image: image377.wmf](0,1),(1,1),(1,0).
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Отбрасывая многочлены, коэффициенты которых встречаются в списках (4), (5) и (7), (8), получаем следующие 
[image: image378.wmf]8

 неприводимых многочленов

[image: image379.wmf]333232
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Задачи для самостоятельного решения
1. Найти наибольший общий делитель 
[image: image381.wmf]()

dx

 многочленов 
[image: image382.wmf]()
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 и 
[image: image383.wmf]()

bx

  из кольца 
[image: image384.wmf][]
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 и его представление в форме 

              
[image: image385.wmf]()()()()()
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[image: image386.wmf]((),()[])
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если  
1) 
[image: image387.wmf]6

()1

axx

=+

, 
[image: image388.wmf]4
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,   2) 
[image: image389.wmf]42
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[image: image390.wmf]2
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2. В кольце многочленов 
[image: image391.wmf]3
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 найти все неприводимые многочлены второй степени.

3. В кольце многочленов 
[image: image392.wmf]19
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 найти все неприводимые многочлены второй степени, имеющие вид 
[image: image393.wmf]2
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Домашнее задание

1. Найти наибольший общий делитель 
[image: image394.wmf]()

dx

 многочленов 
[image: image395.wmf]()
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 и 
[image: image396.wmf]()

bx

  из кольца 
[image: image397.wmf][]
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 и его представление в форме 

              
[image: image398.wmf]()()()()()

dxuxaxvxbx

=×+×

,  
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если 
1) 
[image: image400.wmf]3
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[image: image401.wmf]4

()1

bxx

=-

,     2) 
[image: image402.wmf]6
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[image: image403.wmf]4
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2. В кольце многочленов 
[image: image404.wmf]2
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 найти все неприводимые многочлены пятой степени.

3. В кольце многочленов 
[image: image405.wmf]11
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 найти все неприводимые многочлены четвертой степени, имеющие вид 
[image: image406.wmf]4
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Занятие 7
Алгебраическая структура конечного поля. 
Изоморфизм конечных полей

План занятия
1. Повторение теоретического материала
2. Подробное решение типовой задачи
3. Самостоятельное решение задач
4. Получение домашнего задания

Типовая задача
1. Для поля 
[image: image407.wmf]2
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  1) найти примитивный элемент и записать все элементы как степени примитивного; 2) определить мультипликативные порядки всех элементов; 3) найти для каждого элемента его минимальный многочлен; 4) решить систему 
[image: image408.wmf](1)1,1.
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[image: image409.wmf]
Решение

Поле состоит из 25 элементов вида 
[image: image410.wmf]ab
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,  где 
[image: image411.wmf]a

 и 
[image: image412.wmf]b

 - элементы 
[image: image413.wmf]{
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. Эти элементы складываются и умножаются как многочлены от 
[image: image414.wmf]a

, при умножении 
[image: image415.wmf]2

a

 заменяется на 
[image: image416.wmf]32
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. 

1) Согласно главной структурной теореме в каждом конечном поле имеется примитивный элемент, степени которого дают все ненулевые элементы поля. Этот элемент, таким образом, имеет мультипликативный порядок, равный 24; наоборот, любой элемент 24-го порядка является примитивным. Порядки остальных элементов являются делителями 24, то есть могут равняться 
1,2,3,4,6,8 или 12. 

Элемент 
[image: image417.wmf]a

, при помощи которого построено поле, примигивным не является, так как 

[image: image418.wmf]24282
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Отсюда следует, что 
[image: image419.wmf]a

 - элемент 8-го порядка. 


Эффективного способа отыскания в конечном поле примитивного элемента не известно. Приходится перебирать элементы, выясняя их порядок. Рассмотрим, например, элемент 
[image: image420.wmf]1

ba

=+

. Имеем

[image: image421.wmf]22
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[image: image422.wmf]3
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то есть 
[image: image423.wmf]3
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 Пусть порядок  
[image: image424.wmf]().
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 Так как 
[image: image425.wmf]3

()

(,3)

n

ord

n

b

=

, то 
[image: image426.wmf]24,

n

=

то есть 
[image: image427.wmf]b

 - примитивный элемент. В таблице ненулевые элементы выражены как степени 
[image: image428.wmf]b

.
[image: image429.png]Tlone Zs(a), o’
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2) Порядок элемента 
[image: image431.wmf]k

b

 равен 
[image: image432.wmf]24

(24,)

k

. Отсюда находим

элементы 1-го порядка: 
[image: image433.wmf]0

b

;


элементы 2-го порядка: 
[image: image434.wmf]12

b

;


элементы 3-го порядка: 
[image: image435.wmf]816

,

bb

;


элементы 4-го порядка: 
[image: image436.wmf]618

,

bb

;


элементы 6-го порядка: 
[image: image437.wmf]420

,

bb

;


элементы 8-го порядка: 
[image: image438.wmf]391521

,,,
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;


элементы 12-го порядка: 
[image: image439.wmf]2101422

,,,
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;


элементы 24-го порядка: 
[image: image440.wmf]571113171923

,,,,,,,

bbbbbbbb

.

3) Минимальным многочленом элемента конечного поля характеристики р называется многочлен наименьшей степени 
[image: image441.wmf][]

p

x
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,  корнем которого является данный элемент. Если поле с стоит из 
[image: image442.wmf]n

p

 элементов, то все элементы поля являются корня ми многочлена 
[image: image443.wmf]n
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xx
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. Отсюда следует, что минимальные многочлены -   это неприводимые множители многочлена 
[image: image444.wmf]n
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Для решения задачи используются два факта из теории: 

1. Степени веприводимых делителей многочлена 
[image: image445.wmf]n

p

xx
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  являются делителями числа n; 

2. Если элемент 
[image: image446.wmf]g

 является корнем многочлена 
[image: image447.wmf]()[]

p

pxx
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, то элемент 
[image: image448.wmf]p

g

 также является корнем многочлена 
[image: image449.wmf]()

px

). 

В данной задаче n = 2, поэтому все минимальные многочлены имеют первую или вторую степень; р = 5, поэтому, если элемент является корнем многочлена, то и пятая степень элемента также является корнем того же многочлена. 


Для элементов -2, -1, 0,1,2, входящих в простое подполе 
[image: image450.wmf]5

¢

, минимальными многочленами будут многочлены 1-й степени х + 2, х + 1, х, х - 1, х - 2, соответственно. Для остальных 20 элементов минимальные многочлены имеют вторую степень и могут быть вычислены следующим образом. Пусть требуется найти минимальный многочлен 
[image: image451.wmf]2
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 элемента 
[image: image452.wmf]g

. Вторым корнем этого многочлена будет 
[image: image453.wmf]5
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, отсюда по формулам Виета


[image: image454.wmf]556
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Для вычислений используем таблицу нашего поля из решения 1). Например, для отыскания минимального многочлена элемента 
[image: image455.wmf]b

 действуем так. Вторым корнем минимального многочлена является 
[image: image456.wmf]5

b

. По таблице находим

[image: image457.wmf]55
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[image: image458.wmf]Следовательно, минимальный многочлен равен 
[image: image459.wmf]2
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 Вычисления сведем в таблицу.
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4) Решить систему

[image: image461.wmf](1)1
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Найдем решение по правилу Крамера, используя для вычи​слений таблицу поля 
[image: image462.wmf]2
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, построенную выше при решении пункта 1).

Имеем

[image: image463.wmf]2
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Чтобы выполнить деление, представим операнды как степени
примитивного элемента 
[image: image465.wmf]b
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[image: image467.wmf]21
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Типовая задача

2. Установить изоморфизм полей


[image: image468.wmf]52
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 и 
[image: image469.wmf]532
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Решение

Изоморфизмом полей 
[image: image470.wmf]1

F

  и 
[image: image471.wmf]2

F

 называется отображение

[image: image472.wmf]12
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одного поля на другое, при которой сохраняются операции:

[image: image473.wmf]()()(),()()().
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Из этого определения можно вывести такие простые след​ствия. Так как нулевой элемент поля определяется аксиомой
 х + 0 = х ,
то, применив к этому равенству отображение  
[image: image474.wmf]j

, получим 

[image: image475.wmf]()()(0).
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Так как 
[image: image476.wmf]j

 — биекция. то когда х пробегает одно поле, 
[image: image477.wmf]().

x
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 пробегает другое. Следовательно, 
[image: image478.wmf](0)

j

 -  нулевой элемент вто​рого поля, то есть при изоморфизме ноль должен отображаться в ноль. Совершенно так же устанавливается, что единица ото​бражается в единицу. (Если характеристика поля р > 2 , то, продолжая рассуждение, можно установить, что каждый элемент простого подполя 
[image: image479.wmf]p
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 отображается в себя).
Элементами поля  
[image: image480.wmf]1

F

  являются многочлены 4-й степени от 
[image: image481.wmf]a

 с коэффициентами из 
[image: image482.wmf]{
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:

[image: image483.wmf]234
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Элементы поля  
[image: image484.wmf]2

F

  — такие же многочлены от 
[image: image485.wmf]b

.  Пусть  
[image: image486.wmf]j

 — искомый изоморфизм, тогда из определения изоморфизма и указанных простых следствий получим
      
[image: image487.wmf]234234
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    (1)

Таким образом, изоморфизм 
[image: image488.wmf]j

 полностью определяется зада​нием образа элемента 
[image: image489.wmf]a

.
Выясним каким должен быть этот образ. Так как

[image: image490.wmf]52
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то в силу изоморфизма должно выполняться

[image: image491.wmf]52
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Многочлен 
[image: image492.wmf]52

1

xx
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, корнем которого является 
[image: image493.wmf]a

 и 
[image: image494.wmf](

)

ja

, это минимальный многочлен этих элементов. Итак, при изоморфизме образующий элемент 
[image: image495.wmf]a

 первого поля должен отображаться в элемент второго поля, имеющий тот же самый минимальный многочлен.
Обратно, пусть 
[image: image496.wmf]()
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[image: image497.wmf]52
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. Так как мно​гочлен 
[image: image498.wmf]52
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 неприводим, то  элементы поля 
[image: image499.wmf]2
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[image: image500.wmf]234
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 линейно независимы (над 
[image: image501.wmf]2
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 ) и все элементы 
[image: image502.wmf]2
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 могут быть представлены как многочлены 4-й степени от 
[image: image503.wmf]g

. Эти много​члены складываются и перемножаются по обычным правилам с заменой 
[image: image504.wmf]5
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 на 
[image: image505.wmf]2
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. То есть 
[image: image506.wmf]1
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 и 
[image: image507.wmf]2
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 отличаются только обозначением образующего элемента и их изоморфизм очевиден.

Замечание. Набор минимальных многочленов элементов конечного поля из рп элементов определяется однозначно, неза​висимо от того, как построено поле. — это неприводимые дели​тели многочлена деления круга 
[image: image508.wmf]n
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. Поэтому для каждого элемента одного поля всегда найдется элемент другого, имеющий тот же самый минимальный многочлен. Отсюда, в частности, вытекает, что два конечных поля с одинаковым числом элемен​тов всегда изоморфны.
Итак, чтобы установить требуемый изоморфизм, надо в поле 
[image: image509.wmf]2
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 найти корень многочлена 
[image: image510.wmf]52
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.
Один из способов решения этой задачи - подставить эле​мент 
[image: image511.wmf]2
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 с неопределенными коэффициентами в многочлен:
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После выполнения в левой части действий по законам поля 
[image: image513.wmf]2
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  (то есть с заменой  
[image: image514.wmf]5
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 на 
[image: image515.wmf]32
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) получается система от​носительно коэффициентов, которую можно решить, перебирая 32 возможных набора этих коэффициентов.
В виду некоторой сложности этого способа в данном примере (для других полей он может оказаться вполне приемлемым), бу​дем решать поставленную задачу иначе: просматривать по оче​реди элементы 
[image: image516.wmf]2
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 и определять их минимальные многочлены, пока не встретим нужного.
Для вычислений удобно предварительно составить таблицу поля 
[image: image517.wmf]2
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 (см. таблицу).
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Поле 
[image: image519.wmf]2
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Элемент  
[image: image521.wmf]b

 является корнем многочлена


[image: image522.wmf]532
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Остальными корнями этого многочлена являются элементы


[image: image523.wmf]24816
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Эти элементы далее не рассматриваем.
Найдем минимальный многочлен элемента 
[image: image524.wmf]2
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.  Исполь​зуя таблицу поля, вычислим последовательные степени 
[image: image525.wmf]g
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Умножая эти равенства на указанные слева коэффициенты и при​равнивая нулю коэффициенты при 
[image: image527.wmf]0
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, …, 
[image: image528.wmf]4
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 в правой части, по​лучаем линейную систему для 
[image: image529.wmf]i
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[image: image533.wmf]235
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Учитывая, что а0 = 1 (иначе получится приводимый многочлен) без труда находим решение

[image: image534.wmf]12345
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Таким образом, минимальным многочленом элемента 
[image: image535.wmf]3
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 явля​ется многочлен 
[image: image536.wmf]543
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. Остальные его корни —  
[image: image537.wmf]6121724
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— в дальнейших пробах не участвуют.
Найдем минимальный многочлен элемента  
[image: image538.wmf]5
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 Действуя
аналогично имеем
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Система
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Снова полагая а0 = 1, находим решение
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Таким образом, минимальным многочленом элемента 
[image: image546.wmf]5
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 явля​ется многочлен 
[image: image547.wmf]52
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 Он совпадает с минимальным много​членом элемента а из поля рь Следовательно, нужный изомор​физм 
[image: image548.wmf]j

 получится, если положить 
[image: image549.wmf]32
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 Образ любого элемента можно вычислить с помощью соотношения (1).
Задачи для самостоятельного решения
1. Для поля 
[image: image550.wmf]2
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 1) найти примитивный элемент и записать все элементы как степени примитивного; 2) определить мультипликативные порядки всех элементов; 3) найти для каждого элемента его минимальный многочлен; 4) решить систему 
[image: image551.wmf]2
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2. Для поля 
[image: image552.wmf]2
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 1) найти примитивный элемент и записать все элементы как степени примитивного; 2) определить мультипликативные порядки всех элементов; 3) найти для каждого элемента его минимальный многочлен; 4) решить систему 
[image: image553.wmf]2
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3. Установить изоморфизм полей


[image: image554.wmf]2
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4. Установить изоморфизм полей


[image: image556.wmf]32
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Домашнее задание

1. Для поля 
[image: image558.wmf]2
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 1) найти примитивный элемент и записать все элементы как степени примитивного; 2) определить мультипликативные порядки всех элементов; 3) найти для каждого элемента его минимальный многочлен; 4) решить систему 
[image: image559.wmf]2
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2. Для поля 
[image: image560.wmf]2
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 1) найти примитивный элемент и записать все элементы как степени примитивного; 2) определить мультипликативные порядки всех элементов; 3) найти для каждого элемента его минимальный многочлен; 4) решить систему 
[image: image561.wmf]2

1,.

xyxy

aaa

+=+=


3. Установить изоморфизм полей
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4. Установить изоморфизм полей
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Занятие 8
Линейные коды. Построение циклических кодов
План занятия
1. Повторение теоретического материала
2. Подробное решение типовой задачи
3. Самостоятельное решение задач
4. Получение домашнего задания
Типовая задача

1. Построить линейный код Хемминга длины 7, исправляющий одну ошибку.

Решение


7-разрядный код Хэмминга представляет собой линейный код с проверочной матрицей:
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Его слова являются решениями линейной однородной системы 
[image: image567.wmf]0
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Ее общее решение имеет вид
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Придавая 
[image: image570.wmf]3567

,,,

xxxx

 значения 0,1, получим 16 слов кода
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Кодовое расстояние для линейного кода вычисляется по формуле 
[image: image575.wmf]0
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, где 
[image: image576.wmf]c

 - вес Хэмминга слова 
[image: image577.wmf]c

, равный числу единиц в нем. В нашем случае 
[image: image578.wmf]()3
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, поэтому этот код исправляет одну ошибку.
2. Построить БЧХ-код со следующими параметрами: длина кодовых слов – 23, количество исправляемых ошибок – 2. Для построения кода необходимо 1) вычислить основные параметры кода: мощность и кодовое расстояние; 2) найти порождающий и проверочный многочлены кода; 3) описать алгоритм кодирования и построить схему, производящую кодирование, используя сдвиговые регистры и функциональные элементы; 4) описать алгоритм декодирования.
Решение

Кодом длины п называется произвольное подмножество 
[image: image579.wmf]{
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. Различаются коды по двум их основным харак​теристикам:
- 
[image: image580.wmf]C

, этот параметр определяет скорость передачи инфор​мации по каналу связи: если канал передает 1 бит за единицу времени, то кодированную информацию канал будет передавать с меньшей скоростью  
[image: image581.wmf]2
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 бит за единицу времени.
- 
[image: image582.wmf]()min(,)
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  — кодовое расстояние, этот параметр определяет возможности исправления ошибок кодом С : если 
[image: image583.wmf]d

(С) > 2е, то код исправляет е ошибок.
Для построения кодов на множестве двоичных слов 
[image: image584.wmf]{
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 вводят различные алгебраические структуры: с их помощью да​ется описание кода и исследуются его параметры.
Такой структурой для кодов Боуза, Чаудхури, Хоквингема (БЧХ-кодов) является кольцо многочленов
                                [image: image585.png]2
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        (1)


Элементами кольца являются всевозможные многочлены степени не выше п — 1 с коэффициентами 0,1 (остатки от деления на хп + 1 ). Операции над многочленами производятся по обычным правилам с заменой результата остатком от деления на хп + 1.
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В виду очевидной биекции
двоичных слов и многочленов не будем их далее различать и гово​рить, например, так: код состоит из многочленов
[image: image587.wmf](),(),

axbx

..., имея в виду соответствующие двоичные слова.


БЧХ-код определяется как совокупность всевозможных мно​гочленов кольца (1), кратных некоторому фиксированному мно​гочлену 
[image: image588.wmf]()
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:
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Многочлен  
[image: image590.wmf]()
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  называется порождающим. Многочлен 
[image: image591.wmf]()
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 может быть любым, но нетрудно убедиться, что произведение 
[image: image592.wmf]()()
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 дает различные элементы кольца (1) только для много​членов 
[image: image593.wmf]()
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, степень (
[image: image594.wmf]deg

) которых удовлетворяет неравенству
[image: image595.png]deg f(x) <n —~1-degg(z).
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Таким образом, определение БЧХ-кода можно уточнить (1):

Порождающий многочлен 
[image: image597.wmf]()
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 БЧХ-кода является делителем многочлена хп + 1.  Многочлен  
[image: image598.wmf]1
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  называется проверочным: код можно определить как совокупность всех та​ких многочленов, которые будучи умноженными на проверочный многочлен дают ноль.

Корректирующие возможности БЧХ-кода определяются кор​нями порождающего многочлена. Так как 
[image: image599.wmf]()
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 хп + 1 , то корнями порождающего многочлена являются так называемые корни п-й степени из единицы, то есть элементы 
[image: image600.wmf]g

 такие, что 
[image: image601.wmf]1
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. Корни 
[image: image602.wmf]n

-й степени из единицы имеются в некотором поле, так как для каждого многочлена можно построить поле его разложения. Среди корней 
[image: image603.wmf]n

-й степени из единицы имеется при​митивный 
[image: image604.wmf]b

, его степени
[image: image605.png]1=
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все различны и дают все решения уравнения хп — 1.
Основная теорема о БЧХ-кодах:  если корнями порождаю​щего многочлена 
[image: image606.wmf]g

 являются элементы
[image: image607.png]8,6°
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то БЧХ-код 
[image: image608.wmf]g

C

 будет исправлять е ошибок.

Возвращаемся к решению задачи. Построение кода разби​вается на ряд этапов.

1. Определение поля, содержащего корни 23-й сте​пени из 1.
Предварительно определяется мультипликативный порядок числа 2 по модулю 23. Имеем по модулю 23:
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То, что 211 = 1
[image: image610.wmf]mod

 23 означает, что 23 
[image: image611.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image612.wmf]11
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.  Действительно, 
[image: image613.wmf]11
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Рассмотрим поле 
[image: image614.wmf]11
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. Его можно построить как 
[image: image615.wmf]2
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, где 
[image: image616.wmf]a

 - корень неприводимого многочлена 11-й степени. Им является многочлен 
[image: image617.wmf]112

1

xx

++

. Итак, если поле определить как 
[image: image618.wmf]2
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[image: image619.wmf]112
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, то 
[image: image620.wmf]a

 будет примитивным элементом поля, то есть иметь 2047-й порядок.

Рассмотрим в построенном поле элемент   
[image: image621.wmf]89
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.   Имеем 
[image: image622.wmf]238923
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. Следовательно, 
[image: image623.wmf]b

 - корень 23-й степени из единицы, причем примитивный, что следует из примитивности 
[image: image624.wmf]a

.
2. Построение порождающего многочлена.

Найдем многочлен, корнем ко​торого является 
[image: image625.wmf]89
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 (то есть 
[image: image626.wmf]b

). Это многочлен 
[image: image627.wmf]119765
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Используя тот факт, что если некоторый элемент является корнем многочлена из 
[image: image628.wmf]2
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, то и квадрат этого элемента так же будет корнем, получаем, что найденный многочлен имеет сле​дующие корни
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Следовательно, полагая
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будем иметь
[image: image631.png]g(7) = g(8%) = 0.




Следовательно, по основной теореме БЧХ-код с порождающим многочленом 
[image: image632.wmf]()
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 будет исправлять 2 ошибки.

3. Код и его параметры.
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По формуле (11)

Здесь
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Различные кодовые точки получаются при разных выборах многочлена 
[image: image635.wmf]f

. Так как он имеет 12 двоичных коэффициентов, то |С|=212.


По основной теореме 
[image: image636.wmf]()5
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Проверочный многочлен кода

[image: image637.png]23
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4. Процедура и схема кодирования.


Кодирование происходит следующим образом: 

- "длинная" двоичная последовательность, которую надо пере​дать по каналу связи, разбивается на блоки по 12 символов;
[image: image638.png]chsfu bl Rfife.




[image: image639.png]fa) = e + foe" et et fo .




- каждый блок рассматривается как многочлен
- операция кодирования состоит в том, что этот многочлен умножается на порождающий многочлен кода
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Это умножение эффектно реализуется на сдвиговом реги​стре (см.рисунок).

Умножение на порождающий многочлен

Чтобы 12 информационных разрядов прошли через регистр, превратившись в 23 разряда кода, блоки кодируемой последова​тельности "прокладываются" блоками из 11 нулей.

5. Декодирование.
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1° . Для принятого многочлена

      вычисляются синдромы

[image: image644.png]



2°. К многочленам 
[image: image645.wmf]5

x

 и 
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 применяется алгоритм Евклида (с вычислением 
[image: image647.wmf]11

,,,

UVUV

) до шага 
[image: image648.wmf]k

, на котором степень получившегося остатка не пре​восходит 2 (при этом степень предыдущего остатка больше 2).
3° . Вычисляется многочлен локаторов ошибок 
[image: image649.wmf]()
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: если 
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 — многочлен, рассчитанный на 
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-ом шаге, то
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4° . Элементы 
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 0,1, 2,..., 22 поочередно подставляются в многочлен локаторов ошибок; если  
[image: image655.wmf]()0

j

sb

=

; то 
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 исправляется (заменяется на противоположный).


Замечание. Все упомянутые выше вычисления ведутся в поле 
[image: image657.wmf]11

(2)
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Задачи для самостоятельного решения
1. Построить линейный код Хемминга длины 15, исправляющий одну ошибку.

2. Построить БЧХ-код со следующими параметрами: длина кодовых слов – 27, количество исправляемых ошибок – 3. Для построения кода необходимо 1) вычислить основные параметры кода: мощность и кодовое расстояние; 2) найти порождающий и проверочный многочлены кода; 3) описать алгоритм кодирования и построить схему, производящую кодирование, используя сдвиговые регистры и функциональные элементы; 4) описать алгоритм декодирования.
Домашнее задание
1. Построить линейный код Хемминга длины 31, исправляющий одну ошибку.

2. Построить БЧХ-код со следующими параметрами: длина кодовых слов – 21, количество исправляемых ошибок – 3. Для построения кода необходимо 1) вычислить основные параметры кода: мощность и кодовое расстояние; 2) найти порождающий и проверочный многочлены кода; 3) описать алгоритм кодирования и построить схему, производящую кодирование, используя сдвиговые регистры и функциональные элементы; 4) описать алгоритм декодирования.
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