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Аннотация

Методические указания к практическим занятиям по курсу «Математические методы в инженерии» предназначены для приобретения и закрепления навыков составления математических моделей инженерных процессов и состояний различного уровня  применительно к физическим процессам, сопровождающим функционирование стрелково-пушечного вооружения, студентами, обучающимися на направлении подготовки 151000 «Технологические машины и оборудование» по программе магистерской подготовки: 
«Проектирование технических и технологических комплексов специального назначения».

Методические указания содержат рекомендации для решения прикладных задач на четырех практических занятиях по следующим темам:

· Пассивные и активные методы одномерной оптимизации. 

· Типовые математические модели оптимизационных механических задач.

· Типовые математические модели оптимизационных тепловых задач. 
· Типовые математические модели оптимизационных газодинамических задач. 
Каждое занятие содержит комплект индивидуальных заданий. Для закрепления полученных навыков студентам предлагается выполнить индивидуальное задание, которое позволяет преподавателю дифференцированно оценить уровень подготовки каждого студента.

Практическое занятие №1

Пассивные и активные методы одномерной оптимизации
Цель занятия: Научить студента на наглядных примерах прикладных задач формулировать математические модели поиска оптимальных значений параметров и реализовать этот поиск на практике.
Задание: 
В прямой круговой конус вписан прямой круговой цилиндр так, что основания конуса и цилиндра лежат в одной плоскости (рис. 1.1). Найти наибольшую возможную часть объема конуса, занятую таким цилиндром.
[image: image1.png]



Рис.1.1.
Методические указания

1. Эту задачу можно решить, используя  неравенство средних, согласно которому среднее геометрическое не превышает средне​го арифметического, т.е.
[image: image2.png]



и т.п., причем среднее геометрическое равно среднему арифметическо​му только в том случае, когда все числа равны между собой.
2. Обозначим высоту и радиус основания цилиндра через h и r а высоту и радиус основания конуса через Н и R. Запишем отношение их объемов

[image: image3.wmf].
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Это равенство задает целевую функцию, в которой в качестве параметров оптимизации можно взять отношения   [image: image4.png]r/It



и[image: image5.png]hiH.



   Из условия задачи (цилиндр вписан в конус) вытекает ограничение   [image: image6.png]r/R={(H—-h)/H.



  Подставляя его в целевую функцию, получаем
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3. Ясно, что функция   [image: image8.png]ny(h/H)



   достигает максимума при том же значении отношения  [image: image9.png]


  что и любая положительная степень правой части этого равенства, в частности степень  [image: image10.png]1/3.



  Используем неравенство для среднего геометрического таких трех величин, чтобы правая часть этого неравенства оказалась константой:
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Максимум левой части в этом неравенстве будет достигнут при его переходе в равенство, т.е.  [image: image12.png]


  Отсюда находим  [image: image13.png]hfH=1/3



  и, подставляя в (1.1), вычисляем   [image: image14.png]7(1/3) =4/9.



  При этом отношение радиусов оснований цилиндра и конуса будет   [image: image15.png]rfR=2/3.




4. Можно убедиться , что к тому же результату придти и стандартным путем поиска экстремума функции   [image: image16.png]s(h/H) npu R/H € [0. 1]




Для этого следует продифференцировать функцию   [image: image17.png]ny(h/H)



   по критерию оптимизации,  решить полученное уравнение относительно  [image: image18.png]


   и убедиться , что найденное значение корня лежит внутри вышеуказанного интервала. В противном случае следует анализировать значения функции   [image: image19.png]ny(h/H)



   на концах интервала.
Индивидуальные задания
1. Найти стороны прямоугольника, вписанного в окружность радиуса R и имеющего наибольшую площадь S(рис. 1.2).
[image: image20.png]o
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Рис.1.2.

2. В заданный треугольник ABC с высотой Н и основанием b вписать параллелограмм наибольшей площади, стороны кото​рого параллельны двум сторонам треугольника (рис. 1.3).
[image: image21.jpg]



Рис.1.3.
3. Найдем значение параметра а, при котором достигает максимума функция   [image: image22.png]fla)y= t:xp(—%(:rf +:1:§))



,    где   x1,x2    — корни квадратного уравнения    [image: image23.png]“tar+3a—1=0.





4. Луч света, переходя из одной однородной сре​ды в другую, падает на границу раздела этих сред под углом  α1
[image: image24.png]Puc. 1.4




к направлению нормали и после преломления на этой границе составляет с нормалью угол  α2  (рис. 1.4). Требуется найти соотношение между этими углами, если из курса физики известно, что в соответствии с принципом Ферма** геометрической оптики свет при прохождении через среду с различными свойствами выбирает такую траекторию, время прохождения которой минимально.
5. Пусть требуется спроектировать  герметичный бак горючего в виде прямого кругового цилиндра заданного объема V, на изготовление которого будет затрачено наименьшее количество листовой стали.
6. Из курса физики и термодинамики известно, что работа, затрачиваемая в компрессоре на сжатие 1 кг воздуха от начального давления   [image: image25.png]Po



   до давления   [image: image26.png]P> Po.



   равна
[image: image27.png]A:'yRT =
(Y5 ),





Где  [image: image28.png]


   — коэффициент, характеризующий процесс сжатия (при адиабатическом процессе для воздуха   [image: image29.png]


R    — газовая постоянная воздуха;  [image: image30.png]Ty



  — его температура до сжатия. Чтобы уменьшить затрачиваемую работу в случае высокой степени сжатия   [image: image31.png]x = pfpo.



 проектируют многоступенчатые компрессорные установки, состоящие из нескольких последовательно соединенных компрессоров (ступеней) с промежуточными холодильными устройствами между ступенями, в которых охлаждают воздух, нагревшийся при сжатии.
Пусть требуется спроектировать компрессорную установку из т ступеней в предположении, что воздух, поступающий в[image: image32.png]


 ступень, [image: image33.png]7

1,1,



   охлажден до одинаковой температуры[image: image34.png]To



иимеет давление[image: image35.png]


равное давлению на выходе из предыдущей ступени. Необходимо при заданной общей степени сжатия х так выбрать степени сжатия отдельных ступеней   [image: image36.png]


[image: image37.png]Ny P




   чтобы работа, затрачиваемая на весь процесс сжатия воздуха, была минимальной.
Вопросы для самоконтроля

1. В каких точках отрезка линейная функция достигает своих наибольшего и наименьшего значений? Как найти точку экстремума квадратного трехчлена в интервале? 
2. Какую функцию многих переменных называют непре​рывной по совокупности переменных и непрерывной по части переменных? Что такое линия (или поверхность) уровня такой функции? Что называют координатными функциями векторной функции многих переменных и ее матрицей Якоби по всем или по части переменных?
3. Какие условия надо наложить на производную функции многих переменных по направлению, чтобы можно было утверждать, что: а) функция непрерывна; б) функция дифференцируема? Приведите примеры по видам?

4. Сформулируйте необходимые условия экстремума

скалярной функции многих переменных: а) с использованием частных производных функции; б) с использованием градиента функции.
5. Может ли линейная функция многих переменных достигать экстремума внутри замкнутой области? Может ли квадратичная функция многих переменных достигать экстремума внутри замкнутой области, как найти точку экстремума? Приведите пример.
6. Что называют условным экстремумом функции мно​гих переменных и уравнениями связи? Как найти точки условного экстремума? Что такое множители Лагранжа и функция Лагранжа?

7. Решите задачи, рассмотренные в примерах 1 и 2, как путем построения функции Лагранжа, так и исключением из целевой функции одного из параметров оптимизации.
8. Найдите решение задач, рассмотренных в примере 5, как путем построения функции Лагранжа, так и исключением из целевой функции одного из параметров оптимизации.
9. Используя необходимые и достаточные условия экстремума функции одного переменного, убедитесь, что функция рассмотренная в примере 3, достигает максимума в точке   [image: image38.png]



10. Решите задачу оптимального проектирования бака горючего, аналогичную рассмотренной в примере 5, но при заданной площади   S расходуемого листового материала максимизируйте объем бака.
11. Как из прямоугольной листовой заготовки с отношением сторон 1 : 2 вырезать круговой сектор, из которого можно было бы изготовить коническую воронку наибольшего объема?
12. Покажите, что геометрический момент инерции квадратного сечения относительно любой оси, лежащей в плоскости квадрата со стороной   [image: image39.png]”V2



   и проходящей через его центр, постоянен и равен         [image: image40.png]J=R'/3



.
13. Имеет ли функция   [image: image41.png]


   экстремум в интервале    [image: image42.png](0,3)?



   Если имеет, то в какой точке? Имеет ли она минимум в том же интервале, минимум на отрезке   [image: image43.png][0, 3],



    и если да, то в какой точке?
Практическое занятие №2
Типовые математические модели оптимизационных

механических задач.

Цель занятия: 
На конкретных примерах механических процессах научить студентов формулировать и решать задачи оптимального проектирования соответствующих им конструкций.

Задание: 
Из круглого цилиндра радиуса R необходимо выпилить балку с прямоугольным поперечным сечением (рис. 2.1) так, чтобы ее можно было наиболее эффективно использовать в строительных конструкциях в условиях сжатия, изгиба без возможности потери балкой продольной устойчивости. Например, если балка будет использована в качестве стойки, работающей на сжатие без опасности потери устойчивости, то целесообразно максимизировать площадь  F  ее сечения, выбрав его в виде квадрата со стороной [image: image44.png]RV,



  вписанного в окружность радиуса R. Максимальное значение площади сечения будет [image: image45.png]


.

[image: image136.jpg]



Рис. 2.1.
Методические указания
1. Из курса сопротивления материалов известно, что допустимая нагрузка, воспринимаемая прямолинейным стержнем, работающим на растяжение или сжатие (без потери устойчивости прямолинейной формы равновесия), пропорциональна площади F его поперечного сечения. При сжатии стержень может потерять устойчивость, изгибаясь в некоторой плоскости. Сжимающая сила, вызывающая потерю устойчивости стержня, пропорциональна геометрическому моменту инерции I его сечения относительно центральной оси тела, перпендикулярной плоскости изгиба. От значения I также зависит прогиб стержня, изгибаемого в этой плоскости, но зависимость эта обратно пропорциональная. Допустимая нагрузка при изгибе стержня пропорциональна моменту сопротивления   [image: image46.png]1/t




   его сечения, где [image: image47.png]Y



 - расстояние до наиболее удаленной от центральной оси точки сечения. Эти сведения важны для выбора критерия оптимальности при проектировании отдельных элементов конструкций, воспринимающих нагрузку.
2. Таким же должно быть сечение стойки, если возможна потеря ее устойчивости в любой плоскости, проходящей через ее ось. Действительно, нетрудно показать, что в этом случае момент инерции сечения относительно любой оси, лежащей в плоскости квадрата и проходящей через его центр, постоянен и равен  [image: image48.png]=R
/3.



  Если же плоскость изгиба стойки при возможной потере устойчивости предопределена условиями ее крепления, то целесообразно выбрать такое отношение сторон прямоугольника, чтобы момент инерции сечения относительно его центральной оси, перпендикулярной этой плоскости, был максимальным. 
3. Обозначим через  b  ширину сечения вдоль этой оси, а через  h  его высоту (см. рис. 2.1). Тогда получим 
[image: image137.jpg]



(2.1)

Стороны прямоугольника должны удовлетворять ограничению  [image: image49.png]V4
n?g
<4
RQ



 Таким образом, приходим к задаче нелинейного программирования
[image: image50.png]bh
12

P42 SARS, b20, h20.
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4. Несложно установить, что максимальное значение  [image: image51.png]


  будет достигнуто при оптимальных высоте  [image: image52.png]h,=RV3



   и ширине  [image: image53.png]. = It



  сечения балки. 
5. Такое же поперечное сечение балки следует выбрать, если она нагружена в рассматриваемой плоскости изгибающей нагрузкой. При таком выборе жесткость балки будет максимальной, а ее прогиб — минимальным. Поскольку для рассматриваемого прямоугольного сечения балки [image: image54.png]Uy = 12/2,



 то для момента сопротивления получим [image: image55.png]W =1I/y, =bh?/6.



   В данном случае задача нелинейного программного программирования принимает вид:
[image: image56.png]



Ее решением будет     [image: image57.png];o 8 _ 22, £
W*fml\’.h,fﬁlf’,fﬁb,.




Индивидуальные задания 
1. Балка прямоугольного профиля закреплена на двух шарнирных опорах и нагружена равномерно распределенной по длине поперечной нагрузкой. Определить параметры поперечного сечения балки такими, чтобы ее масса была минимальной.

2. Получить уравнение образующей вертикального прямолинейного стержня, нагруженного только собственным весом, чтобы растягивающие напряжения по длине стержня были бы одинаковыми и равными напряжению в нижнем сечении, если к нижнему торцу стержня подвешен груз. Что вы можете сказать об особенностях массы такого стержня?

3. Бомбардировщик летит горизонтально на заданной высоте с постоянной скоростью. В некоторый момент времени он сбрасывает бомбу, укомплектованную контактным взрывателем с установкой на мгновенное действие. Радиус поражения продуктами взрыва бомбы больше высоты полета самолета. Определить минимальную скорость , с которой должен лететь самолет, чтобы не оказаться пораженным продуктами взрыва бомбы. Сопротивлением воздуха пренебречь.

Считать скорость разлета продуктов разрыва бомбы постоянной и заданной.

4. Начальная скорость артиллерийского орудия постоянна. Угол возвышения канала ствола может изменяться а пределах от 00 до 900.
Построить в декартовой системе координат , в начале которой находится орудие, уравнение поверхности безопасности, разделяющей пространство на зону, в которой поражение возможно, и на зону, в которой цель недосягаема. Сопротивлением воздуха пренебречь.

5. В безвоздушном пространстве производится стрельба с заданной начальной скоростью по наклонной плоскости. Определить угол возвышения ствола, обеспечивающий максимальную дальность стрельбы.

6. Материальная точка массой  m  скатывается без трения по наклонному желобу, образующая которого   y = y ( z )    из точки  A  в точку  B  без начальной скорости. Найти такое уравнение   y = y ( z ) , для которого время движения точки минимально.

7. По шарнирно опертой балке длиной  L   из материала заданных свойств ( ρ, E, [σ] )  в начальный момент времени из опоры  A  начинает медленное движение с постоянной скоростью без трения материальная точка. Масса точки изменяется по линейному закону
M ( t ) = M0 -.K t ,
где  M0 и K  - заданные константы.

Форма поперечного сечения балки – квадрат со стороной  S .
Подобрать  S  минимально возможным.
Вопросы для самоконтроля

1. Какие задачи относят к классу задач конечномерной оптимизации? Что понимают под критерием и параметрами оптимизации, целевой функцией и ограничениями? В чем различие задач линейного и нелинейного програм​мирования? Приведите примеры задач оптимального проектирования и планирования. 
2. Что понимают под вариационной формулировкой прикладной задачи? Какими свойствами обладает функционал, альтернативный по отношению к данному? 
3. Какие размерные параметры определяют сопротивление движению с постоянной скоростью надводного корабля при условии, что вода вязкая и несжимаемая? Сколько независимых безразмерных комбинаций и какие именно можно составить из этих параметров?
4. Что такое вспомогательная задача Коши при решении вариационной задачи в жестко закрепленными концами?
5. Чем отличаются подходы Ньютона и Кулона при моделировании триботехнических инженерных задач?
6. Сформулируйте класс динамических задач механики, для решения которых удобно использовать уравнения движения в дифференциальной форме?

7. Сформулируйте класс динамических задач механики, для решения которых удобно использовать законы сохранения энергии?

Практическое занятие №3
Типовые математические модели оптимизационных

тепловых задач.

Цель занятия: 
На конкретных примерах термодинамических процессах научить студентов формулировать и решать задачи оптимального проектирования соответствующих им конструкций.
Задание: 
Для интенсификации теплообмена между нагретой поверхностью и охлаждающей средой увеличивают площадь поверхности путем ее оребрения. Рассмотрим плоскую стенку, к которой присоединено достаточно длинное ребро прямоугольного профиля высотой  l  и  толщиной 2h  (рис. 3.1).
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Рис.3.1.

Помимо передачи теплоты охлаждающей среде с известной тем​пературой   Tc  непосредственно с поверхности стенки, имеющей температуру   T0>Tc  некоторая часть теплоты распространяется путем теплопроводности от основания ребра к его вершине и переходит в охлаждающую среду через боковые поверхности. Подобрать материал ребра и размеры   I  и  h   его профиля так, чтобы тепловой поток  Q  (количество теплоты в единицу времени), передаваемый охлаждающей среде через участок ребра единичной длины, был максимальным.
Методические указания
1. Для изготовления ребер желательно использовать материал с достаточно большим коэффициентом теплопроводности А. Тогда температура боковой поверхности ребра будет в меньшей степени отличаться от температуры его основания, что повысит эффективность использования этой поверхности. Масса ребра, приходящаяся на единицу его длины, пропорциональна площади  [image: image59.png]


  его сечения. Следовательно, один из вариан​тов постановки задачи оптимального проектирования ребра, изготавливаемого из выбранного материала, может быть таким: критерием оптимальности является максимум передаваемого через ребро теплового потока Q, а ограничением типа неравенства будет  [image: image60.png]20N < Fy,



  где  [image: image61.jpg]


 — заданное значение площади. Параметрами оптимизации в этом случае являются I и h. Поэтому необходимо установить связь этих параметров с величиной Q, т.е. построить целевую функцию. Это потребует использования математической модели процесса передачи теплоты от стенки через ребро охлаждающей среде.
Если условия теплообмена с охлаждающей средой постоянны вдоль достаточно длинного ребра, то режим теплообмена будет установившимся во времени, а температурное поле в ребре — плоским, определяемым функцией [image: image62.jpg]T(z,y), = €[0,1],
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   (рис. 3.2). 
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Рис.3.2.

Известно, что эта функция при   [image: image65.png]A= const



    удовлетворяет двумерному уравнению Лапласа

[image: image66.png]PTy) 0. (1.8)
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                                       (3.1)
Вследствие симметричности сечения ребра относительно оси Ох можно рассматривать лишь половину этого сечения и зада​вать граничные условия в виде
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 -  коэффициенты теплообмена с охлаждающей средой на боковой поверхности ребра и на поверхности его торца соответственно.
2. Решение краевой задачи (3.1) — (3.3), записанное в виде двойного ряда по ортогональной системе функций, может быть найдено одним из известных методов, например методом Фурье или с помощью интегральных преобразований. После ее решения для теплового потока, передаваемого через ребро охлаждающей среде и равного тепловому потоку, проходящему через его основание, получим
[image: image69.png]dy. (111




                    (3.4)
3. Рассмотренная математическая модель является достаточно сложной и не позволяет представить зависимость Q от параметров оптимизации [image: image70.png]luh



 в удобном виде. Эту модель можно упростить, сохранив точность, достаточную для инженерных приложений. Дело в том, что из соображений качественного характера при ограниченной площади [image: image71.png]K =21k



 сечения ребра целесообразно увеличить его высоту[image: image72.png]


чтобы увеличить площадь боковой поверхности. При этом ребро станет достаточно тонким 
[image: image73.png]2h = K/ < Kyl




и по его толщине
т.е. в направлении оси   [image: image74.png]Oy,



   температуру можно принять практически неизменной. Интегрируя (3.1) по  у    в пределах от     [image: image75.png]0 a0k



    и учитывая (3.3), находим
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Отсюда, полагая температурное поле в ребре одномерным, т.е. определяемым функцией  [image: image77.png]


  приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению
[image: image78.png](1.12)




                           (3.5)
При этом граничные условия (3.2.) примут вид: 

[image: image79.png]


                      (3.6)
4. Но передачей теплоты с поверхности торца ребра чаще все​го можно пренебречь по сравнению с передачей через боковую поверхность, т.е. положить в (3.6)  [image: image80.png]


   Это будет соответствовать идеально теплоизолированному торцу и приведет к несколько заниженной оценке для передаваемого через ребро теплового потока, для которого вместо (3.4) теперь получим
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Краевая задача (3.5), (3.6) при   [image: image82.png]


   имеет решение
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Отсюда, используя (3.7), находим
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5. Таким образом, мы имеем целевую функцию, зависящую от двух параметров оптимизации     [image: image85.png]tuh,



и ограничение  [image: image86.png]2h < 1.



  Подставляя верхнюю оценку  [image: image87.png]1= Fy/(2h)



  для высоты ребра в целевую функцию, получаем функцию
[image: image88.png]Qi) — vy~ 2 [





одного переменного   h.   Необходимое условие   [image: image89.png]Q' (k) =0



   максимума этой функции дает трансцендентное уравнение

[image: image90.png]
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которое при   [image: image92.png]>0



     имеет единственное решение.
6. Несложно проверить, что соответствующее этому решению значение
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удовлетворяет достаточному условию максимума функции  [image: image94.png]Q(h).



 Из ограничения получаем верхнюю оценку для оптимальной высоты ребра
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При этом отношение оптимальных значений высоты ребра к толщине примет вид
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а максимальное значение теплового потока - 
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Индивидуальные задания 

1. Паропровод диаметром 20 см защищен изоляцией толщиной 10 см. Допуская, что труба имеет температуру 1600C, а внешняя поверхность защитного слоя - 300C, найти распределение температуры внутри слоя, а также количество тепла, отдаваемое паропроводом наружу в течение суток на протяжении 1м.

2. Найти суточную потерю тепла паропроводом, транспортирующим пар температурой 1000C. Длина паропровода 20 м, диаметр 30 см. Паропровод защищен слоем бетона толщиной 10 см. Температура внешней поверхности бетона 350C. Найти также температуру в середине бетонного слоя.
3. Для канала гильзовыбрасывающего механизма, имеющего форму полубесконечного лабиринта с ортогональными направляющими шириной  A  и  B  определить максимально возможный осевой габарит  гильзы, транспортировка которой по лабиринту еще допустима. При решении задачи поперечные габариты гильзы принять пренебрежимо малыми.
4. Производится стрельба с начальной скоростью  V0  по местности, образующая которой в плоскости стрельбы описывается полиномом второго порядка, график которого проходит через начало координат. Определить угол бросания  Ө0 , обеспечивающий максимальную дальность полета боеприпаса в рамках параболической теории.

5. Заданы размеры  ствола, радиатора и кожуха. Требуется определить секундный расход воздуха через радиатор, скорость воздуха и разность давлений на концах радиатора, при которых стабильная температура внутренней поаерхности стенки ствола не будет превосходить заданного предельного значения.
Вопросы и задачи для самоконтроля
1. Что называют функцией, убывающей, возрастающей, неубывающей и невозрастающей в промежутке числовой прямой? Приведите примеры функций, непрерывных в интервале (а, b) или в полуинтервале [а, b), но не являющихся непрерывными на отрезке [а, b]. Перечислите свойства функции, непрерывной на отрезке. В чем различие между точками разрыва первого и второго рода? 
2. Какие условия надо наложить на производную функции многих переменных по направлению, чтобы можно было утверждать, что: а) функция непрерывна; б) функция дифференцируема? Приведите примеры. 

3. Может ли линейная функция многих переменных достигать экстремума внутри замкнутой области? Может ли квадратичная функция многих переменных достигать экстремума внутри замкнутой области, как найти точку экс​тремума? Приведите пример. 

4. Имеет ли функция
[image: image98.png]



минимум в точке[image: image99.png]


выполняется ли в этой точке необходимое, достаточное условия экстремума?

5. Сформулируйте определения предела, производной и дифференциала действительной функции действительного переменного в точке. Всякая ли функция, непрерывная в точке, является дифференцируемой в этой точке? Что называют нулем и стационарной точкой функции? Приведите примеры функций, имеющих точки: а) устранимого разрыва; б) разрыва первого рода; в) разрыва второго рода. Каковы свойства функции, непрерывной (диффе​ренцируемой) на отрезке? Как вычислить производную сложной функции? Запишите формулу конечных прира​щений. Что называют вектор-функцией? 
6. Что называют частной производной и производной по направлению? При каком условии смешанная производная не зависит от последовательности дифференцирования? Запишите формулу Тейлора для скалярной функции мно​гих переменных и матрицу Якоби для векторной функции многих переменных и для координатной функции. Что понимают под внешней нормалью к кусочно гладким кривой или поверхности, ограничивающим некоторую область? Каковы особенности метода Ньютона решения нелинейных уравнений и их систем? 
7. При построении полуэмпирической ММ установившегося течения вязкой несжимаемой жидкости по трубопроводу проводят измерения перепада[image: image100.png]Ap



давления вдоль трубопровода длиной[image: image101.png]


с круглым поперечным сечением радиуса[image: image102.png]Te



при различных значениях[image: image103.png]


объемного расхода жидкости плотностью[image: image104.png]


с кинематическим коэффициентом вязкости[image: image105.png]


Сколько независимых безразмерных комбинаций можно составить из указанных размерных параметров? В каком виде следует обработать результаты измерений, чтобы получить зависимость между этими безразмерными комбинациями, справедливую для трубопровода с иными размерами и для другой вязкой несжимаемой жидкости?
Практическое занятие №4

Типовые математические модели оптимизационных

газодинамических задач.

Цель занятия: 
На конкретных примерах газодинамических процессах научить студентов формулировать и решать задачи оптимального проектирования соответствующих им конструкций.

Задание: 
Спроектировать компрессорную установку из  т  ступеней в предположении, что воздух, поступающий в  [image: image106.png]


  ступень,  [image: image107.png]7
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  охлажден до одинаковой температуры [image: image108.png]To



  и имеет давление [image: image109.png]


 равное давлению на выходе из предыдущей ступени. Необходимо при заданной общей степени сжатия   x  так выбрать степени сжатия отдельных ступеней  [image: image110.png]
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  чтобы работа, затрачиваемая на весь процесс сжатия воздуха, была минимальной.
Методические указания
1. Из курса физики и термодинамики известно, что работа, затрачиваемая в компрессоре на сжатие 1 кг воздуха от начального давления[image: image112.png]Po



до давления[image: image113.png]P> Po.



равна
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                                     (4.1)

где   [image: image115.png]


- коэффициент, характеризующий процесс сжатия (при адиабатическом процессе для воздуха   [image: image116.png]



R - газовая постоянная воздуха;
· - его температура до сжатия. 
Чтобы уменьшить затрачиваемую работу в случае высокой степени сжатия [image: image117.png]x = pfpo.



 проектируют многоступенчатые компрессорные установки, состоящие из нескольких последовательно соединенных компрессоров (ступеней) с промежуточными холодильными устройствами между ступенями, в которых охлаждают воздух, нагревшийся при сжатии.
Так как число ступеней задано, то минимизируемую целевую функцию можно представить в виде
[image: image118.png]m ]
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                                          (4.2)

где    [image: image119.png]o =~vRITy/{(v—1).




Правая часть этого равенства является средним арифметическим неизвестных чисел     [image: image120.png]
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Геометрическое среднее этих чисел равно
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2. В соответствии с (4.1) работа, затрачиваемая на сжатие в  [image: image124.png]e



  ступени, равна
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а работа, затрачиваемая на весь процесс сжатия,
[image: image126.png]



3. Используя неравенство между геометрическим и арифметическим средними, получаем
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4. Отсюда следует, что наименьшее значение работы при заданной степени[image: image128.png]


сжатия 1 кг воздуха в m-ступенчатой компрессорной установке равно
[image: image129.png]A= (o ) (2 )





и может быть достигнуто лишь при равенстве всех слагаемых в правой части (2.2), т.е. при  [image: image130.png]«@; = const, ¢ = 1, .



  Это возможно только при выборе одинаковой для всех ступеней степени сжатия, равной   [image: image131.png]Lim
- P )
;47;(1'7”7(71 ) .
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  Таким образом, затрачи​ваемая работа минимальна, если значения давлений на выходе из ступеней образуют геометрическую прогрессию со знамена​телем[image: image132.png]P = xpy.




и т.д. 
Индивидуальные задания 
1. Вертикально стоящий на горизонтальной плоскости бак цилиндрической формы полностью заполнен идеальной жидкостью Ньютона. В боковой поверхности бака сделано отверстие небольшого диаметра, через которое вытекает жидкость. На какой высоте от горизонта следует сделать отверстие, чтобы струя жидкости пересекла плоскость горизонта на наибольшем расстоянии от оси симметрии бака? Как зависит это расстояние от ускорения свободного падения?

2. Осесимметричное заостренное тело движется в газовой среде с постоянной скоростью. Построить уравнение образующей головной части тела таким, чтобы сила сопротивления газа была минимальной (использовать двучленный полиномиальный закон сопротивления).

3. Тело массой  M  движется в прямолинейном стволе длиной  L  под действием силы давления адиабатически расширяющегося газа и постоянной силы трения. Какой должна быть длина ствола, чтобы обеспечить максимальную скорость тела?

4. Тонкостенная оболочка в форме эллипсоида вращения нагружена внутренним стационарным давлением газа. Определить минимальную толщину ее стенки, если заданы величина давления, геометрические параметры и материал оболочки.

5. Цилиндрическая круговая оболочка из упругого материала заданных свойств, вращается вокруг оси, параллельной ее оси симметрии. Определить предельную угловую скорость, при которой материал оболочки еще не выйдет из упругого состояния. Никаких ограничений на толщину оболочки не накладывается.
Вопросы для самоконтроля

1. Какие размерные параметры определяют сопротивле​ние твердого тела в потоке совершенного сжимаемого идеального (невязкого) газа и каковы их размерности? Сколько независимых безразмерных комбинаций и какие именно можно составить из этих параметров?

2. Что понимают под вариационной формулировкой прикладной задачи? Какими свойствами обладает функционал, альтернативный по отношению к данному? 

3. Какие задачи относят к классу задач конечномерной оптимизации? Что понимают под критерием и параметрами оптимизации, целевой функцией и ограничениями? В чем различие задач линейного и нелинейного програм​мирования? Приведите примеры задач оптимального проектирования и планирования. 
4. Что называют уравнениями с частными производными эллиптического, параболического и гиперболического типов? Напишите уравнения Лапласа, Пуассона и Максвелла. Какова последовательность применения метода Фурье (метода разделения переменных) к решению уравнения теплопроводности? 
5. Перечислите методы численного решения задач многомерной безусловной минимизации в зависимости от наибольшего порядка производных целевой функции, вычисление которых предусмотрено в этих методах.
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