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Аннотация

Методические указания к практическим занятиям по курсу «Спецглавы математики и механики сплошной среды» предназначены для приобретения и закрепления навыков проведения расчетов, связанных с освоением математического аппарата прочностного проектирования конструкций, работающих в условиях динамического и ударного нагружений, студентами, обучающимися на направлении подготовки 151100 «Технологические машины и оборудование» по программе магистерской подготовки «Проектирование технических и технологических комплексов специального назначения».
Методические указания содержат рекомендации для решения прикладных задач на восьми практических занятиях по следующим темам:
· Построение конституционных уравнений и определение входящих в них физических констант для реальных конструкционных материалов.
· Тензор напряжений. Правила индексации компонент. Правила знаков. Инварианты. Главные напряжения.
· Уравнение Эйлера-Лагранжа в вариационном исчислении.
· Переменные Эйлера и переменные Лагранжа в задачах механики сплошных сред. 

· Волновые явления в упругих материалах при их ударном нагружении.

· Задача продольного соударения упругих стержней.

· Волны напряжений в упруго-вязкопластических материалах.

· Продольная устойчивость упругих и неупругих стержневых конструкций при ударном нагружении.

Каждое занятие содержит комплект индивидуальных заданий. Для закрепления полученных навыков студентам предлагается выполнить индивидуальное задание, которое позволяет преподавателю дифференцированно оценить уровень подготовки каждого студента.

Практическое занятие №1

Построение конституционных уравнений и определение входящих в них физических констант для реальных конструкционных материалов.

Цель занятия: Научить студента аппроксимировать экспериментальные диаграммы нагружения, полученные при различных фиксированных уровнях скорости деформации, конституционными уравнениями, содержащими скорость деформации как параметр.

Задание:
1. Изучить методические указания и выполнить предлагаемые упражнения.

2. Ответить на вопросы для самоконтроля.

Методические указания

1. Определяются константы А и В. Для этого составляется функция суммы квадратов отклонений для диаграммы статического нагружения вида:
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Вычисляются её первые частные производные по А и В и приравниваются нулю:
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Полученная система линейных алгебраических уравнений решается относительно А и В с заданной точностью:
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2. Определяется константа (s материала как корень уравнения: 
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, где Е0 – модуль упругости материала, справочная характеристика.

3. Определяются константы К1 и К2, входящие в уравнение Малверна-Соколовского:
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В результате после преобразований получаем систему двух линейных алгебраических уравнений с двумя неизвестными К1 и К2 вида:
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Решение её, как и в предыдущем случае, не вызывает затруднений.

3. В одной системе координат строятся расчетные и экспериментальные кривые динамического и статического нагружения.

Индивидуальные задания
Произвести обработку экспериментальных кривых динамического нагружения конструкционных материалов определяющими уравнениями Малверна-Соколовского.

Вариант 1. Материал: свинец.
Напряжения, мПа

	
	0,02
	0,04
	0,06
	0,08

	10
	7,1
	7,6
	8,1
	8,2

	102
	7,9
	8,4
	9,1
	9,4

	103
	9,3
	10,2
	10,8
	11,2

	104
	10,3
	11,3
	12,3
	12,8


Вариант 2. Материал: Сталь 3.
Напряжения, мПа

	
	0,002
	0,02
	0,04
	0,06

	10
	200
	310
	340
	380

	102
	430
	580
	630
	630

	103
	445
	620
	640
	670

	104
	710
	800
	820
	840


Вариант 1. Материал: Сталь 60С2А.
Напряжения, мПа

	
	0,005
	0,02
	0,04
	0,06

	10
	1370
	1870
	1980
	2100

	102
	2000
	2340
	2520
	2620

	103
	2300
	2580
	2790
	2850

	104
	2700
	2760
	2900
	2990


Вариант 1. Материал: Алюминий.
Напряжения, мПа

	
	0,02
	0,04
	0,06
	0,08

	10
	69
	77
	79
	83

	102
	79
	87
	92
	94

	103
	93
	100
	106
	111

	104
	104
	113
	121
	129


Вопросы для самоконтроля
1. Почему при обработке результатов эксперимента отклонения расчетных значений аппроксимирующих функций от соответствующих им экспериментальных значений возводят в квадрат, а не используют их модули?
2. Как связаны между собой количество констант, входящих в аппроксимирующие функции, и количество точек на экспериментальных диаграммах нагружения?

3. Каким преимуществом обладает полиномиальная форма представления аппроксимирующей функции по отношению к другим ее видам?

4. Сформулируйте критерий, по которому можно сравнивать между собой аппроксимирующие функции различных типов?

Практическое занятие №2
Тензор напряжений. Правила индексации компонент. 
Правила знаков.

Цель занятия: Научить студента правильно записывать тензоры напряжений в декартовой, цилиндрической и сферической системах координат, а также вычислять инварианты тензоров и раскладывать тензоры на шаровой и тензор-девиатор.
Задание:
Заданы компоненты тензора напряжений в опасной точке опасного сечения детали в декартовой, цилиндрической или в сферической системе координат. Определить линейный, квадратичный и кубический инвариантны тензора, составить характеристическое уравнение и  определить соответствующие ему главные напряжения.
Методические указания
1. Вектор – обобщение понятия скаляра. Тензор – обобщение понятия вектора. Определение тензора как упорядоченной таблицы скаляров или скалярных функций.

Понятие ранга тензора – это показатель степени, в которую нужно возвести число 3, чтобы получить число, равное числу элементов тензора.

Таким образом, формально скаляр – тензор нулевого ранга, вектор – тензор первого ранга.

2. Тензор напряжений – симметричный тензор второго ранга. Симметрия вытекает из закона парности касательных напряжений. Компоненты тензора второго ранга применительно к тензору напряжений однозначно определены, если каждая из них имеет два индекса.

Первый индекс характеризует положение в пространстве площадки, на которой действует данная компонента напряжения.

В цилиндрической системе координат первый индекс может принимать значения R, (, Z; в сферической системе координат – R, (, (; в декартовой системе координат – X, Y, Z.

Второй индекс указывает, какой из координатных осей параллельна данная компонента напряжения. Второй индекс может также принимать любое из перечисленных выше значений. Из сказанного следует, что если компонента напряжения – касательная, то её индексы всегда различны, а если компонента – нормальное напряжение, то она всегда имеет одинаковые индексы. В последнем случае индекс пишется один раз.

Таким образом, тензор напряжений
в цилиндрической системе координат Z, R, (:
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в сферической системе R, (, (:
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в декартовой системе X, Y, Z:


[image: image13.wmf]÷
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причем во всех случаях элементы, расположенные симметрично относительно главной диагонали, равны между собой
:
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3. Нормальное напряжение положительно, если оно является растягивающим, и отрицательно, если оно сжимающее.

4. Со знаком касательного напряжения хитрее: оно положительно, если или и вектор внешней нормали к площадке, на которой действует касательное напряжение, совпадает с направлением соответствующей ему координатной оси, и направление вектора касательного напряжения совпадает с направлением координатной оси, которой параллелен вектор, или наоборот – ни то, ни другое не совпадает. В противных случаях касательное напряжение отрицательно.

Заметим, что знак касательного напряжения и знак нормального напряжения не зависят друг от друга, причем знак нормального напряжения инвариантен к системе координат, в которой решается задача, а знак касательного напряжения. Большинство классических условий прочности наиболее просто записывается в главных напряжениях. Если при решении прямых задач проектирования это обстоятельство не особенно важно, то при решении обратных задач важность возрастает, а при попытке сформулировать и решить задачу оптимального проектирования не методом перебора прямых задач часто это удается сделать только в главных напряжениях. 

5. Итак, исходным является состояние, когда в некоторой материальной точке элемента конструкции в некоторой (не обязательно декартовой) системе координат, определенным образом ориентированной в пространстве, известны компоненты тензора напряжений на координатных площадках. Откуда они известны – это отдаленный вопрос. Пусть эта система координат – сферическая. Тогда в общем виде тензор напряжений имеет вид:

Т=
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[image: image16.wmf]
или с учетом закона парности касательных напряжений и правила обозначения касательных и нормальных компонент:

Т=
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где (R, ((, ((, (R(, (R(, ((( -известные числа.

6. При переходе от одной системы координат к другой (например, путем их вращения) все компоненты тензора напряжений изменяются, но не произвольно, а по определенным закономерностям. При этом имеется такая система координат, в которой касательные напряжения полностью отсутствуют, а нормальные напряжения – экстремальны. Координатные площадки такой системы называют главными площадками, а напряжения на них – главными нормальными напряжениями.

7. Чтобы определить численные значения последних, составляются характеристическое уравнение вида:

(3-I1*(2+I2*(-I3=0,

где ( - искомые главные напряжения,

I1,2,3 – инварианты тензора напряжений:

I1 – первый инвариант:

I1=(R+((+((,

I2 – второй инвариант:

I2=
[image: image18.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

q

q

q

s

t

t

s

R

R

R

+
[image: image19.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

j

j

j

s

t

t

s

R

R

R

+
[image: image20.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

j

qj

qj

q

s

t

t

s

,
[image: image21.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]
I3 – третий инвариант:

I3=
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Примечание: каждая компонента тензора напряжений подставляется в инварианты со своим знаком!

8. Характеристическое уравнение решается тем или иным численным методом. Находятся действительные корни: (1, (2, (3 – искомые главные напряжения. Последовательность их расположения на числовой оси следующая: (3, (2, (1 (слева направо).

В качестве иллюстрации решается несколько типовых задач:

В качестве примеров сказанному рассмотреть решение таких типовых задач.

Вопросы и задачи для самоконтроля

1. В цилиндрической системе координат Z, R, ( задан тензор напряжений:
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Изобразить его компоненты на рисунке с учетом правил индексации и знаков.

2.  Балка заданной геометрии закреплена заданным образом (например, на двух опорах, заделка и др.). Внешняя нагрузка в форме поперечных сосредоточенных и распределенных сил и крутящих моментов задана.

Определить компоненты тензора напряжений в фиксированной точке фиксированного поперечного сечения балки в той или иной системе координат.

3. Тело заданной геометрии движется ускоренно поступательно-вращательно под действием тянущей или толкающей внешней нагрузки. Определить компоненты тензора напряжений в заданной точке тела.

4. Что такое неоднородное напряженное состояние материала?

1. Дан тензор напряжений:
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Чему равен первый инвариант?
5. Дан тензор напряжений:
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Чему равен второй инвариант?
6. Дан тензор напряжений:
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Чему равен третий инвариант?

7. Дан тензор напряжений:
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Является ли соответствующее ему напряженное состояние плоским?
8. Можно ли единичный тензор назвать шаровым?
9. Можно ли шаровой тензор назвать единичным?
10. Напряженное состояние в точке в некоторой системе координат имеет вид шарового тензора. Существуют ли такие площадки в этой точке, чтобы на них реализовался чистый сдвиг?

11. Дан тензор напряжений:
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Чему равен его третий инвариант?
12. Дан тензор напряжений. Сколько в нем ошибок?
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13. Дан тензор напряжений:
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Какой вид напряженного состояния он описывает?

14. Чему равен первый инвариант тензора - девиатора напряжений?
15. Что характеризует шаровой тензор напряжений?
16. Что характеризует тензор-девиатор напряжений?

17. Может ли существовать тензор напряжений, у которого все три инварианта равны друг другу (по величине)?
18. Даны три тензора напряжений:
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У двух из них первые инварианты одинаковы. У каких?
Вопросы для самоконтроля
1. Что такое ранг тензора?

2. Каким свойством обладает тензор второго ранга, если он является тензором напряжений?

3. На каких законах механики базируется свойство симметрии тензора напряжений относительно его главной диагонали?

4. Классифицируйте вид напряженного состояния в материальной точке,  для которого третий инвариант тензора напряжений равен нулю.

5. Приведите примеры физических процессов и состояний, которые описываются тензорами первого, второго и третьего рангов.

Практическое занятие №3
Уравнение Эйлера-Лагранжа в вариационном исчислении.
Цель занятия: Познакомиться с понятием функционала, научиться составлять дифференциальное уравнение Эйлера-Лагранжа и записывать для него краевую задачу с жестко закрепленными концами применительно к задачам проектирования.
Задание: Используя аппарат вариационного исчисления, получить выражение для функционала и соответствующее ему дифференциальное уравнение Эйлера-Лагранжа для задачи о линии наибыстрейшего спуска.
Методические указания
1. Вариационное исчисление существенно расширяет возможности инженера при проведении исследований в случаях решения оптимизационных задач. Объект изучения вариационного исчисления – функционал, являющийся обобщением понятия, функции. Наиболее распространенный в инженерной практике вид функционала записывается так:
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где J – некоторая скалярная величина, называемая функционалом;

F – заданная по условиям задачи функция;

y(z) – неизвестная (искомая) функция;

a, b – заданные числа;

z – независимая переменная.

2. Задача формулируется так: среди множества функций   y=y(z)   найти такую, которая обращает функционал   J   в максимум или в минимум (последнее зависит от условий задачи). При этом значения искомой функции   y=y(z)   на концах интервала   [a; b]   жестко заданы:

y(a)=ya;  y(b)=yb.

В нашем случае задача формулируется так: пусть материальная точка массой   m   под действием только силы тяжести скатывается без трения из точки   A   в точку   B   по плоской линии   y=y(z) .Определить уравнение линии таким, чтобы скатывание точки произошло за минимальное время.

Функция   y=y(z)   обладает такими свойствами:

y(a)=ya;  y(b)=yb.

Скорость движения точки в произвольный момент времени можно определить из закона сохранения энергии:
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откуда   
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Горизонтальная составляющая скорости равна:
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Время движения точки 
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Необходимо минимизировать полученный функционал.
3. Следует привести несколько конкретных примеров формулировки вариационных задач из инженерной практики: задачу о брахистохроне, задачу Дидоны и др.

4. Формально искомая функция y = y (z) является краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения, называемого в литературе уравнением Эйлера-Лагранжа:
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Y (a) = ya,  y (b) = yb.

В нашем случае уравнение Эйлера-Лагранжа записывается так:

F  -  F(y(  y(  =  C1 ,
где 
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Решение краевой задачи с жестко закрепленными концами для последнего уравнения в параметрической форме имеет вид:
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Задача решена.
5. Обстоятельством, существенно облегчающим вычисление частных производных F(Y, F((ZY(, F((YY(, F((Y(Y( в уравнении Эйлера-Лагранжа, является то, что z, y, y( можно и нужно рассматривать как независимые переменные.

6. Таким образом, если задача оптимизации свелась к вариационной задаче, то следует:

1.  Записать функционал,

2.  Составить для него уравнение Эйлера-Лагранжа, 

3. Решить краевую задачу аналитически или числено.


Вопросы и задачи для самоконтроля

1. Доказать, что кратчайшее расстояние между двумя точками – отрезок прямой.

2. Решить предыдущую задачу в декартовой и в полярной системах координат.

3. Решить задачу о брахистохроне.

4. Решить задачу об отыскании оптимальной формы образующей головной части индентора.

Вопросы для самоконтроля
1. Выведите уравнение Эйлера-Лагранжа для функционала


[image: image41.wmf]dx

y

y

y

x

F

I

b

a

)

,

,

,

(

¢

¢

¢

=

ò


при граничных условиях:
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2. Запишите уравнение Эйлера-Лагранжа в развернутом виде.

3. Найдите тело вращения наибольшего объема, имеющее заданную площадь боковой поверхности.

4. Найдите уравнение однородной тяжелой нити, подвешенной за концы.

5. Функционал обобщает понятие функции. Как называется математический объект, обобщающий понятие функционала?

6. Как изменится  структура дифференциального уравнения Эйлера-Лагранжа  в вариационном исчислении, если граничные условия с жестко закрепленными концами заменить, например, смешанными граничными условиями?

7. Что такое вспомогательная задача Коши в структуре решения уравнения Эйлера-Лагранжа в вариационном исчислении?
Практическое занятие №4

Переменные Эйлера и переменные Лагранжа в задачах механики сплошных сред.
Цель занятия: Научить студентов  при решении  прикладных технических выбирать предпочтительный (эйлеров или лагранжев) способ описания состояний, а также совершать переходы от лаграгжева способа описания состояний к эйлерову способу описания состояний и наоборот.
Задание: 
Лагранжево описание движения материальной точки задано в виде: 
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Получить уравнения, описывающие движение в форме Эйлера.

Методические указания

1. При моделировании нестационарных и неоднородных процессов перед решением любой задачи выбирается наиболее удобная система координат, в которой результаты решения могут быть представлены в наиболее компактном виде. В задачах, связанных со спецификой стрелково-пушечного вооружения, наиболее употребительными являются декартовы, цилиндрические и сферические координаты.

2. Лангранжево описание движения точки в пространстве координат  x1,  x2 , x3   имеет вид
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где  xi   –   заданные условиями задачи функции времени.
В нашем случае соответствующие уравнения имеют вид:
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При этом движущаяся материальная точка в разные моменты времени отождествляется с разными точками пространства.

3. Закон движения континиума в лагранжевом описании имеет вид
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где   a, b, c   –   начальные координаты точек континиума.

Если в (2) a, b, c – фиксированные величины, а  t – переменная величина, то в этом случае (2) дает закон движения фиксированной точки континиума.
Если в (2) a, b, c – переменные величины, а  t – фиксированная величина, то (2) дает закон распределения точек континиума  в пространстве в данный момент в времени.
Если в (2) a, b, c, t  – переменные величины, то (2) определяет закон движения всего континиума во времени.

Координаты   a, b и c , индивидуализирующие точки континиума, и время   t  называются переменными Лагранжа.
4. Если по условиям задачи нас интересует не история движения индивидуальных точек континиума, как это было в случае лагранжева описания, а то, что  происходит в разные моменты времени в фиксированной точке пространства, через которую проходят различные материальные точки, то это – эйлеров способ описания движения континиума.

В этом случае геометрические координаты точки пространства x1, x2, x3   и время   t   носят название переменных Эйлера.

Движение с точки зрения Эйлера известно, если все его характеристики заданы как функции  x1, x2, x3   и   t .
В этом случае формализация  вышесказанного имеет вид:
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Если в (3) фиксированными являются геометрические координаты   x1, x2, x3  ,  а   t  – величина переменная, то функция  (3) определяет изменение во времени некоторой физической величины   f   в данной геометрической точке пространства. При фиксированном   t   и переменных   x1, x2, x3   функция (3) дает распределение величин   f   в пространстве в данный момент времени. Если в правой части (3) переменны все аргументы функции   f  , то это – распределение характеристик   f  во всем пространстве континиума в различные моменты времени.
5. Чтобы перейти от переменных Лагранжа к переменным Эйлера, необходимо лагранжев закон движения 
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разрешить относительно   
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В нашем случае эти преобразования приводят к следующему результату:
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При фиксированных   x1, x2, x3   уравнения (5) определяют точки
[image: image52.wmf]i

x

 сплошной среды, которые в разные моменты времени приходят в данную точку пространства. Это позволяет найти, например, напряжения, скорости, деформации, температуры и.т.д. как функции переменных Эйлера.

Таким образом,  если состояние известно с точки зрения Лагранжа    и его надо определить с точки зрения Эйлера, то для этого достаточно разрешить закон движения (4) относительно   
[image: image53.wmf]i
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   и записать его в виде (5).
Вопросы и задачи для самоконтроля

1. Деформация задана в лагранжевой форме:
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где   e  -  константа.

Доказать, что якобиан   J   отличен от нуля и найти эйлеровы уравнения, описывающие эту деформацию.
2. Дано поле перемещений:
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где   A  -  константа.
Вычислить лагранжев тензор линейной деформации и эйлеров тензор линейной деформации. Сравнить их между собой в случае, когда константа  A  мала.
3. Лагранжево описание движения задано уравнениями:
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Получить эйлерову форму записи уравнений движения.
4. Анализируется продольный удар жесткой массы по полубесконечному стержню из линейно упругого материала. Записать уравнение движения материала стержня, используя лагранжев подход и лагранжевы координаты.
5. Какой подход – эйлеров или лагранжев – предпочтительней при описании напряженно-деформированного состояния линейно упругого материала толстостенной трубы в рамках известной задачи Ляме-Гадолина?

Практическое занятие №5

Волновые явления в упругих материалах при их ударном нагружении.
Цель занятия: Научить студентов  определять параметры напряженно-деформированного состояния в упругой конструкции для волнового характера ее нагружения применительно к конкретным начальным и граничным условиям.

Задание: 
На примере продольного удара жесткой массой  M  со скоростью   V0   по консольно защемленному  прямолинейному стержню из линейно упругого материала площадью поперечного сечения   S   записать волновое уравнение в лагранжевых координатах и определить параметры напряженно-деформированного состояния материала в заданной точке в заданный момент времени.
Методические указания

1. Рассмотрим задачу о стержне с заделанным концом, по свободному торцу которого наносится осевой сжимающий удар жёсткой массой.

Эту задачу рассматривали несколько авторов. Окончательное решение получил Д. Буссинеск в 1883 г.

Обозначим через М массу движущегося тела, отнесённую к единице площади поперечного сечения стержня, а через v0 - начальную скорость тела.

2. Если считать тело абсолютно твёрдым, то скорость частиц на конце стержня в момент соударения (t=0) будет равна v0, а начальное напряжение сжатия определится по формуле (14.е):


                 (*)
Вследствие сопротивления стержня скорость движущейся массы, а, следовательно, и давление на стержень будут постепенно уменьшаться - в результате по стержню будет распространяться волна сжатия с уменьшающимся сжимающим напряжением. Закон изменения сжимающего напряжения во времени можно найти из уравнения движения тела:



Последнее уравнение можно записать так:


                                                  (**)

откуда



                                   (5.1)
Это уравнение можно исследовать, пока t<

. При 

 волна сжатия с давлением (0 на фронте возвратится к концу стержня, который находится в контакте с ударником. Скорость тела не может измениться скачком, поэтому эта волна отразиться от поверхности контакта как от заделанного конца. Сжимающее напряжение на поверхности контакта с ударником увеличится скачком на величину 2(0. Такое внезапное повышение напряжения будет происходить в процессе удара в конце каждого интервала времени 

, и для каждого такого интервала будут получаться различные выражения для (. 

3. Обозначим через S1, S2, S3... полные сжимающие напряжения, возникающие на ударяемом конце от всех волн, движущихся от этого конца после прошествия интервалов времени 1. 

, 2. 

, 3. 

 и т. д. Волны, приходящие назад к ударяемому концу, - это волны, посланные в предыдущем интервале времени и отставшие на время 

 за счёт того, что они пробежали путь вдоль стержня туда и обратно.

Таким образом, сжатие, вызываемое этими волнами на ударяемом конце, получается путём подстановки 

 вместо t в выражение для напряжений сжатия от волн, посланных ударяющим концом в предыдущем интервале времени.

4. Тогда общее выражение для полного сжимающего напряжения в промежутке времени



находится по формуле



                                (5.2)

В соответствии с (*), скорость частиц на ударяемом конце стержня


                        (5.3)
5. Теперь зависимость между Sn(t) и Sn-1(t) можно получить, используя уравнение движения ударяющего тела (**).

Обозначая через ( отношение массы стержня к массе ударяющего тела, получаем




где 


Используя эту зависимость вместе с соотношениями (5.2) и (5.3), приводим уравнение (**) к виду:



Умножая это уравнение на 

 получаем:




или
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 EMBED Equation.2  

откуда:
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  (5.4)
где С - постоянная интегрирования.

Теперь:
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6. Постоянная интегрирования С легко находится из условия, что в момент t=T сжимающее напряжение на ударяемом конце стержня внезапно увеличивается на величину 2(0:



Теперь:



                               (5.5)
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              (5.6)
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    (5.7)
Таким образом, задача решена.
Индивидуальные задания
	№

варианта
	Материал

стержня
	M, кг
	S,м2
	V0, м/с
	z, м
	t, сек.

	1
	Алюминий
	0,1
	1×10-4
	5,5
	1×10-2
	1×10-3

	2
	Сталь 6
	0,2
	2×10-4
	6,5
	2×10-2
	2×10-3

	3
	Медь
	0,3
	1,5×10-4
	7,5
	3×10-2
	3×10-3

	4
	Латунь
	0,4
	2×10-4
	4,5
	4×10-2
	4×10-3

	5
	Сталь 45
	0,5
	1×10-4
	10,5
	5×10-2
	5×10-3

	6
	Сталь 60 2А
	0,1
	1,5×10-4
	5,5
	1×10-2
	1×10-3

	7
	Алюминий
	0,2
	2×10-4
	6,5
	2×10-2
	2×10-3

	8
	Медь
	0,3
	1×10-4
	7,5
	3×10-2
	3×10-3

	9
	Латунь
	0,4
	1,5×10-4
	4,5
	4×10-2
	4×10-3

	10
	Чугун
	0,5
	2×10-4
	10,5
	5×10-2
	5×10-3


Вопросы для самоконтроля

1.Чем отличается колебательный характер нагружения упругого материала от волнового нагружения?

2. Что такое стоячая волна напряжений? 

3. Как связаны модуль упругости, плотность и коэффициент Пуассона упругого материала со скоростью распространения в нем упругой волны?

4. Назовите основной признак, характеризующий фронт упругой волны напряжений в материале.

5. Всегда ли решение волнового уравнения для упругого материала в форме Даламбера является суперпозицией двух волн напряжений, распространяющихся в материале в противоположных направлениях?
6. Как изменяются параметры напряженно-деформированного и кинематического состояний материала в упругой волне при выходе ее на свободную поверхность?

Практическое занятие №6
Задача продольного соударения упругих стержней

Цель занятия: Научить студентов  определять параметры напряженно-деформированного состояния в материалах упругих стержней для различных схем их продольного соударения.
Задание: 
Два одинаковых стержня, изготовленные из линейно упругого материала, движутся соосно с различными скоростями. В некоторый момент времени происходит их упругое соударение. Оценить напряженно-деформированное состояние материалов стержней для двух схем: а) встречного удара; б) удара “вдогон”.
Методические указания

1. Если происходит продольное соударение двух одинаковых стержней из одного и того же материала, движущихся со скоростью v, то в силу симметрии в процессе удара плоскость контакта будет неподвижна (удар предполагается плоским, то есть контакт происходит одновременно по всей поверхности торцев стержней).

В момент удара вдоль обоих стержней со скоростью с начнут распространяться две одинаковые волны сжатия. Скорости частиц в волнах, наложенные на начальные скорости стержней, приведут зоны стержней, охваченные волновым движением, в состояния покоя. В момент, когда волны достигнут свободных концов стержней (

) , оба стержня будут подвергнуты равномерному сжатию и будут находиться в состоянии покоя.

2. Затем волны сжатия отразятся от свободных торцев в виде волн растяжения, которые начнут распространяться в обратном направлении. В этих волнах теперь скорости частиц, равные v, будут направлены от  контактного сечения, и когда волны достигнут плоскости контакта, стержни разлетятся со скоростью, равной их первоначальной скорости v.

Продолжительность соударения будет равна 



а сжимающее напряжение – 



3. Рассмотрим теперь чуть более общий случай, когда стержни движутся в одну сторону с разными скоростями, причём v1>v2. 

В момент удара в обоих стержнях начнут распространяться две одинаковые волны сжатия. Соответствующие скорости частиц относительно напряжённых частей движущихся стержней будут равны и в каждом стержне направлены от поверхности контакта. Чтобы абсолютные скорости частиц обоих стержней на поверхности контакта были одинаковы, величина этих скоростей должна быть



4. Через промежуток времени 

 волны сжатия достигнут свободных поверхностей стержней. Оба стержня в этот момент будут находиться в состоянии однородного сжатия и абсолютные значения скоростей всех частиц стержней будут равны:



Кстати, в этот момент тождественно выполняется закон сохранения количества движения:



5. Затем волны сжатия отразятся от свободных концов в виде волн растяжения и в момент



когда эти волны достигнут поверхности контакта двух стержней, скорости стержней станут равными:

- первого стержня:



 - второго стержня:



Таким образом, в процессе удара стержни обмениваются скоростями.
6. Если стержни имеют разные длины L1 и L2 (пусть, например, L1<L2), а v1>v2 , то условия соударения вначале будут такими же, как и в предыдущем случае. Однако, после промежутка времени 

, когда отражённая волна в более коротком стержне достигнет поверхности контакта, она начнёт распространяться вдоль более длинного стержня. Волна растяжения от стержня L1 уничтожит сжатие на поверхности контакта стержней, но контакт будет продолжаться, пока волна сжатия в более длинном стержне (заштрихованная часть на рисунке) не вернётся после отражения от его свободного торца к поверхности контакта в момент времени 


В случае двух стержней одинаковой длины каждый из них после отскока будет иметь во всех точках одну и ту же скорость и будет двигаться как абсолютно твёрдое тело. Их полная энергия будет энергией только поступательного движения. В случае стержней разной длины более короткий стержень после отскока будет также двигаться как абсолютно твёрдое тело, а вот более длинный стержень после отскока будет содержать в себе движущуюся в нём волну.

Индивидуальные задания
1. Решить задачу о продольном встречном соударении упругих стержней при следующих исходных данных:
	№

варианта
	Материалы

стержней
	L1,м
	L2,м
	V1,м/c
	V2,м/c

	1
	Алюминий 
	0,1
	0,1
	4,0
	4,0

	2
	Сталь 60
	0,2
	0,2
	7,0
	7,0

	3
	Медь
	0,1
	0,1
	3,0
	3,0

	4
	Бронза
	0,3
	0,3
	4,0
	4,0

	5
	Латунь
	0,1
	0,1
	6,0
	6,0


2. Решить задачу о продольном соударении “вдогон” упругих стержней при следующих исходных данных:

	№

варианта
	Материалы

стержней
	L1,м
	L2,м
	V1,м/c
	V2,м/c

	1
	Алюминий 
	0,1
	0,1
	25,0
	21,0

	2
	Сталь 60
	0,2
	0,2
	32,0
	25,0

	3
	Медь
	0,1
	0,1
	16,0
	13,0

	4
	Бронза
	0,3
	0,3
	17,0
	13,0

	5
	Латунь
	0,1
	0,1
	20,0
	14,0


Вопросы для самоконтроля

1. Каким образом используется принцип симметрии при решении задачи о встречном ударе двух одинаковых стержней  из упругих материалов?

2. Как влияет величина модуля упругости материала стержней на скорость распространения в нем звуковых волн? 

3. Как связана скорость материальной частицы стержня в упругой волне напряжений с величиной напряжения?

4. Назовите основной признак, характеризующий фронт упругой волны напряжений в материале.

5. Как изменяются параметры напряженно-деформированного и кинематического состояний материала в упругой волне при выходе ее на свободную поверхность?

Практическое занятие №7
Волны напряжений в упруго-вязкопластических материалах
Цель занятия: Научить студентов  определять параметры напряженно-деформированного состояния в стержнях из упруго-вязкопластических материалов для ударного характера приложения внешней нагрузки.
Задание: 
На примере продольного удара жесткой массой  M  со скоростью   V0   по консольно защемленному прямолинейному стержню из упруго-вязкопластического материала площадью поперечного сечения   S   записать волновое уравнение в лагранжевых координатах и определить параметры напряженно-деформированного состояния материала в заданной точке в заданный момент времени.

Методические указания

1. Продольные волны нормальных напряжений в стержнях конечной длины генерируются на торце стержня, нагружаемым динамической импульсной нагрузкой, например, при ударе по нему жесткой массой или при соударении двух упруго-вязкопластических стержней. Решение строится в рамках гипотезы плоских сечений, что сводит процесс деформирования к распространению в стержне одномерных продольных волн, и напряженно-деформированное состояние полностью описывается компонентами тензора напряжений 

 (в дальнейшем 

) и деформаций 

 ( в дальнейшем 

), являющимися функциями только координаты z и времени t. Система уравнений, описывающая задачу, включает уравнение движения, условие неразрывности и определяющее соотношение:


,       (7.1)
где  

- плотность материала стержня;

V(z,t) - скорость частиц стержня в сечении z в момент времени t;

 

 - функция, аппроксимирующая свойства материала стержня.

В начальный момент времени материал стержня ненапряжен, недеформирован и неподвижен: 

= 0.

Граничные условия описывают удар по торцу стержня жесткой массой М со скоростью V0:


;                    V(0,0)=V0,
где S - площадь поперечного сечения стержня.

2. Уравнения (7.1), начальные и граничные условия образуют полную и замкнутую систему уравнений относительно напряжений, деформаций и скорости частиц, однозначно и полностью описывающую напряженно-деформированное состояние материала стержня и распространение в нем падающих плоских продольных волн напряжений для любой точки стержня до момента времени, соответствующего приходу в нее отраженной от свободного торца стержня волны растяжения.
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Рис. 7.1. Фазовая плоскость zot.
На рисунке 7.1 изображена фазовая плоскость zot, зона I которой соответствует зоне распространения падающей волны напряжений сжатия. Прямая АВ является характеристическим направлением, вдоль которого распространяется фронт отраженной волны растяжения (причем он распространяется в предварительно неоднородно напряженном и деформированном материале) и одновременно принадлежит зоне II, напряженно-деформированное состояние в которой определяется интерференцией волн растяжения и сжатия. Напряжение на фронте отраженной волны разгружает сжатый материал по мере распространения фронта отраженной волны к нагружаемому торцу стержня, и в случае, если амплитуда растягивающих напряжений больше, чем напряжение сжатия в падающей волне, происходит нагружение материала напряжением обратного знака. Таким образом, особенностью зоны II являются в общем случае ненулевые начальные условия. Для получения решения в зоне II использовалась система (7.1) с начальными условиями, заданными вдоль прямой АВ, характеристики напряженно-деформированного состояния  стержня вдоль которой определялись из решения в зоне I. При этом суммарное состояние на переднем фронте отраженной волны записывались так:


,        (7.2)
где 

 - суммарное значение искомых величин на фронте отраженной волны в результате ее взаимодействия с падающей волной;

      

 - амплитудное значение искомой величины, привносимое в  рассматриваемую точку передним фронтом отраженной волны;

      

 - соответствующий параметр состояния в рассматриваемой точке стержня до прихода в нее фронта отраженной волны;

        L - длина стержня; 

        a = 

 - скорость звука в материале стержня.

В качестве граничного условия для зоны II принималось равенство напряжения на свободном торце стержня z = L нулю. Аналогичные рассуждения проводились и для последующих зон фазовой плоскости, причем решение в зоне IV эквивалентно решению в зоне II, а в зоне V совпадает с решением в зоне III и т.д.

3. Система (7.1) представляет собой систему квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка гиперболического типа и, поэтому, ее целесообразно решать методом характеристик. Дополним ее тождественными соотношениями для полных дифференциалов искомых функций:



,                             (7.3)
В результате получили систему шести линейных алгебраических уравнений (7.1) и (7.3) с неизвестными функциями: 

, 

, 

, 

, 

, 

. Потребуем, чтобы она имела бесконечное множество решений. Для этого необходимо, чтобы ее главный определитель равнялся нулю. Из этого условия получили три семейства уравнений характеристик: dz=0, dz= 

adt. Чтобы решение вдоль характеристик было конечным необходимо рассмотреть равенство нулю других определителей системы. Для этого заменим последний столбец главного определителя соответствующими правыми частями уравнений (26.1), (26.3) и рассмотрим его равенство нулю. Последовательно подставляя в полученное равенство уравнения характеристик, построим дифференциальные соотношения между искомыми функциями 

(z,t), 

(z,t) и V(z,t):
 - вдоль характеристик dz=0:
d

(z,t) - Ed

(z,t) + E

(

,

)dt = 0


 (7.4)
 - вдоль характеристик dz=a dt:
d

(z,t) - a

dV(z,t) + E

(

,

)dt = 0,


 (7.5)
 - вдоль характеристик dz=-a dt:
d

(z,t) + a

dV(z,t) + E

(

,

)dt = 0,


(7.6)
Таким образом, интегрирование квазилинейной системы дифференциальных уравнений гиперболического типа (7.1) при заданных начальных и граничных условиях сводится к интегрированию соотношений (7.4)-(7.6) вдоль соответствующих характеристических направлений.

Примеры численных решений задачи.

4. Решение целесообразно проводить числено в рамках программного комплекса “Plarit” с использованием модифицированного метода Массо, в основе которого лежит комбинация замены дифференциальных уравнений, связывающих искомые функции вдоль характеристических направлений, соответствующими конечно-разностными уравнениями и организации цикла итераций на каждом шаге численного интегрирования. 

Результаты расчетов представлены на рисунках 7.2-7.3. Рисунок 7.2 иллюстрирует распределение скорости частиц в материале стержня - алюминии при V0 = 1000 м/с, М = 1,5 * 10-2 кг, L = 1,5 * 10-2 м в различные фиксированные моменты времени: кривая 1 - при t=3*10-6 c, кривая 2 - при t = 6 * 10-6 с, кривая 3 - при t = 9 * 10-6  c, кривая 4 - при t = 12 * 10-6  c. Выбранный интервал времен соответствует времени прохождения фронтом волны всей длины стержня. Видно, что после прохождения падающей волны сжатия скорость частиц распределена по длине стержня крайне неравномерно и быстро убывает по мере удаления от нагружаемой поверхности. Последующие отражения волн от обоих поверхностей стержня приводят к перераспределению скорости по длине, причем существует устойчивая тенденция к выравниванию значений скорости. 



Рис. 7.2. Распределение скорости частиц материала стержня в фиксированные моменты времени.
На рисунке 7.3 изображены моментные снимки профилей волн напряжений при тех же условиях соударения. Видно, что выводы, сделанные для распределения скорости по длине стержня, справедливы и для распределения напряжения. Однако, в отличие от скорости, падение напряжения на поверхности z=0 весьма существенно. 



Рис. 7.3. Моментные снимки профилей волн напряжений.

Индивидуальные задания
	№

варианта
	Материал

стержня
	M, кг
	S,м2
	V0, м/с
	z, м
	t, сек.

	1
	Алюминий
	0,1
	1×10-4
	50,5
	1×10-2
	1×10-3

	2
	Сталь 6
	0,2
	2×10-4
	60,5
	2×10-2
	2×10-3

	3
	Медь
	0,3
	1,5×10-4
	70,5
	3×10-2
	3×10-3

	4
	Латунь
	0,4
	2×10-4
	40,5
	4×10-2
	4×10-3

	5
	Сталь 45
	0,5
	1×10-4
	100,5
	5×10-2
	5×10-3

	6
	Сталь 60 2А
	0,1
	1,5×10-4
	50,5
	1×10-2
	1×10-3

	7
	Алюминий
	0,2
	2×10-4
	60,5
	2×10-2
	2×10-3

	8
	Медь
	0,3
	1×10-4
	70,5
	3×10-2
	3×10-3

	9
	Латунь
	0,4
	1,5×10-4
	40,5
	4×10-2
	4×10-3

	10
	Чугун
	0,5
	2×10-4
	100,5
	5×10-2
	5×10-3


Вопросы для самоконтроля
1.В чем принципиальное отличие моделирования вязкопластических свойств материалов в форме Кармана-Рахматулина и в форме Малверна-Соколовского?

2. С какой скоростью распространяются догрузочные волны напряжений в вязкопластических материалах Кармана-Рахматулина ? 

3. Какими свойствами обладает решение волновой системы уравнений для упруго-вязкопластических материалов вдоль характеристических направлений в фазовой плоскости независимых переменных?

4. Какие законы механики и в какой форме используются для установления соотношений между скачками параметров напряженно-деформированного и кинематического состояний материала на фронте упруго-вязкопластической волны?
5. Какую обнаруживаемую экспериментально особенность напряженно деформированного состояния упруго-вязкопластических материалов не может объяснить подход к решению волновых задач Кармана-Рахматулина для случая продольного удара жесткой массой по полубесконечному стержню, а объясняет подход Малверна-Соколовского?

Практическое занятие №8
Продольная устойчивость упругих и неупругих стержневых конструкций при ударном нагружении.
Цель занятия: Научить студентов проводить прогнозирование условий, при которых возможна потеря продольной устойчивости стержня из упруго-вязкопластического материала при его продольном сжимающем ударном нагружении.
Задание: 
Консольно защемленный стержень упруго-вязкопластического материала нагружен на свободном торце ударным импульсом сжимающих напряжений вида



(Z,t

)=

,                           (*)
где 

- контактное напряжение на переднем торце ударника в момент времени t=0,

или 



(Z,t)=

(t)-



 EMBED Equation.2  
(t)Z,  t

[0, t

]                           (**)
где 

(t) и 

(t) - функции, имеющие в случае упругой волны аналитичеcкое представление, а в случае упруго-вязкопластической волны - определяемые обработкой результатов численного решения волновой задачи методом наименьших квадратов.

Определить параметры импульсов напряжений на свободном торце стержня такими, чтобы произошла потеря устойчивости в упругой или в неупругой форме.

Методические указания
1. Рассмотрим стержень радиуса R из упруго-вязкопластического материала, ударяющийся в преграду конечной толщины. Введем прямоугольную систему координат ZOY, начало которой совпадает с ударяемым торцем стержня. В момент времени t = 0 от поверхности Z = 0 в стержне начинает распространяться продольная волна сжатия, нагружающая материал в каждом его сечении соответствующим напряжением сжатия 

(Z,t). Предположим, что по действием этого напряжения возмущенная часть стержня теряет устойчивость в некоторый момент времени t = t

. При этом продольные силы совершают некоторую работу А(t

) по перемещению элементов вдоль оси Z при переходе стержня из прямолинейного состояния равновесия в искривленное. С другой стороны, для изгиба оси возмущенной в момент времени t = t

 части стержня необходимо преодолеть энергию изгиба U(t

). Таким образом, потеря устойчивости стержнем возможна при условии, что работа А(t

) не меньше необходимой для изгиба энергии U(t

), а из их равенства можно получить время t

, соответствующее потере устойчивости стержнем при взаимодействии с преградой.

2. Виртуальную форму оси ударника, потерявшего устойчивость, представим в стандартной форме:


                                    (8.1)
где с0 - неопределенная константа, характеризующая амплитуду прогиба;  Z

 - путь фронта волны сжатия: Z

= at

.

При переходе оси ударника из прямолинейной в криволинейную форму равновесия элемент ударника с координатой z перемещается в продольном направлении и величина перемещения определяется так:
d

(Z,t

)=

,             (8.2)
d

(Z,t

)=

.                              (8.3)
Элементарная работа осевых сил, совершаемая при потере устойчивости нагруженной частью ударника, определяется уравнением:
dA(Z,t

)=S

(Z,t

)d

(Z,t

),                                 (8.4)
где S - площадь поперечного сечения ударника;

(Z,t

)- функция, описывающая распределение напряжения сжатия в волне в момент времени t = t

. 

С учетом (8.2) уравнение (8.4) примет вид:
dA(Z,t

)= 

S

(Z,t

)


и после интегрирования по возмущенной части ударника:

A(t

)= 

S

(Z,t

) 

,                (8.5)
Первоначально предлагается аппроксимировать 

=

(Z,t

) функцией вида:


(Z,t)=

(t)-
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(t)Z,  t

[0, t

]                                 (8.6)
где 

(t) и 

(t) - функции, имеющие в случае упругой волны аналитичеcкое представление, а в случае упруго-вязкопластической волны - определяемые обработкой результатов численного решения волновой задачи методом наименьших квадратов.

3. Теперь полная работа осевых сил в момент времени t=t

 определяется интегрированием (8.5) по возмущенной части ударника. С учетом (8.6) получаем:
A(t

)=

S

,                              (8.7)
Рассматривая аппроксимацию 

=

(Z,t

) экспоненциальной зависимостью:


(Z,t

)=

(t)

,                                    (8.8)
получаем следующее выражение для работы A(t

):
A(t

)=

S

( t

)

(8.9)
Легко видеть, что 

(t)=0 и 

(t)=

=соnst выражения для работы (8.7) и (8.9) совпадают и принимают вид:
A(t

)=

S

,                                            (8.10)
Уравнением (8.10) целесообразно пользоваться для приблизительной оценки возможности потери устойчивости и качественного описания экспериментально наблюдаемого явления. При этом


=

пр=

,
где 

1, а1 - плотность и скорость звука в материале преграды; k - коэффициент, определяется из решения волновой задачи при помощи уравнения:




 EMBED Equation.2  
(Z,t

)dZ =


Если величина A(t

) не меньше необходимой для изгиба ударника энергии U(t

), может произойти потеря продольной устойчивости возмущенной частью ударника, и тогда из уравнения A(t

) = U(t

) определится время t

.

Элементарная энергия деформации изгиба определяется так:
dU =

,                                       (8.11)
где u - удельная энергия деформации в материальной точке ударника:


,

)d

,
где 
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,

) - напряжение в точке материала ударника, вызванное изгибом; 

- деформация, вызванная изгибом ударника.

Материал ударника моделировался упруго-вязкопластическим конституционным уравнением вида:


,

)=A + B

 + C

 + D



 EMBED Equation.2  
,                            (8.12)
где A, B, C, D - физические константы материала , получаемые обработкой динамических кривых нагружения методом наименьших квадратов.

Считая, что прогибы оси ударника малы, то есть полагая верным приближенное соотношение: 

=y

, или, с учетом (8.1):


=




=
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определяем удельную энергию деформации изгиба:
u = A

+

,                     (8.13)
Теперь полную энергию изгиба возмущенной части ударника можно определить интегрированием (30.11) с учетом (8.13):



откуда




и окончательно:
U(t

)

,                 (8.14)

где R - радиус миделева сечения ударника.

Приравнивая правые части (8.7) и (8.14), получаем неявное уравнение для определения t

:


,        (8.15)
4. Упругая форма потери устойчивости.

Полагая в (8.15) A=B=D=0, C=E, где E - модуль упругости материала ударника, то есть рассматривая упругую форму деформации изгиба и проводя аппроксимацию результатов численного решения волновой задачи линейными функциями вида:


,   


то есть полагая:


(Z,t

)=

,                                         (8.16)
где 

- контактное напряжение на переднем торце ударника в момент времени t=0, получаем:


,                        (8.17)
Тогда, уравнение для определения критической длины ударника Lкр записывается так:


, 
                  (8.18)
Таким образом, чтобы оценить возможность потери устойчивости ударником при пробитии, необходимо:

1. Решить задачу о распространении продольных волн сжатия в ударнике и определить константы 

,

,

.

2. При помощи уравнения (8.18) определить критическую длину ударника Lkp. 

3. Если L < Lkp - потеря устойчивости не произойдет.

5. Неупругая форма потери устойчивости.

Диапазон изменения возмущающих факторов, в котором возможна неупругая форма потери устойчивости, лежит внутри диапазона, в котором стержень теряет устойчивость в упругой форме. Для оценки неупругой формы приравняем правые части (8.10) (приняв 

(Z,t)= 

прив = соnst) и (8.14). Тогда уравнение для определения t

, эквивалентное (8.15), запишется так:


,          (8.19) 
Решение уравнения (8.19) может быть получено аналитически, например, при помощи формул Кардано:


,




где          р=

,    q=

.
Если 
[image: image64.wmf]s

пр > 2A, то -1 < p < 0 и -1 < q < 0, причем 

>

. Значит 

< 0 . Тогда уравнение (30.19) имеет три действительных корня, среди которых 

является отрицательным, а 

- положительным.

Если 

пр < 2A, то 0 < p < 1 и 0 < q < 1, причем p > q. Значит 

> 0 . Тогда решение имеет один действительный отрицательный корень.

Если 

пр = 2A решение также имеет один действительный отрицательный корень.

Таким образом, потеря устойчивости в неупругой зоне возможна только при 

пр > 2A при этом:


.           (8.20)
Подставляя вычисленное по (8.20) t

 в уравнение Lkp = а t

 можно определить критическую длину ударника, приводящую к потере устойчивости ударником в неупругой форме. 

Индивидуальные задания
	№
варианта
	Материал
стержня
	Вариант формы
импульса напряжений
	t* , сек

	1
	Алюминий
	(*)
	5×10-3

	2
	Медь
	(**)
	6×10-3

	3
	Латунь
	(*)
	7×10-3

	4
	Чугун
	(**)
	1×10-2

	5
	Бронза
	(*)
	7,5×10-4

	6
	Сталь 45
	(**)
	5×10-3

	7
	Сталь 60
	(*)
	6×10-3

	8
	Сталь 60С2А
	(**)
	7×10-3

	9
	Дюралюминий
	(*)
	1×10-2

	10
	Медь
	(**)
	7,5×10-4


Вопросы для самоконтроля

1. Как связаны между собой продолжительность импульса напряжений на свободном конце стержня и вероятность потери стержнем продольной устойчивости для случая ударного характера импульса?

2. Как влияет наличие упругой волны разгрузки в  структуре аппроксимируещей функции импульса напряжений на свободном торце на потерю устойчивости стержня?

3. Как изменится подход к решению задачи о потере продольной устойчивости ударно нагруженного стержня, если от полубесконечного стержня перейти к стержню конечной длины?
4. Допустим, что амплитудные параметры ударного импульса напряжений на свободном торце стержня непрерывно возрастают.

Какая форма потери устойчивости стержнем наступит раньше: упругая или неупругая, и почему?

5. Объясните эффект потери стержнем продольной устойчивости в случае пробития им тонкой преграды в ограниченном диапазоне изменения скорости удара.
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