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 АНИЗОТРОПИЯ УПРУГИХ СВОЙСТВ КОНСТРУКЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ. 
ОБОБЩЕННЫЙ ЗАКОН ГУКА

1 Обобщенный закон Гука

Упругие (точнее – линейно-упругие) тела характеризуются тем, что напряжения в них пропорциональны деформациям. В применении кристаллам это означает, что тензор напряжений линейно зависит от тензора деформаций, и эта линейная зависимость 


,                                                  (1.1)
определяется материальным тензором C; он называется тензором коэффициентов упругости или коэффициентов жесткости и выражается в кгс/см2, дин/см2 или Н/м2.
Имеют место и обратные соотношения 


,  ,                                                (1.2)
в которых материальный тензор А называют тензором коэффициентов упругой податливости. Его внутренняя симметрия совпадает с симметрией тензора С, размерность коэффициентов податливости см2/дин, см2/кгс или м2/Н.
Вид материальных тензоров C и А зависит от присущей рассматриваемому анизотропному материалу симметрии упругих свойств. Внутренняя симметрия тензора C равна:

.                                            (1.3)


	В формулах (1.1), (1.2) удобно заменить пары индексов  греческими индексами , принимающими значения 1,2,3,4,5,6. Правила перехода можно задать таблицей 1:
Таблица 1 – Правила перехода к двухиндексной записи
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В данной работе принято, что для тензора деформаций  и обратно . Для тензора напряжений . 

Для компонент тензора С пересчет коэффициентов проводится по формуле . Для тензора податливости А правило пересчета коэффициентов имеет вид:


   или   .

После перехода к форме записи с индексами , меняющимися от 1 до 6, соотношения (1.1), (1.2) примут вид соответственно

,                                                          (1.3)

,                                                          (1.4)
Соотношения (1.1), (1.2) и (1.3), (1.4) называют обобщенным законом Гука для анизотропных сред. 
Структура ненулевых компонент тензоров упругости материалов, относящихся к различным кристаллографическим системам, приведена в конспекте лекций (таблица 2).
В общем случае анизотропии соотношения (1.2) имеют вид

                         (1.5)
В общем случае анизотропии(триклинные материалы) число независимых компонент тензоров С и А равно 21, однако на самом деле их число не 21, а 18, если отнести эти тензоры к главным осям анизотропии. По В.В. Новожилову главными осями анизотропии называются главные векторы тензора напряжений, возникающих в материале в ответ на чисто объемное деформации. В случае, когда материал имеет одну плоскость симметрии упругих свойств (моноклинный материал), число независимых констант снижается до 13. У ромбических материалов три плоскости симметрии, а число независимых констант упругости равно 9. У материалов, относящихся к одноосным кристаллам, наряду с плоскостью симметрии имеется поворотная ось третьего (тригональный материал), четвертого (тетрагональный материал) или шестого (гексагональный материал) порядка. Для этих материалов число независимых компонент тензора упругости равно 6, 6 и 5 соответственно. Кубические материалы имеют три взаимно перпендикулярные оси четвертого порядка, а число независимых компонент тензора упругости для них равно 3. 
Рассматриваемые в теории упругости ортотропные материалы имеют такие же свойства, как и кристаллы ромбической сингонии. Трансверсально-изотропные материалы имеют плоскость симметрии и одну поворотную ось бесконечного порядка (текстура) и ведут себя в отношении упругих свойств как кристаллы гексагональной сингонии. Изотропные материалы имеют одинаковые упругие свойства во всех направлениях и характеризуются двумя упругими константами.

В литературе вместо постоянных  используют так называемые «технические константы» – модули Юнга, сдвига, коэффициент Пуассона и др. В главных осях анизотропии соотношения (1.5) могут быть записаны в виде:



                 (1.6)


Константы в соотношениях (1.6) классифицируются следующим образом:

  – модули Юнга при растяжении-сжатии;

 – модули сдвига для плоскостей, параллельных координатным;

 – коэффициенты, характеризующие сжатие вдоль одной оси при растяжении вдоль другой;

 – коэффициенты Ченцова, характеризующие сдвиги в плоскостях, параллельных координатным, вызванные касательными напряжениями, действующими в других плоскостях, параллельных координатным;

 – коэффициенты взаимного влияния первого рода, которые характеризуют удлинения в направлении осей координат, вызванные касательными напряжениями, действующими в координатных плоскостях;

  – коэффициенты взаимного влияния второго рода, которые характеризуют сдвиги в координатных плоскостях от нормальных напряжений, действующих вдоль координатных осей.

2 Исследование модуля Юнга и коэффициента Пуассона
 при растяжении кристаллов в произвольном направлении



Рассмотрим одноосное деформирование анизотропного материала в направлении, определяемом вектором . Основные соотношения для этой задачи приведены в конспекте лекций (раздел 3.3). Получено выражение для модуля Юнга анизотропного материала в направлении вектора  (соотношение (3.9)):

.                                  (2.1)


Если вектор  считать лежащим в плоскости OXY, то его положение определяется одним углом : 
 (
О
Y'
Y
X
X
'
)                             
              

                                                    (2.2)


Рисунок 1 – Ориентация осей координат

В этом случае модуль Юнга можно рассматривать как функцию угла . В соответствии с (2.1) величину, обратную модулю Юнга, можно найти из соотношения 

,                                               (2.3)

где штрихом обозначена компонента тензора упругой податливости, отнесенная к системе координат OX'Y', полученной из системы OXY поворотом вокруг оси OZ на угол . Преобразование компонент тензора упругости при повороте системы координат приведены в конспекте лекций (соотношения (2.25)). Модуль Юнга в направлении оси OY определяется из аналогичных соображений формулой:

.                                                 (2.4)

Далее можно рассмотреть изменение модуля Юнга в плоскостях OXZ  и OYZ при вращениях вектора  вокруг осей OY и OX соответственно:


,      ,                          (2.5)


,      .                          (2.6)


В соотношениях (2.5) и (2.6) преобразования тензоров упругости различны – это повороты вокруг векторов  и  соответственно.
Графики функций (2.3) – (2.4), построенные в полярной системе координат, называют полярными диаграммами модуля Юнга.












При растяжении изменение размеров тела в поперечном направлении характеризуется коэффициентом Пуассона. В анизотропном материале коэффициент Пуассона неодинаков в различных направлениях в плоскости, перпендикулярной вектору , и определяется направлением вектора . Положение вектора  в плоскости, перпендикулярной , определяется углом . Таким образом, коэффициент Пуассона является функцией углов  и : , и определяется формулой (3.11) из конспекта лекций. Полярные диаграммы коэффициента Пуассона могут быть построены при фиксированном значении  и при фиксированном . Отметим, что при некоторых значениях  и  коэффициенты Пуассона для материала могут стать отрицательными. Материалы, обладающие такими свойствами, называются ауксетиками. На полярных диаграммах отрицательные значения коэффициента Пуассона показаны синим цветом.




3 Исследование модуля сдвига
 при действии касательных напряжений








Рассматривается задача о действии в координатных плоскостях касательных напряжений. Пусть в плоскости OXY действует система касательных напряжений в направлении вектора  и перпендикулярного к нему вектора . Отношение силы, приходящейся на единицу площади поверхности, к удвоенной сдвиговой компоненте тензора деформаций называется модулем сдвига  для пары взаимно перпендикулярных направлений  и . Модуль сдвига определяется формулой (3.20) (см. конспект лекций). В каждой координатной плоскости модуль сдвига определяется как функция угла , определяющего положение векторов  и . Построенные графики этих функций называют полярными диаграммами модуля сдвига.

4 Задание для самостоятельной работы

Для материала, выбранного по номеру варианта из таблицы, построить полярные диаграммы модуля Юнга, модуля сдвига, коэффициента Пуассона. Константы материала следует выбрать из приложения. 
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