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Занятие 1. Общие сведения. Повторения пройденного в школе материала. 
Цель занятия: повторение пройденного в школе материала: понятия комплексного числа, выполнение элементарных операций над комплексными числами, изучение элементарных функций.

Функции комплексного переменного
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Функции комплексного переменного 
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определяются как суммы следующих рядов, сходящихся во всей плоскости комплексного переменного:
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf]Для функций комплексного переменного справедлива формула Эйлера:


[image: image8.wmf]
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[image: image13.wmf]Известные из элементарной математики формулы
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[image: image16.wmf]справедливы и для комплексных значений z1 и  z2.
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 определяются как обратные по отношению соответственно к функциям Вычислить 
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При этом функции 
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Дана функция 
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Дана функция 
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Показать, что функция 
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(рис. ). Пусть 
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]
Дана функция 
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Дана функция 
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Показать, что 
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Решить уравнение 
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Вычислить 
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Чему равен 
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Дана функция 
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Производная функции комплексного переменного.

Производные элементарных функций 
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Дифференцируема ли функция 
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Одно из условий Коши-Римана не выполняется. Таким образом, данная функция не является дифференцируемой.


Дифференцируема ли функция 
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Р е ш е н и е. Находим


[image: image80.wmf].

,

;

2

,

2

,

2

,

2

,

2

,

2

2

y

u

x

v

y

v

x

u

x

y

v

y

x

v

y

y

u

x

x

u

xy

v

y

x

u

¶

¶

-

=

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

-

=

¶

¶

=

¶

¶

=

-

=


Условия Коши-Римана выполняются. 
[image: image81.wmf]Следовательно функция дифференцируема. Так как 
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Производную 
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Дифференцируема ли функция 
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Условия Коши-Римана выполнены. Далее имеем
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или иначе
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 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]
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[image: image99.wmf]Показать, что функция 
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 дифференцируема, и найти её производную.
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Определить действительные функции 
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При каком значении
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При каком значении а функция 
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Дана действительная часть 
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Дана мнимая часть 
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Занятие 2. Вычисление контурных интегралов от функций комплексного переменного.

Цель занятия: изучение понятия интеграла от функции комплексного переменного, решение примеров на вычисления интегралов. 

Кривая Г, как известно, называется гладкой, если она имеет непрерывно изменяющуюся касательную.

Кривая называется кусочно гладкой, если она состоит из конечного числа гладких дуг.

Дана функция комплексного переменного 
[image: image113.wmf])

(

z

f

w

=

, непрерывная в некоторой области D. Пусть Г – произвольная гладкая кривая, лежащая в области D. Рассмотрим дугу кривой с началом в точке z0 и концом в точке z. Разделим эту дугу на n частей произвольными точками z0, z1, z2,…,zn-1, zn, расположенными последовательно на линии Г.
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[image: image128.wmf]Пусть Г – кусочно гладкая линия, состоящая из гладких частей Г1, Г2,…, Гm; тогда интеграл по этой линии можно определить при помощи равенства
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Пусть f(z) – аналитическая функция в области D (включая значения на контурах 
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Можно поступить и иначе. Легко видеть, что 
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Так как выражение 
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Для вычисления второго интеграла составим уравнение прямой АВ:
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Отсюда 
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Итак, 
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Следовательно, 
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[image: image181.wmf]
Первое и четвертое слагаемое в правой части равны нулю, так как подынтегральные функции являются аналитическими в соответствующих областях.
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Вычислить интеграл 
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Вычислить интеграл 
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Занятие 3. Разложение функций в ряды Тейлора и Лорана.

Цель занятия: научить студентов проводить разложение функций комплексного переменного в ряды Тейлора, Маклорена и Лорана

Пусть дана функция f(z), аналитическая в некоторой окрестности точки а. Рассмотрим ряд
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Этот ряд называется рядом Тейлора функции f(z) и внутри своего круга сходимости выражает функцию f(z), т.е. в круге сходимости выполняется равенство
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Если а=0, то последнее неравенство записывается в виде
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В этом случае говорят, что функция разложена в ряд Маклорена.


Рассмотрим теперь два:
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Область сходимости первого ряда (если она существует) определяется неравенством 
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Если существует область сходимости второго ряда, то она определяется неравенством 
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полученного сложением рядов (1) и (2), областью сходимости служит кольцо 
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 ограниченное концентрическими окружностями с центром в точке  а и радиусами r и R (рис.)
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Пусть f(z) – однозначная аналитическая функция в кольце 
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 эта функция в указанном кольце может быть представлена в виде суммы ряда
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Ряд в правой части равенства называется рядом Лорана функции f(z). Коэффициенты этого ряда можно вычислить по формуле
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[image: image219.wmf]).
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Ряд (1) называется главной частью ряда Лорана, а ряд (2) – правильной частью Лорана.


Если ряд Лорана содержит главную часть, то а называется изолированной особой точкой. В случае, когда главная часть ряда Лорана содержит конечное число челенов, т. е. Имеет вид
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изолированная особая точка а называется полюсом n-го порядка функции f(z).

В этом случае коэффициент А-1 называется вычетом функции f(z) относительно полюса а.

Разложить в ряд Тейлора по степеням бинома z-i функцию f(z)=z5.

Р е ш е н и е. Находим производные функции f(z)=z5

f/(z)=5z4, f//(z)=20z3, f///(z)=60z2, fIV(z)=120z, , fV(z)=120,fVI(z)=fVII(z)=…=0

Определяем значения производных в точке a=i
f(i)=i, f/(i)=5, f//(i)=-20i, f///(i)=-60, fIV(i)=120i, , fV(i)=120

Отсюда
f(z)=i+5(z-i)-10i(z-i)2-10(z-I)3+5i(z-i)4+(z-i)5.

Рядом Тейлора функции f(z)=z5 является многочлен пятой степени.

Разложить в ряд Тейлора по степеням двучлена 
[image: image222.wmf])
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функцию 
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Р е ш е н и е. Находим
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Следовательно
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Разложить в ряд Тейлора по степеням z функцию 
[image: image227.wmf]5
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 в окрестности точки z=0.

Р е ш е н и е. Представим эту функцию в виде
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В окрестности точки z=0 выполняется неравенство 
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можно представить как сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии с первым членом 
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Это разложение содержит только правильную часть. Из неравенства 
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заключаем, что областью сходимости ряда является круг 
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Разложить в ряд Тейлора по степеням z функцию 
[image: image237.wmf]1
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 в окрестности точки: 1) z=0; 2)
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Разложить в ряд Тейлора  функцию
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Найти полюсы функции 
[image: image240.wmf].
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Разложить в ряд Тейлора по степеням z-1 функцию 
[image: image241.wmf].
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 Найти область сходимости ряда.

Разложить в ряд Маклорена  функцию
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Разложить в ряд Лорана  функцию 
[image: image243.wmf]2
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, определенную во всей плоскости, кроме точки z=0.

Занятие 4. Определение вычетов функций комплексного переменного в особых точках. Вычисление контурных интегралов. Вычисление несобственных интегралов с помощью теории вычетов.

Цель занятия: изучение возможности применения вычетов для решения различных задач.

Пусть а – полюс n-го порядка функции f(z). Вычет функции f(z) относительно её полюса n-го порядка вычисляется по формуле
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(residue – вычет).


Если а – полюс первого порядка функции f(z), то
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Пусть функции 
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регулярны в окрестности точки z=a, 
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 в точке z=a имеет нуль первого порядка. Тогда при вычислении вычета функции 
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в простом полюсе z=a удобно пользоваться формулой 
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 EMBED Equation.3  [image: image252.wmf].
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Пусть f(z) – аналитическая функция в области D, кроме конечного числа полюсов a1, a2,…, ak . Обозначим через 
[image: image253.wmf]g

произвольный кусочно гладкий замкнутый контур, содержащий внутри себя точки a1, a2,…, ak и целиком лежащий в области D. В этом случае 
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 равен сумме вычетов функции f(z) относительно полюсов a1, a2,…, ak, умноженной на 
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Рассмотрим частный случай. Пусть f(z) – аналитическая функция в области D, точка а принадлежит области D, но 
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 имеет в области D полюс а первого порядка. Найдем вычет функции F(z) относительно полюса а:
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Отсюда применив основную теорему о вычетах получаем
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Мы получили весьма важную формулу в теории комплексного переменного – формулу Коши.

Занятие 5. Вычисление комплексных спектров с использованием преобразования Фурье

Цель занятия: изучение преобразования Фурье.

Необходимо, однако, отметить, что вывод формулы Коши должен предшевствовать доказательству основной теоремы о вычетах. Здесь мы воспользовались случаем для того, чтобы познакомить читателя с этой важной формулой.


 Пусть f(z) – аналитическая функция в верхней полуплоскости, включая действительную ось, за исключением конечного числа полюсов a1, a2,…, ak (k=1,2,…m), расположенных над действительной осью. Кроме того, предполагается, что произведение 
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имеет конечный предел. В этом случае для вычисления определенного интеграла 
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где rk (k=1,2,…m) – вычет функции f(z) относительно полюса ak.
Найти вычеты функции 
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Р е ш е н и  е. Полюсами являются точки z=1, z=3.
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Найти вычеты функции 
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Р е ш е н и  е. Имеем
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Занятие 6. Определение изображений и оригиналов с использованием свойств преобразования Лапласа. Решение линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

Цель занятия: изучение преобразования Лапласа и его применение для решения разнообразных задач.

Полюсами являются точки z=2i, z=-2i
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Найти 
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[image: image274.wmf]g

- замкнутый контур, внутри которого находятся полюсы z=1, z=2,  z=3.

Р е ш е н и  е. Определим вычеты подынтегральной функции
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Следовательно,
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Найти 
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- окружность: 1) z=1; 2)
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Р е ш е н и  е. Определим вычеты подынтегральной функции относительно полюсов z=0, z=-2, z=-4:
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1) Внутри контура 
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- окружности  
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2)  Внутри контура 
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- окружности  
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3) 3) Внутри контура 
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Найти вычет функции 
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Найти вычеты функции 
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Найти вычеты функции 
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Найти вычеты функции 
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Найти интеграл 
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Найти интеграл 
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Найти интеграл 
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 - окружность внутри, которой содержатся полюсы знаменателя.
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Занятие 7. Определение изображений и оригиналов с использованием свойств дискретного преобразования Лапласа и Z-преобразования. Переход от непрерывного преобразования Лапласа к Z-преобразованию.

Цель занятия: Нахождение изображений и оригиналов от функций комплексных переменных.
1. Основные определения. Пусть функция  f(t) обладает следующими свойствами:
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где М>0 и s0 – некоторые действительные постоянные.

30. Налюбом конечном отрезке [a,b] положительной полуоси Ot функция f(t) удовлетворяет у л о в и я м   Д и р и х л е, т. е.: а) ограничена; б)либо непрерывна, либо имеет лишь конечное число точек разрыва первого рода; в) имеет конечное число экстремумов.

Такие функции в операционном исчислении изображенными по Лапласу, или оригиналами.

Пусть 
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При сформулированных условиях интеграл 
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 сходится и является функцией от p:

Этот интеграл называется интегралом Лапласа, а определяемая им функция комплексного аргумента p называется преобразованием Лапласа от функции f(t), или лапласовым преобразованием, или просто изображением f(t).

Тот факт, что функция 
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 является изображением оригинала f(t), обозначают следующими символами:
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При соблюдении этого условия соответствие между оригиналами и изображениями обладает следующими свойствами:

это соответствие взаимно однозначно (т. е. всякому оригиналу соответствует единственное изображение и обратно),

любой линейной комбинации конечного множества оригиналов в качестве изображения отвечает соответствующая линейная комбинация их изображений.
Таким образом, если 
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2. Нахождение изображений функций. В таблице и каждом из приведенных ниже примеров указывается только значение f(t) при t>0 (всегда имеется в виду, что f(t)=0, если t<0).
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Найти изображение функции 
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Найти изображение функции 
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Применив формулу IV, получаем
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Найти изображение функции 
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Р е ш е н и е. По определению гиперболического синуса имеем 
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Следовательно,
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Найти изображение функции 
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Применим формулу VII:
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Найти изображение функции 
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то, применив формулу VIII при 
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Найти изображение функций:
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