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 Погрешности средств измерений зависят от влияющих величин. Различают нормальную и рабочую области значений влияющих величин. В нормальной области значений средства измерений характеризуют основной погрешностью. В рабочей области погрешность определяется суммой основной и дополнительной погрешностей. Вне рабочей области значений погрешность не нормируют.

Наиболее распространенный способ нормирования погрешности средств измерений в нормальных условиях состоит в задании предела допускаемой основной погрешности. Допускаемый предел может быть выражен формулами, позволяющими вычислять погрешность в данной точке шкалы.

Иногда средства измерений характеризуют классом точности, определяемым обычно как основная относительная погрешность, выраженная в процентах.

Границы инструментальной погрешности определяют как сумму основной и дополнительных погрешностей. Погрешность изме​рений определяется совместным влиянием инструментальной и методической погрешностей. Если известна методическая погрешность или ее предельные значения, то погрешность измерений рассчитывают для наименее благоприятного случая.

Оценка инструментальной погрешности по допускаемому пределу проста, но сильно завышена. Когда допускаемая при эксперименте погрешность намного превышает инструментальную погрешность, такое завышение вполне допустимо. Практически все выпускаемые промышленностью средства измерений нормируют по допускаемому пределу погрешности.

Инструментальную погрешность можно оценить статистичес​кими методами. Для этого необходимо нормировать числовые характеристики систематической и случайной погрешностей, что требует значительных затрат времени и средств. К нормированию погрешностей статистическими методами прибегают редко.

Границы инструментальной погрешности и погрешности измерений, рассчитанные по статистическим нормируемым характеристикам средств измерений данного типа, дают усредненный результат, характеризующий все множество средств измерений. При использовании конкретного средства измерений вычисленные границы не соответствуют реальным. Реальные границы могут быть рассчитаны только по индивидуальным метрологическим характеристикам данного экземпляра средств измерений.

Погрешность косвенных измерений вычисляют по погрешностям прямых измерений аргументов. Если заданы систематические погрешности и СКО погрешностей измерений аргументов или статистические характеристики этих погрешностей, то задача решается точно. Если же заданы допускаемые пределы погрешностей измерений аргументов, то задачу вычисления погрешности косвенных измерений можно решить приближенно.

При определении положения экстремального уровня функций возникает погрешность, возрастающая с уменьшением второй производной.

Практическое занятие № 1
НОРМИРОВАНИЕ МЕТРОЛОГИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК СРЕДСТВ ИЗМЕРЕНИЙ

Метрологическими называют характеристики средств измерений, необходимые для расчета результата измерений и оценки погрешностей. Для обеспечения единства измерений метрологические характеристики нормируют — определяют допускаемые отклонения реальных характеристик от номинальных, а также допускаемые значения погрешностей. Погрешность нормируют, исходя из двух противоречивых требований. Если нормируемое значение погрешности меньше реального, то это приводит к неверной оценке результата измерений, что может увеличить брак выпускаемой продукции или привести к неверному толкованию результата измерений. Если же нормируемое значение погрешности больше реального, то приходится повышать точность средств измерений (СИ), что приводит к росту затрат на их разработку и эксплуатацию.

Практика показала, что ущерб от применения СИ с завышенными метрологическими характеристиками меньше, чем от использования СИ с заниженными характеристиками. Поэтому считают, что лучше завысить оценку погрешности по сравнению с ее реальным значением. 

Индивидуальные и типовые метрологические характеристики средств измерений. Конкретное средство измерений характеризуется определенными, только ему присущими метрологическими характеристиками: случайной и систематической погрешностями, динамическими характеристиками. Эти характеристики наиболее точно и полно описывают возможности прибора. Однако экспериментальное определение индивидуальных метрологических характеристик связано со значительными затратами времени и средств. Кроме того, со временем погрешности изменяются, так что достоверность полученных данных постепенно снижается. Поэтому к определению и нормированию индивидуальных метрологических характеристик прибегают только при создании и эксплуатации эталонов, а также при проведении точных измерений в ходе научных исследований. 

Подавляющее большинство СИ, используемых для технических измерений, характеризуют типовыми метрологическими характеристиками, пригодными для оценки погрешностей любого случайным образом выбранного экземпляра СИ данного типа. Эти характеристики определяются при разработке и выпуске СИ и вносятся в технические описания всех без исключения средств измерений данного типа. Естественно, что такое нормирование не учитывает индивидуальных свойств средств измерений.

Нормируемые характеристики средств измерений. Сведения о метрологических характеристиках рабочих средств измерений приводят в нормативно-технических документах, например в технических паспортах. К нормируемым метрологическим характеристикам относят следующие характеристики: 

- предназначенные для получения результата измерений без учета погрешностей (зависимость выходного сигнала от входного, называемую градуировочной характеристикой, цена деления шкалы для аналоговых приборов и мер или выходной код и цена единицы младшего разряда кода цифровых приборов);

- погрешности;

- динамические, необходимые для анализа работы средств измерений в динамическом режиме, когда скорость изменений сигнала такова, что начинают проявляться инерционные свойства средств измерений. Динамические характеристики задают в форме импульсных или переходных характеристик или комплексной частотной характеристики. Иногда динамические характеристики нормируют только некоторыми параметрами, например временем установления;

-позволяющие оценить взаимодействие средств измерений и других устройств, подключенных к ним. Примером могут служить входное полное сопротивление приборов, коэффициент стоячей волны в волноводном тракте, к которому подключен прибор.

Нормальные и рабочие условия эксплуатации. Если влияющие величины находятся в нормальной области значений, то условия эксплуатации средств измерений считают нормальными. Нормальную область значений задают пределами изменений влияющих величин, а также их номинальными значениями (табл. 3.1). Инструментальную погрешность в нормальной области значений влияющих величин называют основной.

          Таблица 1. Нормальные области значений влияющих величин

	Наименование

 
	Номинальное значение

 
	Допускаемые отклонения номинального значения

 

	Температура  окружающей среды, °С
	20

 
	от ± 0,1 до ± 10

 

	Напряжение питающей сети, В
	220

 
	± 4,4

 

	Частота напряжения питающей сети, Гц
	50

 
	± 0,5

 


Кроме перечисленных в табл. 3.1 влияющих величин, в необходимых случаях нормируют давление воздуха, его влажность и плотность, ускорение свободного падения, а также магнитную индукцию.

Всякое отклонение влияющей величины от своего номинального значения вызывает увеличение инструментальной погрешности. Пока это увеличение незначительно, и им можно пренебречь, условия эксплуатации считают нормальными. Как следует из табл. 3.1, нормальная область значений влияющих величин охватывает довольно узкий диапазон их возможных изменений вблизи номинальных значений.

Выход значения влияющей величины за пределы нормальной области значений приводит к возникновению значительной погрешности, называемой дополнительной. Дополнительную погрешность нормируют для рабочей области значений влияющих величин. 

При отклонениях влияющих величин, превышающих границы рабочей области значений, погрешность не нормируют, хотя средства измерений могут сохранять свою работоспособность. Диаграмма, показывающая связь между влияющими величинами и погрешностями, приведена на рис. 3.1

 

Практическое занятие № 2

НОРМИРОВАНИЕ ИНСТРУМЕНТАЛЬНОЙ ПОГРЕШНОСТИ ПРЕДЕЛОМ ДОПУСКАЕМОЙ ПОГРЕШНОСТИ
Рассмотрим совокупность средств измерений данного типа в нормальных условиях эксплуатации, считая, что систематическая погрешность не меняется во времени. Каждое средство измерений  в данной точке шкалы характеризуется определенной плотностью вероятности погрешностей pi (Δ), i = 1, 2 …, n — число средств измерений. Некоторые из них показаны на рис. 3.2. Совокупность плотностей вероятности служит основой для нормирования погрешностей средств измерений 
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Рис.1
 Пределы допускаемой погрешности. Наиболее простой способ оценки инструментальной погрешности средств измерений данного типа заключается в установлении пределов ± Δоп  допускаемой основной погрешности, как показано на рис. 1. Эти пределы выбирают со значительным запасом по отношению к реальным погрешностям средств измерений. Так, для некоторых типов электроизмерительных приборов значение Δоп в 1,5...2,5 раза превышает наибольшее значение реальной погрешности приборов при их выпуске или после поверки. При условии правильной эксплуатации средств измерений и своевременного проведения поверок все без исключения погрешности средств измерений данного типа попадают в интервал ±Δоп, т. е. вероятность этого события принимают равной единице. 

Определенная таким образом предельная погрешность, включает систематическую и случайную составляющие, а также запас на старение. Поэтому по предельной погрешности, полученной из паспортных данных средства измерений в общем случае нельзя выделить случайную и систематическую составляющие. Эти погрешности могут быть приближенно оценены только по результатам экспериментальных исследований большего количества средств измерений данного типа. Так, исследование 2000 экземпляров электроизмерительных приборов показало, что случайные погрешности составляют приблизительно 40% от предельной, а систематические – от 0 до 60 %  в зависимости от времени, прошедшей после поверки. Эти соотношения могут служить в качестве исходных данных для ориентировочных расчетов погрешностей. 

Способы выражения пределов допускаемой основной погрешности. Классы точности средств измерений. Существует несколько способов выражения предела допускаемой основной погрешности. Чаще всего абсолютную погрешность выражают как Δоп = а или Δоп = b + сх, где а, b и с — постоянные коэффициенты, выбираемые из ряда 1[image: image2.png]
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10n, где n = 1, 0, –1, –2 и т. д. Составляющую b называют аддитивной погрешностью, а составляющую сх — мультипликативной.

Заметим, что в нормативно-технической документации, в том числе и в технических описаниях приборов, погрешности Δоп обычно приписывают два значения, например, Δоп = ± a. В этом случае при определении пределов –Δоп и +Δоп знаки плюс и минус пришлось бы учитывать дважды. Поэтому в настоящем пособии в дальнейшем будут приведены формулы только для расчета положительного значения погрешности + Δоп. Пределы же могут быть определены как ± Δоп.

Некоторые способы выражения предела относительной допус​каемой погрешности δоп и приведенной погрешности γоп указаны в табл. 3.3, где коэффициенты g и е выбирают из приведенного ряда, Хк — конечное значение шкалы или предел диапазона.

Приборы можно характеризовать классом точности, обычно оцениваемым его допускаемой погрешностью, выраженной в процентах. Примеры обозначения классов точности показаны в табл. 3.3.

Таблица 1. Способы выражения предела допускаемой погрешности. Классы точности

	Математическое выражение
	Пример конкретного значения
	Обозначение класса точности

	
	
	в документации
	на средствах измерений

	γоп  = Δоп / Xк
	1,5
	Класс точности 1,5
	1,5

 

	δоп  = d/x
	0,5
	Класс точности 0,5
	0,5

 

	δоп=g + e([image: image8.png]


)[image: image9.png]



	0,02 + 0,01 ([image: image10.png]


)
	Класс точности 0,02/0,01
	0,02/0,01

 

 


Существуют и другие формы выражения предела допускаемой погрешности. Так, в формулу для ее вычисления иногда вводят значения неинформативных параметров измерительного сигнала и влияющих величин ξi, например, [image: image11.png]i
B =g+, b,

=



где i = 1, 2,…, l – число учитываемых влияющих величин и неинформативных параметров, ao  и аi – постоянные коэффициенты.

 

Пример 1
Основная погрешность измерителя добротности Е4-11 δ оп = (6 + Qк /Qx + 0,5[image: image12.png]


 +3[image: image13.png]


10–5Qx) %, где f – рабочая частота в Мгц, Qк – конечное значение шкалы, Qx – измеряемое значение добротности. При Qx = Qк = 100 и f= 200 Мгц погрешность δоп = 6 + 1 + 5 + 3[image: image14.png]


10–5[image: image15.png]


102.200 = 14,7 %. Такая значительная инструментальная погрешность свойственна очень немногим радиоизмерительным приборам., преимущественно работающим на СВЧ.

Наибольшей точностью характеризуются приборы, измеряющие временные параметры сигналов, например, частоту или временные интервалы. Так, для частотомера Ч3-34 основная предельная погрешность измерений частоты δоп = δопf + 1/(fx[image: image16.png]


Tизм), где Тизм – время измерений, δопf = 10–6 , откуда при fx= 100 МГц и Тизм = 10мс получим δоп = 10–6 + 10–8[image: image17.png]


102 = =2[image: image18.png]


10–6.

Почти при всех способах задания основной погрешности ее относительное значение уменьшается с ростом измеряемой величины. Поэтому для получения минимальной погрешности желательно выбирать такую шкалу, на которой измеряемое напряжение ближе всего к конечному значению шкалы. Если, например, измеряемое напряжение, составляющее 0,9 В, необходимо измерить вольтметром класса точности 0,02/0,02, то в этом случае из имеющихся шкал 1 В и 10 В следует выбрать шкалу с предельным значением 1В. Тогда предельная погрешность δоп = 0,02 + 0,02( [image: image19.png]


–1) % = 0,022 %. При неправильном же выборе шкалы с пределом 10 В погрешность возрастет в 10 раз и составит 0,22 %.

 Дополнительные погрешности и их нормирование. Дополнительные погрешности также нормируют их допускаемыми пределами — оценками погрешностей сверху. Для выпускаемых промышленностью радиоизмерительных приборов обычно задают две дополнительные погрешности: температурную и  погрешность из-за изменений питающего напряжения.

Дополнительную температурную погрешность чаще всего выражают в долях основной погрешности при изменениях температуры среды на  10°С относительно ее номинального значения. 

Температурную погрешность Δдпт можно рассчитать по формуле, предусматривающей линейную зависимость от температуры Т° окружающей среды:
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где 20° — номинальная температура в градусах Цельсия, k — постоянный коэффициент. Обычно k = 1 или k = 0,5.

Иногда дополнительную погрешность, например, из-за изменений питающего напряжения Uп задают в форме: 
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Изменения частоты задающих генераторов обычно оценивают предельными значениями нестабильности за определенные интервалы времени после поверки или выпуска прибора.

Расчет инструментальной погрешности в рабочих условиях. Инструментальная погрешность в рабочих условиях складывается из основной и дополнительных погрешностей. Поскольку эти составляющие нормированы своими предельными значениями, то при вычислении инструментальной погрешности берут наименее благоприятный случай сочетания погрешностей — суммирование пределов их допускаемых значений. Полученная погрешность будет также предельной. Предел инструментальной погрешности
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где (дпi – пределы допускаемых дополнительных погрешностей, вызванных i-й влияющей величиной.

Границы инструментальной погрешности симметричны относительно нуля и составляют ±Δип. Если заданы относительные значения основной δоп и дополнительных погрешностей δдпi  = =Δдпi / x, то их суммируют аналогично:
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Основная и дополнительная погрешности некоторых измерительных приборов приведены в Приложении. В некоторых случаях основную и дополнительную погрешности не оценивают отдельно, а приводят несколько соотношений для расчета общей погрешности в различных условиях эксплуатации. Так, погрешности некоторых средств измерений иногда нормируют в форме ах + bХк, при различных значениях коэффициентов а и b в зависимости от условий эксплуатации.

 

Пример 2. Вольтметром В7-16 измерено постоянное напряжение, показание прибора  U = 6,382 В на шкале Uк = 10 В при температуре окружающей среды  T° = 31°С и напряжении питания Uп = 231 В. Время преобразования 20 мс. Определим инструментальную погрешность.

Как следует из метрологических характеристик вольтметра, температура окружающей среды и напряжение сети лежат вне нормальной области значений, но не выходят за пределы рабочей области значений. Следовательно, при расчете инструментальной погрешности следует учитывать дополнительные погрешности, обусловленные температурой среды и напряжением питания.

Основная погрешность вольтметра δоп = (0,05 + 0,05Uк/Ux) %= 0,128 %.

Дополнительная температурная погрешность δдпт = δоп (Т° – 20°)/20° = 0,070 %.

Дополнительная погрешность из-за непостоянства напряжения питающей сети (дпU= =(0,02Uk/U)% = 0,0313 %.

Предельная относительная инструментальная погрешность согласно (2) составляет 0,229 %, а предельная абсолютная погрешность Δип = 0,0146 В ≈ 0,015 В. 

Правила записи результата измерений. Рассчитанные по метрологическим характеристикам средств измерений погрешности являются достаточно грубыми оценками  реальной погрешности, характеризующей данный прибор. Поэтому при записи результата измерений нецелесообразно стремиться  к излишне точной оценке погрешности. Результат измерений записывают исходя из следующих основных требований: 

-     погрешность описывают не более чем двумя значащими цифрами. При этом максимальный шаг квантования погрешности, имеющий место между значениями 10 и 11, составляет 10 %. Если же цифра старшего разряда погрешности более трех, то иногда погрешность рекомендуют описывать одной значащей цифрой. При этом шаг квантования между значениями 3 и 4 возрастает до 30 %, что в большинстве случаев чрезмерно велико. В настоящем пособии погрешность будет описываться двумя значащими цифрами;

-     числовое значение результата должно оканчиваться цифрой того же порядка, что и погрешность. Если первая из отброшенных цифр меньше пяти, то оставшиеся после  округления цифры не меняют. Если же она больше или равна пяти, то последнюю округляемую цифру увеличивают на единицу.

Например, если показания вольтметра 3,632 В, а рассчитанное значение погрешности составляет 0,0268 В, то погрешность следует округлить  до 0,027 В. Результат измерений 3,632(0,027 В. Если же погрешность составляет 0,164 В, то после округления погрешности до 0,16 В и показания до 3,63 В получим результат в виде: 3,63 ± 0,16 В.

В некоторых случаях вопреки общепринятым требованиям результат измерений все же записывают без указания погрешности, причем отражают только те значащие цифры, включая нули, в достоверности которых нет сомнений. Нули, записанные в форме 10n, не учитывают. Запись показания в форме 1400В означает, что верны все цифры, включая нули, а погрешность можно оценить как 1 В. Если же показание записано в форме 1,4.103 В, то верна только цифра оценивающая сотни вольт и погрешность возрастает до 100 В. 

Согласно ГОСТ допускается несколько способов записи результатов измерений с учетом случайных и систематических составляющих погрешности. Однако на практике к ним прибегают редко из-за отсутствия информации о составляющих общей погрешности.

Достоинства и недостатки нормирования погрешности по допускаемому пределу. Основное достоинство рассмотренного метода нормирования погрешностей заключается в простоте экспериментального определения пределов допускаемой погрешности, так как нет необходимости исследовать статистические характеристики погрешностей средств измерений. Подобная оценка сильно завышает реально существующие погрешности средств измерений. Попадание погрешности в рассчитанный интервал является практически достоверным событием, оцениваемым вероятностью P? = 1. Пределами допускаемой погрешности нормируют практически все средства измерений массового применения. Часто, даже сильно завышенная погрешность приборов, оцениваемая пределом допускаемого значения, оказывается значительно меньше погрешности, которую можно допустить при эксперименте. В таких условиях завышенная оценка погрешности полностью удовлетворяет экспериментатора.

К оценке погрешностей по допускаемому пределу прибегают и тогда, когда недопустимо появление погрешности, превышающей расчетное значение, например, из-за возможных катастрофических последствий или угрозы здоровью людей.

Недостаток рассмотренного метода заключается в том, что пределы допускаемой погрешности являются обобщенной оценкой, в которой нельзя выделить систематическую и случайную составляющие погрешности.

 
Практическое занятие № 3

РАСЧЕТ ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ С УЧЕТОМ МЕТОДИЧЕСКОЙ ПОГРЕШНОСТИ

По известной инструментальной погрешности можно рассчитать погрешность измерений, если учесть методическую и субъективную погрешности. Субъективная погрешность при достаточно высокой квалификации оператора пренебрежимо мала, и в дальнейшем она учитываться не будет. Таким образом, общая погрешность измерений Δ = Δи +Δм, где Δи и Δм – методическая и инструментальная погрешности.

Поскольку рассмотренный метод нормирования инструментальной погрешности — это метод наихудшего случая, то и при оценке погрешности измерений следует так выбирать границы общей погрешности Δ, чтобы в эти пределы попали все погрешности при наименее благоприятном сочетании отдельных составляющих. Рассмотрим частные случаи вычисления погрешности.

Пусть методическая погрешность постоянна, и ее значение известно: Δм= θм. В этом случае она имеет систематический характер, и следует ввести поправку в показание. Исправленный результат измерений хис = х – θм. Границы интервала x + Δоп и х – Δоп также сместятся на θм (рис. 1), а протяженность интервала не изменится. Результат измерений записывают в виде xис ± Δп ,  

xис ( (п,   P( = 1, 


             (1)

где Δп = Δип — предельная погрешность измерений.

Поскольку при задании погрешностей их пределами всегда выполняется условие РΔ = 1, то для более компактной записи результат обычно приводят без указания вероятности: xис ± Δп. Такой формы записи мы будем придерживаться в дальнейшем.

Результат можно представить как х; Δип – θм, –Δип – θм с несимметричными относительно х. границами. Такая форма менее удобна, и в дальнейшем мы ее использовать не будем.
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Рис. 1

Пример 1. Определим результат измерений напряжения для источника питания с выходным сопротивлением 10 кОм для условий, перечисленных в примере 1. Как показано в примере 2.1, методическая погрешность δм = –R i/(Rвх + Ri) = 10–3, откуда θм = –0,0064 В. Результат измерений согласно (1) примет вид: 6,388 ± 0,015 В.

Если же методическая погрешность задана верхним и нижним пределами, то наихудший случай соответствует границам интервала х – Δип – Δг2 и x + Δип – Δг1 .Протяженность интервала увеличится и составит x + Δип – Δг1 – x+ +Δип + Δг2 = 2Δип – Δг1 + Δг2. Для того чтобы записать результат с симметричными пределами погрешности, следует ввести поправку – 0,5(Δг2 + Δг1), а погрешность увеличить на 0,5(Δг2 –Δг1). Ре​зультат измерений xис ± Δп, где 
xис = x – 0,5((мв + (мн), (п = (ип + 0,5((мв – (мн).
(2)

Пример 3. Определим результат измерений для условий примера 2, если известно, что выходное сопротивление источника питания лежит в пределах 0...10 кОм. Расчет по формуле, приведенной в примере 2.1, дает Δг1 = 0; Δг2 = – 0,0064 В. Согласно (3.4) результат измерений 6,385 ± 0,018 В.

 
Практическое занятие № 4

НОРМИРОВАНИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ СРЕДСТВ ИЗМЕРЕНИЙ СТАТИСТИЧЕСКИМИ МЕТОДАМИ

Этот метод основан на учете статистических свойств погрешностей и позволяет отдельно учитывать систематические и случайные составляющие. Обоснование метода приведено в ГОСТ 8.009-84.

Оценка инструментальной погрешности. Если экспериментатор выбрал средство измерений случайным образом, то ему неизвестно конкретное значение систематической погрешности, и эту погрешность предлагается рассматривать как случайную величину. Ее конкретное значение остается неизвестным, но она подчиняется закону распределения, который можно определять для совокупности средств измерений данного типа. Систематическую погрешность характеризуют числовыми значениями, например математическим ожиданием ( и средним квадратическим отклонением ((.

В нормальных условиях общая инструментальная погрешность средств измерений данного типа (и = = ( + (. Определив математическое ожидание от правой и левой частей равенства, получим: [image: image25.png]


 поскольку ( = 0. Это значит, что среднее значение погрешностей, полученных при измерениях с многократными наблюдениями с помощью разных экземпляров средств измерений данного типа, приближается к [image: image26.png]


.

Среднее квадратическое отклонение погрешности (и
[image: image27.png]



зависит не только от среднего квадратического отклонения случайной погрешности, но и от рассеяния систематических погрешностей разных экземпляров средств измерений.

Заметим, что случайные величины ( и ( имеют разный характер. Погрешность ( проявляется в виде случайной величины при измерениях с многократными наблюдениями, выполненных определенным экземпляром средств измерений. Случайный характер, погрешности ( проявляется при рассмотрении всей совокупности средств измерений данного типа, ее характеристики нельзя определить по одному экземпляру средств измерений.

Случайную погрешность средств измерений делят на три составляющие: собственную погрешность (соб, погрешность (н обусловленную гистерезисом, и погрешность квантования ((, зависящую от цены деления ( младшего разряда показания средств измерений:

( = (соб + (н +((.

Собственная погрешность характеризует рассеяние результатов многократных наблюдений при отсутствии вариации показаний или тогда, когда влияние гистерезиса исключено. Погрешность, обусловленную вариацией показаний, считают распределенной по равномерному закону СКО [image: image28.png]


 Третья составляющая характеризует погрешность дискретизации, ее СКО [image: image29.png]



Полагая составляющие случайной погрешности независимыми, получаем
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Значения [image: image32.png]Tcob



 и H для разных экземпляров средств измерений данного типа несколько различаются, и для расчета общей инструментальной погрешности берут их предельные значения [image: image33.png]Ocob m B Hyp



, которые должны быть приведены в паспортных данных.

Верхняя (Г2 и нижняя (Г1 границы интервала, в котором с заданной вероятностью P( находится инструментальная погрешность, определяются соотношениями:
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где t1 — коэффициент, зависящий от выбранного значения вероят​ности P( и закона распределения погрешности (и.

Точное значение t1, соответствующее заданной вероятности P(, можно определить, только зная закон распределения погрешности (и — композицию законов распределения всех составляющих общей погрешности. Если композиция неизвестна, то значение t1 можно приближенно определить графически (сплошная линия на рис. 1). Штриховой линией на рис. 1 показано значение t, определенное для гауссовского закона распределения погрешностей. Как следует из графика, приближенно можно считать t1 ( t.
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Из-за неопределенности реального вида закона распределения погрешностей найденное по графику значение t1 является приближенным. Возможные значения t1, соответствующие различным встречающимся на практике одномодальным законам распределения, ограничены заштрихованной областью. Из рис. 3.4 следует, что зона неопределенности t1 составляет от 7 % при P( = 0,9 до 30 % при P( = 0,99.

Соотношение между СКО различных составляющих общей погрешности зависит от вида рассматриваемых средств измерений. Если некоторые составляющие мало влияют на общую погрешность, то их можно не нормировать. Так, иногда не нормируют случайную погрешность е или ее составляющие (соб и (н. Числовые характеристики систематической погрешности нормируют всегда.

 

Пример 1. Определим границы инструментальной погрешности при P( = 0,95 для вольтметра в нормальных условиях эксплуатации.

Метрологические характеристики вольтметра: [image: image39.png]


 = 0,008 В; (( = 0,002 В; (соб п = 0,003 В; Hп = 0,001 В; ( = 0,001 В. Как следует из (3.11) и (3.12)

(Г2 = 0,008+1,96 [0,0022 + 0,0032 + (0,0012 + 0,0012)/12]1/2 = 0,0151 ( 0,015 В; (Г1 = 0,0009 ( 0,001 В.
Заметим, что с учетом неопределенности коэффициента t1, найденного по рис. 3.4, эти границы могут быть несколько шире. Так, при предельном значении t1 = 2,3 для заданной вероятности P( = 0,95 (Г2 = 0,016 В; (Г1 = 0.

В данном примере вклад в общую погрешность погрешностей из-за вариации показаний и конечной цены деления оказывается очень малым, поэтому эти две составляющие можно было бы не нормировать.

 Указанная методика позволит рассчитать погрешность в нормальных условиях эксплуатации. Выход влияющих величин за пределы нормальной области значений приводит к изменению составляющих инструментальной погрешности. Эти изменения учитывают, вводя функции влияний, определяемые экспериментально или расчетным путем для каждой из составляющей инструментальной погрешности. 

Достоинства и недостатки метода. Рассмотренный метод позволяет определять погрешность средств измерений, учитывающую статистические свойства ее отдельных составляющих. Эта погрешность более полно, чем оценка по пределу допускаемого значения, отражает метрологические свойства средств измерений.

Однако из-за неопределенности задания истинного закона распределения общей погрешности средств измерений протяженность интервала, в который попадают значения погрешностей средств измерений, определяется со значительной погрешностью, достигающей 30 % при P( = 0,99.

В интервал, ограниченный пределами (Г2 и (Г1 с заданной вероятностью P( попадают значения погрешностей, полученных перебором всех средств измерений данного типа. Но для конкретного экземпляра эта оценка может быть сильно завышена или занижена. Например, погрешности средств измерений с наименьшими систематическими погрешностями, описываемые плотностями вероятности p1 и р3 (см. рис. 1), будут группироваться в средней части, интервала, так что для данных экземпляров средств измерений реальный интервал значительно меньше вычисленного. В то же время значения погрешностей средств измерений, описываемых законом распределения рп, будут попадать за пределы интервала с вероятностью, значительно большей заданного значения P(.

Этот недостаток — неизбежное следствие самой постановки задачи нормирования одним интервалом погрешностей средств измерений данного типа с различными систематическими погрешностями.

Основной недостаток нормирования погрешности статистическим методом состоит в необходимости громоздких измерений и расчетов при нормировании погрешностей, что возможно только на основе применения средств автоматизации при выпуске и поверке средств измерений. Выполнение такого нормирования сильно усложняется из-за влияния прогрессирующей погрешности. В настоящее время к нормированию погрешностей статистическими методами прибегают редко.

Другие методы оценки погрешностей. Рассмотренная методики оценки одним числом, например (п, неизбежно приводит к потере информации о систематической и случайной составляющих погрешности, отраженных в нормируемых метрологических характеристиках средств измерений. От этого недостатка свободны существующие методы выражения погрешностей, в которых погрешность оценивают несколькими параметрами.

Наиболее полную характеристику систематической и случайной погрешностей дают их законы распределения р(() и р((), выраженные в виде формул или таблиц. Менее полную характеристику дают, например, верхняя и нижняя границы систематической погрешности в сочетании с характеристиками случайной погрешности, заданной законом распределения или нормированным законом и СКО. Если показание прибора составляет 1,326 В, то результат при этом записывают в форме: 1,326 В, ( от 1 мВ до 2 мВ, P( = 0,95; (( = 1 мВ, норм.

Несколько иной метод нормирования погрешностей предложен 70-й сессией Международного комитета мер и весов в 1981 г. Все погрешности рекомендуется делить на две группы: А, оцениваемую статистическими методами, и В, оценивае​мую другими методами. Способ получения статистических характеристик погрешностей группы А — многократные наблюдения или анализ по множеству средств измерений. Следовательно, к группе А относятся случайные погрешности. Погрешности группы В неслучайны, их значение неизвестно, но обычно заданы их границы. Такие погрешности моделируют как случайные величины и оценивают СКО. Вид модели устанавливают с учетом всех знаний о погрешности.

Рассмотренный подход имеет много общего со статистическим нормированием погрешностей, но сделан акцент на необходимости раздельного учета случайной и других погрешностей, имеющих неслучайный, характер.

 
Практическое занятие № 5

ПОГРЕШНОСТИ КОСВЕННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ
Анализ погрешностей косвенных измерений в большинстве случаев заключается в расчете числовых характеристик погрешности определения измеряемой величины по заданным характеристикам погрешностей измерений аргументов.

 Основные соотношения. Косвенные измерения заключаются в расчете истинного значения измеряемой величины Y = f(X1; X2;...;Xn) по истинным значениям аргументов Xi (i = =1,2,...,n). В ходе эксперимента получают результаты xi измерений аргументов, связанные с истинными значениями соотношением Xi = xi – (i, где (i – погрешность измерения xi. Следовательно,

y – ( = f(x1 – (1; x2 – (2;...; xn – (n),

где у — результат косвенных измерений, ( — погрешность.

Если погрешности малы по сравнению с соответствующими результатами, т. е. (i/xi <<1, то можно воспользоваться разложением в ряд Тейлора, ограничившись членами, содержащими погрешность не более чем во второй степени
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Отсюда следует, что результат измерений 

y = f(x1; x2;...; xn),

а погрешность

[image: image41.png]





 (1)

Как правило, погрешность (i мала по сравнению с измеряемыми величинами xi,  поэтому в степенном ряде обычно ограничиваются членами, содержащими погрешность в первой степени:
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(2)

Применение этой методики недопустимо в двух случаях:

- при больших погрешностях (i и нелинейной функции y = f(xi), когда значителен вклад в общую погрешность членов, содержащих погрешность (i во второй и более высоких степенях;

- если первая производная равна нулю, что имеет место при  экстремальных значениях функции.

В зависимости от способа задания погрешностей (i существует несколько методов расчета общей погрешности:

- если заданы числовые характеристики погрешности (i – СКО случайной погрешности и систематическая погрешность (, то можно рассчитать СКО случайной погрешности и систематическую погрешность результата. При большом числе частных погрешностей (i в силу центральной предельной теоремы проявляется нормализация закона распределения общей погрешности, поэтому иногда в первом приближении закон распределения общей погрешности считают гауссовским;

- если заданы предельные инструментальные погрешности, то рассчитывают предельную погрешность измерений, существенно превышающую реально существующую;

- если известны законы распределения частных погрешностей, то можно рассчитать закон распределения общей погрешности. К такому методу прибегают редко.

Для определения систематической погрешности полученной оценки возьмем математическое ожидание от правой и левой частей равенства. Поскольку математическое ожидание суммы равно сумме математических ожиданий, то
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или 
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(3)

Для оценки случайной погрешности результата косвенных измерений вычтем (3. из (2) и, пренебрегая членами, содержащими погрешность во второй степени, получаем:
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.

Возведем полученное равенство в квадрат и определим математическое ожидание от левой и правой частей:
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откуда 
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 (4)

где коэффициент корреляции [image: image48.png]&, /0,0,





Для некоррелированных погрешностей
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 (5)

Заметим, что законы суммирования средних квадратических отклонений справедливы при любых законах распределения случайных погрешностей.

Частные случаи вычисления погрешностей. Погрешность суммы. Пусть зависимость у от xi имеет вид суммы:
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Подставив частные производные [image: image51.png]af 18x,



= ai в (2) и в (3), получим
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Для некоррелированных погрешностей

[image: image54.png]


.



           (9)

Пример 1. По результатам прямых измерений емкостей С2 = 102,3 пФ и С1 = 94,8 пФ определена емкость С = С2 – С1. Найдем погрешность измерений емкости С, если заданы составляющие погрешностей измерений С2 и С1. Систематические погрешности (С2 = 1,1 пФ; (С1 = 0,9 пФ; СКО случайных погрешностей, подчиненных гауссовскому закону, (С2 = 0,5 пФ; (Cl = 0,5 пФ. Коэффициент корреляции r12 = 0.
Согласно формулам (3.9) и (3.12) систематическая погрешность (C = (С2 – (C1 = 0,2 пФ, а СКО случайной погрешности (С = [image: image55.png]2 452yl
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 ( 0,71 пФ.

Исправленный результат С – (С = 7,3 пФ. Для вероятности P( = 0,95 t = 1,96 и (г = =1,96.0,71 ( 1,4 пФ. Результат измерений (7,3 ± 1,4) пФ.

Относительное значение СКО измерения разности С = С2 – С1
(C = [image: image56.png]2
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возрастает с уменьшением разности. При малых разностях С2 ( С1 и можно при​нять (C1= (C2. Тогда (C = [image: image57.png]YuCW2/C



, где [image: image58.png]21T > 1



.
Так, в рассмотренном примере (C1 ( (C2  ( 0,5 %, а СКО результата (C  = 9,4 % возросло почти в 20 раз по сравнению с (C1. Из-за роста погрешностей измерений малых разностей к их измерениям стараются не прибегать.

На СКО результата сильно влияет коэффициент корреляции r12. Если, например, (С1 = (С2 и r12 = 1, то согласно (8)[image: image59.png]172
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 Это связано с тем, что в данном случае значения случайных погрешностей (1 и (2 измерений Ci и С2 одинаковы и поэтому при вы​читании компенсируются. 

 Погрешность произведения. Рассмотрим функцию вида
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Подставив в (6) частные производные
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и поделив правую и левую части на у, получим
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где (/y и (i/xi – относительные систематические погрешности измерения у и х, соответственно.

Среднее квадратическое отклонение вычислим согласно (2):
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Поделив правую и левую части на z, получим более удобную форму записи:
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где (i = (i/xi и ( = (/y – относительные СКО результатов изме​рений у и xi соответственно.

Если погрешности не коррелированы, то
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Пример 2. По результатам прямых измерений напряжения U = l,21 В и со​противления R = 980 Ом косвенным образом измерена мощность P = U2/2R. Определим погрешность измерений, если заданы систематические погрешности (U = 0,08 В и (R = 10 Ом измерений напряжения и сопротивления и СКО случайных погрешностей, подчиненных гауссовскому закону, (U = 0,11 В; (R =2 Ом. Результаты измерений не коррелированы.

В данном случае зависимость P=U2(2R)–1 является произведением, поэтому следует воспользоваться формулами (12) и (13). Относительная системати​ческая погрешность измерений мощности (P/P = 2(U/U – (R/R = 0,12. Относи​тельное СКО [image: image66.png]


 Мощность P = U2(2R)–1 = 0,747 мВт. Абсо​лютные погрешности (P = 0,122P = 0,057 мВт, (p= =0,128(p = 0,00956 мВт. Исправ​ленный результат Р – (P = 0,390 мВт; погрешность (г = 1,96(р =
= 0,025 мВт. Результат измерений 0,390 ± 0,025 мВт; P(  = 0,95.

Пример 3. Индуктивность контура L связана с резонансной частотой (р, резонансной емкостью Ск и собственной емкостью С0 катушки индуктивности соотношением [image: image67.png]=2+l




 Формулы для вычисления систематической по​грешности (L и СКО (L можно получить, используя общие соотношения (3.6) и (3.7). Однако в данном случае проще представить исходное соотношение в виде [image: image68.png]L=
(@34



, где А = Ск + С0. Отсюда согласно (11)
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где (A можно определить по формуле (3.10): (A  = (Ск + (С0 . Относительное СКО [image: image70.png]
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Пример 4. Рассмотрим случай косвенных измерений нелинейной функции. Пусть измеряется ток квадратичного элемента, описываемого соотношением i = (u2, где u = 0,1 В, а коэффициент ( задан точно.

Сначала определим верхнюю и нижнюю границы тока, исходя из линейной модели (2). Предельная погрешность измерений тока (пи = [image: image72.png]L
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 = 2(U(пU = 2[image: image73.png]


100[image: image74.png]


0,1[image: image75.png]


0,02 = 0,4 мА. Следовательно, значение тока лежит в пределах 1–0,4 = 0,6 мА и 1+0,4 = 1,4 мА.

Оценим теперь пределы посредством подстановки в исходную формулу минимального и максимального значений напряжения 0,08 и 0,12 В. Их подстановка в формулу [image: image76.png]


 дает границы тока 0,64 мА и 1,44 мА, что существенно отличается от границ, полученных согласно (2). Это несоответствие вызвано большей погрешностью напряжения U, составляющей 20 %. В рассматриваемом случае расчет погрешностей следует проводить согласно (3.4) с учетом второй производной. При этом [image: image77.png]


, и погрешности составляют (i1=2[image: image78.png]


100[image: image79.png]


0,1[image: image80.png]


0,02+100[image: image81.png]


0,022 = 0.44 и (i2 = –2[image: image82.png]


100[image: image83.png]


0,1[image: image84.png]


0,02 + 100[image: image85.png]


0,022 = _0,36.

Границы тока равны 1–0,36 = 0,64 мА и 1+0,44 = 1,44 мА, что соответствует точному результату, полученному прямой подстановкой. На практике погрешности обычно малы, поэтому в учете второй производной, как правило, нет необходимости.

  

Практическое занятие № 6

РАСЧЕТ ПОГРЕШНОСТЕЙ КОСВЕННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ ПО ПОГРЕШНОСТЯМ ПРЯМЫХ ИЗМЕРЕНИЙ
 Погрешности косвенных измерений необходимо рассчитывать не только при проведении косвенных измерений, но и при оценке погрешностей ИВК, работа которых основана на проведении определенных вычислений. Во многих случаях исходными данными для расчета погрешностей являются нормируемые метрологические характеристики средств измерений. По этим характеристикам с учетом методических погрешностей следует определить погрешности измерений параметров xi — исходные данные для расчета погрешности косвенных измерений. Методика расчетов зависит от формы задания метрологических характеристик средств изме​рений.

Чаще всего погрешности средств измерений нормированы допускаемым пределом. В этом случае параметры xi заданы в виде исправленных результатов и симметричных границ интервала ± (пi в пределах которого лежит погрешность. Если известны систематические погрешности, то оценку измеряемой величины определяют по формуле для расчетов y, подставляя в нее вместо xi исправленные результаты xиci:

yис = f(xис1...xисn).

Если параметры xi измеряют приборами, для которых нормированы пределы допускаемых погрешностей, то погрешности измерений параметров оценивают предельными погрешностями (пi, в которых учтены инструментальные и методические погрешности. Как указывалось, погрешности (пi являются оценками сверху для измерений погрешностей измерений любым экземпляром средств измерения данного типа. Следуя этой методике, погрешность косвенных измерений можно оценить предельным значением, полученным для наименее благоприятного случая. Предельная погрешность
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дает сильно завышенную оценку. Результат измерений 

yис ( (п.

Существует и другой способ суммирования погрешностей (i аргументов, основанный на математическом моделировании свойств погрешностей. Погрешности (i считают случайными, статистически независимыми и подчиненными равномерным законам с границами ± (пi. Для таких погрешностей СКО равно (пi /[image: image87.png]


. СКО результата косвенных измерений
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Если число аргументов велико, то в силу центральной предельной теоремы погрешность изменений у можно считать распределенной по гауссовскому закону. Тогда границы погрешности при Р( = 0,95
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Границы погрешности рассчитывают по формуле
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           (2)

Результат измерений 

yис ( (г
записывают без указания вероятности. Вероятность P(  = 1 в этом случае не обеспечивается.

 

Пример 1. Определим результат косвенных измерений резонансной частоты контура fp = 0,5(f1 + f2), где fi и f2 — частоты, соответствующие границам полосы пропускания и измеренные непосредственно частотомером. Результаты прямых измерений: fi = 163,83 кГц; (п1= 0,03 кГц; f2 = 169,33 кГц; (п2 = 0,05 кГц. Резо​нансная частота fp = 0,5(fi + f2) = 166,63 кГц.

Получим расчетные формулы для оценки погрешностей согласно (2). Про​изводные dfp/df1 =dfр/df2 = 0,5, поэтому (г = 0,5[image: image91.png](42 + AT



 = 0,029 ( 0,03 кГц. Результат косвенных измерений 166,58 ± 0,03 кГц.

Оценка погрешности по (1) дает несколько больший результат: (п = 0,5((п1 + (п2) = 0,04 кГц.
 
Погрешности, рассчитанные по формулам (1) и (2), различаются тем меньше, чем сильнее отличаются слагаемые (df/dxi) (пi и чем меньше их число. Наибольшее различие полученных по (1) и (2) погрешностей будет при одинаковых слагаемых, оно возрастаете ростом числа слагаемых. Например, если все слагаемые равны единице, то при двух слагаемых (п = 2 отличается от (г = 1,4 всего на 30 %, а при десяти слагаемых (п = 10, (г = 3,2, и погрешности отличаются в три раза.

 
Практическое занятие № 7

ПОГРЕШНОСТИ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПОЛОЖЕНИЙ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ УРОВНЕЙ И ЗАДАННЫХ УРОВНЕЙ

Для описания характеристик некоторых цепей, например АЧХ узкополосных устройств, иногда достаточно двух параметров: по​лосы пропускания, определенной на заданном уровне, и значения частоты, соответствующего максимуму частотной характеристики. Погрешности измерения подобных параметров имеют определенные особенности.

Погрешность при определении положения экстремального уровня. Положение экстремального уровня определяют с помощью индикаторов экстремальных уровней, позволяющих судить о достижении экстремальных значений подводимой к индикатору величины. Например, настройку колебательного контура в резонанс можно контролировать с помощью вольтметра, измеряющего амплитуду напряжения на конденсаторе. Резонансное значение частоты отсчитывают по шкале генератора, питающего контур. Пусть зависимость показаний индикатора ( = f(x) от измеряе​мой величины х имеет вид, показанный на рис. 1. При измерениях оператор плавно изменяет величину х, одновременно наблюдая показания индикатора, пока не будет достигнут экстремальный уровень (э, и отсчитывает значение хэ. Погрешность (( индикации экстремума, зависящая от свойств индикатора, связана с погрешностью (x соотношением:
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где производные взяты при x = xэ. Поскольку в этой точке df/dx = 0, то
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Предельная погрешность (п, определения х будет соответствовать такому отклонению ((, которое может быть обнаружено оператором. Это отклонение оценивают разрешающей способностью ((р экстремального индикатора. Тогда предельная погрешность
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           (1)

Для индикаторов со стрелочными указателями разрешающую способность принимают равной 0,2...0,5 деления шкалы, а для цифровых приборов она составляет единицу младшего разряда показаний.

Заметим, что систематическая погрешность приборов, используемых в качестве экстремальных индикаторов, несущественна, поскольку в процессе измерений необходимо лишь зафиксировать наличие экстремума.
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                        Рис.1                                                       Рис.2                            

 Погрешность при измерении положения заданного уровня. Пусть необходимо определить положение xур заданного уровня (ур = K(m, определенного по известной характеристике ( = f(x) (рис. 2). Если коэффициент K и максимальное значение показаний (m известны точно, то погрешности (x и (( связаны соотно​шением:
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Предельная погрешность определения положения заданного уровня 
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                       (3.20)

где (п( — предельная погрешность измерений (.

 
 

Практическое занятие № 8

СВОЙСТВА ОЦЕНОК. ПРОВЕРКА ОДНОРОДНОСТИ ВЫБОРКИ
Методика обработки результатов измерений с многократными наблюдениями зависит от свойств погрешностей. Например, если погрешность за время измерений описывается стационарным случайным процессом, то эту стационарность следует контролировать. Нестационарность процесса чаще всего может проявляться в форме изменении математического ожидания — систематической погрешности. Поэтому в ходе обработки данных необходимо убедиться в отсутствии ухода систематической погрешности.

Результаты измерений не должны содержать грубых погрешностей, которые исключают из расчетов. Для правильного выбора алгоритма обработки результатов наблюдений необходимо знать закон распределения погрешностей, который оценивают по экспериментальным результатам.

 Требования к оценкам статистических характеристик. По результатам многократных наблюдений — выборке х1, х2,..., хп.— при конечном числе опытов п можно получить не сами числовые характеристики погрешностей, а их оценки, являющиеся случайными величинами. В зависимости от способа обработки выборки оценки могут быть разными. Например, в качестве оценок математического ожидания результатов измерений можно взять один из результатов, среднеарифметическое выборки или полусумму наибольшего и наименьшего значений выборки. Естественно, что статистические характеристики этих оценок будут отличаться.

Наиболее приемлема оценка, обладающая свойствами состоятельности, несмещенности и эффективности. Состоятельность заключается в том, что оценка сходится по вероятности к оцениваемо​му параметру. Несмещенность означает, что математическое ожидание оценки должно быть равно оцениваемому параметру. Эффективной считают оценку, дисперсия которой наименьшая среди дисперсий других оценок. В дальнейшем оценки будут обозначаться знаком (. Так, оценка математического ожидания, оценка СКО [image: image98.png]Qs



.
Выбор оценок зависит от априорных (доопытных) данных о погрешности и измеряемой величине. Если задан вид плотности вероятности погрешности и измеряемой величины, то пользуются байесовскими оценками. К ним, в частности, прибегают при o6paботке радиолокационных сигналов. Если сведения об измеряемой величине отсутствуют, но известна плотность вероятности погрешности, то оценки часто определяют методом максимального правдоподобия. Такие оценки асимптотически (при n ( () состоятельны, несмещены и эффективны. Однако при выборке конечного объема они могут и не обладать перечисленными свойствами.

Если неизвестны законы распределения погрешности и измеряемой величины, то можно применять устойчивые к изменениям статистических характеристик сигнала и погрешности (робастные) оценки. 

Обнаружение ухода систематической погрешности. Анализ погрешности измерений будет проведен для однородной выборки, статистические свойства которой не меняются во времени. Обычно неоднородность проявляется в изменении систематической погрешности в ходе измерений, СКО же, как правило, меняется незначительно. Поэтому в первую очередь необходимо определить, постоянна ли систематическая погрешность.

Существует несколько способов обнаружения изменяющейся во времени систематической погрешности. Так, можно воспользоваться методом наименьших квадратов. Этот метод позволяет не только обнаруживать сам факт непостоянства, но и определять зависимость систематической погрешности от времени, что позволит в дальнейшем ее исключить. Существуют и методы, позволяющие только обнаруживать изменения погрешности, но не дающие количественной оценки изменений.

Если систематическая погрешность изменяется монотонно, то можно применить критерий тренда. Его сущность заключается в следующем. Пусть получена последовательность из п независимых результатов многократных наблюдений х1, х2,..., хп, характеризуемая неравенствами вида xi > xj где i < j. Каждое неравенство называют инверсией. Общее число инверсий
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где  [image: image100.png]


– число инверсии для xi,
[image: image101.png]



Если последовательность наблюдений не содержит медленных изменений систематической погрешности, то число инверсий — дискретная случайная величина с плотностью вероятности р(A), зависящей только от n, и математическим ожиданием [image: image102.png]


 = 0,25n (n –1). При n ( ( закон распределения для числа инверсии нормализуется.

Если по результатам эксперимента получена выборка, то возможны два взаимоисключающих варианта: тренда нет или тренд есть. Проверим гипотезу H0 о существовании тренда, если в действительности он есть. Для этого на графике р(А) выбирают нижнюю Ан и верхнюю Ав границы критической области А < Aн или A > Ав. Вероятность а попаданий числа инверсий в критическую область называют уровнем значимости и выбирают малой: от 0,01 до 0,1. Границы устанавливают так, чтобы вероятности событий А < Aн и A > Ав были одинаковы и равны (/2 (табл. 1).

 

Таблица 1. Границы Ан и Ав интервалов для числа инверсий при заданной вероятности (
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Вероятность попадания числа инверсий в критическую область — событие маловероятное, поэтому такое событие можно рассматривать как признак существования тренда и принять гипотезу H0 с уровнем значимости (. Однако такой выбор может быть ошибочным. При наличии тренда из-за случайного характера инверсий экспериментально полученное значение A может попасть в область между границами, а не в критическую область. В этом случае мы должны принять гипотезу об отсутствии тренда, т. е. отвергнуть верную гипотезу H0. Это ошибка первого рода, ее вероятность падает с уменьшением (. Ошибка второго рода возникает в случае принятия неверной гипотезы, например, если в действительности тренда не было, но результат попал в критическую область и мы приняли гипотезу о наличии тренда.

Если результаты наблюдений не содержат ухода, то с вероятностью Р = 1 – ( общее число инверсий А оказывается в пределах Ан...Ав. Если в ходе наблюдений систематическая погрешность увеличивается, то в среднем увеличиваются и последующие результаты по сравнению с предыдущим, а следовательно, уменьшается число инверсий. Уменьшение же систематической погрешности в ходе наблюдений вызывает увеличение числа инверсий. Если число инверсий А окажется вне интервала Ан...Ав, выбранного для данной вероятности Р, то считают, что существует достаточно оснований для принятия гипотезы об уходе систематической погрешности.

 

Пример 1. Пусть получены результаты десяти измерений с многократными наблюдениями: x1 = 3,l; x2 = 3,8; х3 = 2,7; х4 = 3,3; х5 = 3,7; х6 = 4,4; х7 = 3,6; х8 = 4,l; х9 = 2,6; х10 = = 3,5.

Для расчета числа инверсий каждое значение хi, следует сравнить со всеми последующими значениями. Для первого результата х1 неравенство х1 > хj будет наблюдаться в двух случаях: х1 > х3 и х1 > х9, следовательно, число инверсий А1 = 2. Задавшись значением х2, получим, что х2 > х3; х2 > х4; х2 > х5; х2 > х7; х2 > х9; х2> х10, откуда число инверсий A2 = 6. Продолжая анализ последовательности, получаем: A3 = 1; A4 = 1; A5 = 3; A6 = 4; A7=1; A8 = 2; A9 = 0. Общее число инверсий A =21.

Из табл. 1 следует, полученное значение A = 13 попадает в интервал A = 11, Ав = 33. Следовательно, с уровнем значимости ( = 0,05 можно принять гипотезу об отсутствии ухода систематической погрешности.

 

Практическое занятие № 9

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ФОРМЫ ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ
 Экспериментальные исследования погрешностей средств измерений различных типов показали, что законы распределения погрешностей могут существенно отличаться от гауссовского. Поскольку знание реального закона распределения необходимо для выбора методики получения оценки измеряемой величины, то в необходимых случаях приходится выбирать закон распределения, в наибольшей мере соответствующий экспериментальным данным — идентифицировать форму закона распределения.

Для решения этой задачи необходимо, чтобы число измерений было больше 15...20. Меньшее число измерений не позволяет судить о законе распределения.

Гистограмма. Исходные данные для выбора закона распределения получают из гистограммы. Для ее построения по результатам многократных наблюдений строят вариационный ряд — располагают результаты в порядке возрастания и выбирают минимальное х1 и максимальное хп значения — крайние члены вариационного ряда. Отрезок хп–х1 между ними делят на m интервалов одинаковой протяженности d. Интервалы ограничены значениями xi и xi+1, где xi = xi+ (i – 1)d; xi+1 = xi + id (i = 1, 2,..., m + 1). Заметим, что верхняя граница последнего интервала хт+1 = хп. По вариационному ряду определяют число ni результатов, попавших в каждый интервал, а затем вычисляют относительные частоты ni / n.

Относительные частоты являются оценками вероятности pi попадания результатов в данный интервал, т. е. [image: image104.png]P=nin



 Нормированные по ширине интервала относительные частоты ni / nd могут служить оценкой среднего значения плотности вероятностей на интервале. Границы интервалов откладывают на числовой оси, а на каждом интервале строят столбик высотой ni/nd. По совокупности столбиков оценивают форму изменения плотности вероятностей. В пределе при n ( ( и d ( 0 гистограмма превращается в плавную кривую.

 

Пример 2. Построим гистограмму для  пятидесяти результатов наблюдений, приведенных в табл. 2.
Таблица 2. Результаты многократных наблюдений измеряемой величины
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В данном случае х1 = 32; хп = 78. Для упрощения дальнейших расчетов эти значения округлим до х1 = 30 и хп = 80. Примем число интервалов m = 20, тогда протяженность интервала d= (80 – 30)/20 = 2,5. 
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Рис.1

Для определения ni, по результатам, приведенным в табл. 2, воспользуемся простым приемом построения: попавший в данный интервал результат отмечают горизонтальной черточкой. Черточки располагают с одинаковым шагом h по вы​соте, который выбирают, исходя из удобства масштаба по оси ординат, например h = 5 мм. По окончании построения высота столбиков в принятом масштабе будет соответствовать значениям ni в данном интервале. Окончательный резуль​тат построения гистограммы приведен на рис. 1, а. Над столбиками указаны числа ni. 

Масштаб по оси ординат должен быть таким, чтобы площадь всех столбиков равнялась единице. Столбики состоят из 50 (по числу наблюдений) прямоугольников с одинаковым основанием d, высотой h и площадью dh. Следовательно, высоте одного прямоугольника соответствует плотность вероятностей, равная dh/50.
Полученная гистограмма сильно изрезана, что обусловлено случайным характером попаданий чисел ni в интервалы. Изрезанность можно уменьшить, если расширить интервалы или увеличить число наблюдений. Гистограммы для m = 10 и m = 5 показаны на рис. 1, б и в.

 

Расчет гистограммы на ЭВМ имеет некоторые особенности. Границы гистограммы иногда определяют, исходя из априорных сведений о погрешностях с некоторым запасом. После выбора числа разбиений т и расчета границ интервалов переходят к вычислению ni. Перебор результатов наблюдений требует определенных затрат машинного времени, его можно существенно сократить, если номер интервала, в который попадает данный результат, определять как частное (хi – x1)/d, значение которого округляют в большую сторону до ближайшего целого. Принятая методика позволяет рассчитывать гистограмму в реальном масштабе времени по мере поступления экспериментальных данных.

Выбор числа разбиений при построении гистограммы. При заданном объеме выборки число разбиений определяет степень изрезанности гистограммы, поэтому для ее сглаживания протяженность интервала d следует увеличивать. Однако с ростом интервала d теряется информация о форме изменения искомой плотности вероятностей, так как сглаживаются его особенности. Так, по гистограмме из трех столбиков любое колоколообразное или трапецеидальное распределение может быть оценено как треугольное. Если же взять один интервал, то независимо от формы исходной плотности вероятностей распределение будет сведено к равномерному.

Для каждого вида закона распределения существует оптимальное число интервалов, при котором гистограмма будет в наибольшей мере соответствовать графику плотности вероятности.

Оптимальное число интервалов в первую очередь должно зависеть от числа наблюдений. Кроме того, число интервалов зависит от эксцесса. Исследования показали, что для большинства встречающихся на практике законов распределения, включая трапецеидальный, гауссовский, Лапласа, оптимальное число интервалов 
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Рис.2

Если эксцесс закона распределения неизвестен, но заключен в интервале –1,2...3, то оптимальное число m лежит от mн = 5,4[image: image109.png]


lg(n/10) до mв = 9,8 lg(n/10). Область значений m при разных числах наблюдений показана на рис. 2. 

 

Выбор интервалов одинаковой длины не всегда целесообразен. Так, на участках быстрого изменения плотности вероятностей или в тех точках, где плотность вероятностей меняется скачкообразно, интервалы следует уменьшить. Крайние же столбцы гисто​граммы можно сделать более протяженными.

Критерии согласия. В большинстве случаев конечной целью построения гистограммы является установление аналитической формы плотности вероятности. Для этого необходимо сначала определить модель закона распределения. Выбор модели производят по форме гистограммы. В простейшем случае просто визуально подбирают аналитическую модель, форма графика которой похожа на гистограмму. Таких моделей может быть несколько. 

Выбрать наиболее подходящую модель закона распределения позволяют критерии согласия. Существуют критерии, позволяющие оценить, насколько реальное распределение близко к гауссовскому. Таким критерием является составной, рекомендованный ГОСТ. Для его реализации необходимо 15...50 измерений. Недостаток критерия в том, что он не позволяет оценить возможную принадлежность выборки к другим законам распределения. От этого ограничения свободен критерий Пирсона, позволяющий оценить принадлежность выборки к другим законам.

Критерий Пирсона. Для расчетов по этому критерию необходимо сначала совместить выбранную плотность вероятностей модели с гистограммой. По опытным данным  вычисляют оценки математического ожидания [image: image110] и СКО s. Эти параметры определяют плотность вероятности. По плотности вычисляют вероятности рi, попадания результатов в каждый интервал:
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и вычисляют разности ni – npi.

Пирсон показал, что закон распределения суммы при n > 50...100

[image: image112.png]



с ростом числа наблюдений стремится к закону (2, а число степеней свободы L распределения определяется как разность между числом m столбиков и числом связей между результатами наблюдений. В данном случае первая связь заключается в том, что число результатов, попавших в последний интервал, нельзя считать независимой величиной, поскольку оно равно разности между п и числом попаданий в остальные m – 1 интервалы. Другие связи обусловлены числом параметров закона распределения, необходимых для совмещения с гистограммой. Если вычислялись оценки [image: image113.png]


 и s двух параметров распределения, то в итоге число степеней свободы L = m – 3.
Таблица 3. Значения (2 при заданной вероятности
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Сумма (2 является мерой расхождения закона распределения и гистограммы. Очевидно, что чем меньше сумма, тем меньше оснований сомневаться в правильности выбора закона распределения. 

Для оценки соответствия закона распределения и гистограммы задают критическое значение (2a, соответствующее малой вероятности которую обычно выбирают в пределах 0,01...0,1. Значения (2a при заданной вероятности а приведены в табл. 3. Если окажется, что (2 [image: image115.png]


 (2a, то вероятность такого события мала, поэтому гипотезу о законе распределения отвергают с уровнем значимости a.

Если (2 [image: image116.png]


 (2a,. то гипотезу принимают. Понятие гипотезы означает, что она не противоречит экспериментальным данным. Однако это не позволяет сделать вывод об однозначном соответствии данного закона распределения результатов наблюдений принятому закону распределения. Могут существовать и другие законы, которые также не противоречат гистограмме.

 
Пример 3. Оценим закон распределения экспериментальных данных, приведенных в табл. 2 и отраженных на гистограмме (рис. 1, в). Сравнивая гистограмму с известными графиками плотности вероятностей различных законов распределения, можно заключить, что для описания гистограммы можно было использовать законы с пологой вершиной, например гауссовский, треугольный или трапецеидальный законы. Примем сначала в качестве математической модели гауссовский закон.

В качестве математического ожидания и СКО принимают их оценки [image: image117] = 5,466 и s = l,067. График плотности вероятности построен на рис. 3. Результаты дальнейших расчетов приведены в табл. 4.
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Рис.3

Таблица 4. Расчеты по критерию согласия (2 Пирсона 
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По данным табл. 4

(2  = [image: image120.png](5-372 (2-1237 (20-17.97 (9-1166)" (4—3,32)’713,437027
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Задавшись уровнем значимости a  = 0,1, из табл. 3 определим критическое значение (2 a  = 4,6. Поскольку (2  < (2 a  то можно считать, что гауссовский закон с математическим ожиданием [image: image121] = 5,466 и СКО 1,067 не противоречит экспериментальным данным.

Рассмотрим теперь, в какой мере гистограмме отвечает треугольный закон с такими же математическим ожиданием и СКО. Расчет дает (2 = 0,22, так что треугольный закон также можно принять за математическую модель. Вопрос же о достоверном и однозначном выборе закона распределения на основе критериев согласия решен быть не может.

Составной критерий. Составной критерий заключается в последовательном использовании двух критериев. Критерий 1 состоит в том, что вычисляют параметр

[image: image122.png]



– нормированное среднее отклонение результатов от среднеарифметического. Затем выбирают уровень значимости q и по табл. 4.5 находят квантили dq/2 и d(1–q/2) распределения случайной величины d для гауссовского закона. Уровень значимости q выбирают в пределах 0,01...0,05. Если выполняется неравенство d(1–q/2) ( [image: image123.png]


 ( dq/2, то гипотезу о нормальном распределении принимают, в противном случае ее отвергают.

Критерий 2 служит для проверки больших отклонений от среднего. Модули всех разностей [image: image124.png]


 сравнивают с уровнем t где t — коэффициент, соответствующий вероятности Р и определяемый по табл. 1. Если не более т разностей превзошли этот уровень, то гипотезу принимают, а если же число разностей превышает его, то гипотезу о нормальном распределении отвергают.

Таблица 5. Квантили распределения d
	п
 
	q/2
	1 – q/2

	
	0,01
	0,05
	0,1
	0,9
	0,95
	0,99

	11
	0,9359
	0,9073
	0,8899
	0,7409
	0,7153
	0,6675

	16
	0,9137
	0,8884
	0,8733
	0,7452
	0,7236
	0,6829

	21
	0,9001
	0,8768
	0,8631
	0,7495
	0,7304
	0,6950

	26
	0,8901
	0,8686
	0,8570
	0,7530
	0,7360
	0,7040

	31
	0,8826
	0,8625
	0,8511
	0,7559
	0,7404
	0,7110

	36
	0,8769
	0,8578
	0,8468
	0,7583
	0,7440
	0,7167

	41
	0,8722
	0,8540
	0,8436
	0,7604
	0,7470
	0,7216

	46
	0,8682
	0,8508
	0,8409
	0,7621
	0,7496
	0,7256

	51
	0,8648
	0,8481
	0,8385
	0,7636
	0,7518
	0,7291


Значения Р определяют из табл. 6 по выбранному уровню значимости q, прибегая при необходимости к линейной интерполяции.

Если хотя бы в одном критерии гипотезу отвергают, то считают, что распределение отлично от нормального. Если гипотеза о нормальном распределении принимается в двух критериях, то ее принимают с уровнем значимости q ( q1+q2.

Пример 4. С помощью составного критерия оценим принадлежность к гауссовскому закону первых 15 результатов наблюдений, приведенных в табл. 2. Расчеты по этим данным дают следующие результаты: [image: image125.png]


 = 0,956; s = 1,025; [image: image126.png]


 = 89,35. Выберем для критерия 1 уровень значимости q1 = 0,02. Из табл. 4.5, прибегая к линейной интерполяции, для n = 15 находим d1 = 0,68, d2 = 0,92. Поскольку неравенство 0,68 ( 0,89 ( 0,92 выполняется, то с заданным уровнем значи​мости q1 = 0,02 гипотеза о нормальном распределении принимается.

Для проверки по критерию 2 из табл. 6 при n = 15 и уровне значимости q1 = 0,05 находим Р = 0,98 и m = 1. Для гауссовского распределения t = 2,33. Расчеты показывают, что ни один из модулей разностей [image: image127.png]


 не превышает уровня ts = 2,39, хотя в соответствии с условиями критерия m = 1 и одна разность могла бы превысить этот уровень. Следовательно, гипотезу о нормальном распределении принимают с уровнем значимости q = q1+q2 = 0.07.

 

Таблица 6. Значения Р
	п
	т
	q

	
	
	0,01
	0,02
	0,05

	15...20
	1
	0,99
	0,99
	0,98

	21...22
	2
	0,98
	0,97
	0,96

	23
	2
	0,98
	0,98
	0,96

	24...27
	2
	0,98
	0,98
	0,97

	28...32
	2
	0,99
	0,98
	0,97

	33...35
	2
	0,99
	0,98
	0,98

	36...49
	2
	0,99
	0,99
	0,98


 

Практическое занятие № 10

МЕТОДЫ ИСКЛЮЧЕНИЯ ГРУБЫХ ПОГРЕШНОСТЕЙ
 В ходе статистической обработки результатов многократных наблюдений иногда выясняется, что некоторые результаты аномальны, т. е. значительно превышают ожидаемую погрешность. Аномальные результаты могут быть проявлением случайного характера погрешностей или особенностей измеряемой величины. Такие результаты следует сохранить для последующей обработки. Однако появление аномальных результатов может быть, и обусловлено факторами, не отражающими сущность эксперимента. Например, причиной аномальных результатов могут быть скачки питающего напряжения, вызванные включением в сеть мощных потребителей энергии. Помехи такого типа не в полной мере подавляются стабилизаторами источников питания средств измерений и могут вызывать резкие непредсказуемые изменения показаний. В этом случае считают, что результат содержит грубую погрешность, и его исключают из дальнейшей обработки.

Разработка и анализ методов исключения имеют большое практическое значение, поскольку при использовании сложной измерительной аппаратуры доля аномальных результатов может достигать 10...15 % общего числа измерений.

Общие методы исключения грубых погрешностей. Вопрос об исключении аномальных результатов невозможно однозначно решить в общем виде, поскольку для принятия такого решения необходим тщательный анализ конкретных целей эксперимента, особенностей измерительной аппаратуры и характера поведения измеряемой величины. Особую осторожность следует проявлять тогда, когда исследуются процессы с мало изученными характеристиками.

Иногда основанием для исключения аномальных результатов могут служить эвристические предпосылки, связанные, например, с воспоминаниями экспериментатора о нарушениях условий эксперимента. Если же проведение эксперимента и обработку его результатов осуществляют с помощью ИВК, то необходимы формальные признаки исключения грубых погрешностей.

Наиболее распространенным методом исключения результатов, содержащих грубые погрешности, является цензурирование результатов измерений — исключение результатов, погрешности которых превышают установленные границы цензурирования ± хц. Грубые оценки границы получают, пользуясь правилом «трех сигма», согласно которому границы цензурирования хц = 3(. Для гауссовского закона распределения погрешностей вероятность превышения погрешностью этого уровня составляет 0,0027 (рис. 1), и результат с такой погрешностью исключают. При равномерном законе промахами вызваны все результаты, превышающие уровень [image: image128.png]a3



, поэтому граница оказывается сильно завышенной. Для закона Лапласа вероятность выхода погрешности за пределы ± 3( составляет 0,05, так что такие события нельзя считать маловероятными и исключать результаты неправомерно.
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Рис.1

Таким образом, границу цензурирования следует выбирать в зависимости от того, насколько быстро спадает плотность вероятности на краях графика. Протяженность спадающей части графика характеризуют эксцессом, поэтому и граница цензурирования должна быть возрастающей функцией эксцесса. 

Если задать определенную вероятность ( выхода результатов за границу цензурирования, то очевидно, что число результатов, превысивших уровень границы, будет возрастать с ростом числа наблюдений. Для того чтобы практически все результаты, не содержащие грубых погрешностей, не выходили за границы цензурирования, необходимо сам уровень увеличивать с ростом п.
Границы цензурирования, при которых в среднем из результатов измерений исключается менее одного, определяются соотношением:
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    (1)

справедливым для гауссовского и равномерного законов распре​деления, а также закона Лапласа.

Иногда границы рассчитывают по формуле хц = [image: image131.png]o1+13/E+2)




 Методика обработки результатов измерений, содержащих грубые погрешности. Для расчета границ цензурирования необходимо знать значения ( и E, вместо которых в формулу (1) подставляют их оценки, полученные по результатам наблюдений. При ограниченном числе наблюдений оценки определяются со значительными погрешностями, которые сильно возрастают из-за наличия результатов, содержащих грубые погрешности. Вычисленные на основании грубых оценок границы цензурирования могут быть сильно завышенными и служить основанием для ошибочных выводов. Поэтому задачу цензурирования решают методом последовательных приближений, постепенно уточняя полученные результаты.

Сначала определяют оценку математического ожидания методами, устойчивыми к промахам, например, взяв в качестве оценки медиану результатов измерений. Наиболее удаленные от математического ожидания результаты исключают во избежание резкого возрастания погрешностей оценок и рассчитывают границы цензурирования. Если в пределах границ окажется часть отброшенных результатов, то их возвращают в выборку и снова рассчитывают оценки [image: image132] и [image: image133.png]


.

Если же среди неисключенных имеются результаты, превышающие границы, то их отбрасывают и снова рассчитывают оценки. Процесс повторяют до тех пор, пока не будут исключены все результаты, содержащие грубые погрешности.

На окончательном этапе обработки выбирают эффективную оценку математического ожидания, для которой определяют окончательные значения [image: image134] и [image: image135.png]


.

Многократные наблюдения используют для точных метрологических измерений и экспериментального определения статистических характеристик погрешностей. Перед обработкой результатов измерений с многократными наблюдениями необходимо убедиться в отсутствии изменений систематической погрешности, исключить возможные грубые погрешности и оценить вид закона распределения случайной погрешности.

Уход систематической погрешности можно обнаружить с помощью критерия тренда. По гистограмме с помощью критериев согласия определяют вид закона распределения, не противоречащий экспериментальным данным. Грубые погрешности исключают путем установления границ цензурирования. Выход результатов за пределы границ рассматривают как признак промаха, и такие результаты также исключают.

Практическое занятие № 11

Метод максимального правдоподобия
Пусть результаты xi наблюдений измеряемой величины подчинены закону распре​деления р(хi; X; (), где X — математическое ожидание, ( — СКО. Вероятность появления результата измерений xi
[image: image136.png]B =p(x; X, 0)hx,




где (x — малый интервал.

Вероятность появления совокупности независимых результатов х1, х2,..., хп определяется как произведение вероятностей

[image: image137.png]P(x, 7, %) = ll[fi :Ax"ll[p(x,,ch)
iy iy




Параметры Х и ( до измерений неизвестны, поэтому их можно рассматривать как переменные. Метод максимального правдоподобия заключается в подборе таких значений X и (, при которых вероятность появления результатов измерений макси​мальна.

Полученные оценки называют оценками максимального прав​доподобия. Их отыскивают по максимуму функции правдоподобия

[image: image138.png]L(x, 7, vxn)vac):ll[P(mevc),
iy




которая отличается от вероятности Р(х1, х2, ..., хп)  множителем (xn, не влияющим на решение.
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Рис.1

Рассмотрим пример, поясняющий метод максимального прав​доподобия. На рис. 1 показаны результаты xi многократных наблюдений. Пусть выбранное математическое ожидание X сильно сдвинуто от центра области, в которой расположены экспериментальные точки (кривая 1 на рис. 1), тогда вероятности pi(xi), отображенные столбиками со штриховкой с наклоном налево, будут малы. Очевидно, что в данном случае вероятность Р(х1, х2, ..., хп) также мала. Если уменьшить математическое ожидание и диспер​сию (кривая 2 на рис. 1), то вероятности pt(xi), отображенные столбиками со штриховкой с наклоном направо, возрастут и соответственно увеличится функция ​ правдоподобия. Изменять X и ( следует до тех пор, пока не будет достигнут максимум функции правдоподобия.

Оценки максимального правдоподобия зависят от закона рас​пределения погрешностей. 

Вычисление оценок максимального правдоподобия. Для гауссовского закона

[image: image140.png]2
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Функция правдоподобия 

[image: image141.png]



Если функция правдоподобия содержит сомножители с пока​зательными функциями, удобнее пользоваться логарифмической функцией правдоподобия

[image: image142.png]



В данном случае функция правдоподобия дифференцируема, а ее производные непрерывны в точках xi. Поэтому оценки макси​мального правдоподобия находят, решая систему уравнений

[image: image143.png]
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Откуда

[image: image145.png]





 (1)
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 (2)

Согласно закону Лапласа

[image: image147.png]


.

При нечетном п за оценку максимального правдоподобия следует взять медиану вариационного ряда, т. е.

[image: image148.png]





 (3)

Для четных п функция правдоподобия максимальна на интер​вале от хп/2 до xn/2+1. За оценку максимального правдоподобия принимают середину этого интервала

[image: image149.png]




 (4)

При равномерном распределении погрешностей

[image: image150.png]npw @ <x, <,
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где X = (а + b)/2; [image: image151.png](b-a)!2.f3.





Оценка максимального правдоподобия

[image: image152.png](x +x,)/2





 (5)

 
Практическое занятие № 12
ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ МНОГОКРАТНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ, ПОДЧИНЕННЫХ ГАУССОВСКОМУ ЗАКОНУ

В неко​торых случаях удобнее пользоваться интервальной оценкой — интервалом, в котором с заданной вероятностью лежит измеряемая величина. Пусть результаты наблюдений подчинены гауссовскому закону, статистически независимы и не содержат систематических погрешностей.

Оценка математического ожидания и дисперсии. Оценка максимального правдоподобия (5.1) несмещенная, поскольку

[image: image153.png]



Определение ее таким образом можно рассматривать как кос​венные измерения, поэтому СКО оценки

[image: image154.png]



Оценка [image: image155.png]


 подчиняется гауссовскому закону распределения при любых п, поскольку композиция гауссовских законов при любом числе слагаемых дает гауссовский закон. Плотности вероятности p(xi) и р( [image: image156.png]


) показаны на рис. 1.
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Рис.1

Методика дальнейшей обработки результатов измерений зависит от того, известно ли точное значение дисперсии или же по результатам измерений определяется ее оценка. 

Пусть дисперсия определена для большого числа измерений или расчетным путем, так что ее значение можно принять за точное. Вероятность пребывания среднеарифметического в пределах от [image: image158.png]X -to,



 до [image: image159.png]X +io,



 равна [image: image160.png]F=F-to,25-X=:0,},



 где [image: image161.png]


 – детерминированная величина.

Поделив левую и правую части неравенства на [image: image162.png]


, получим доверительную вероятность в виде

[image: image163.png]



Поскольку случайная величина ( [image: image164.png]


– x)/ [image: image165.png]


подчинена гауссовскому закону и нормирована на СКО, то доверительная вероятность P( = 2((t), где ((t) – функция Лапласа (табл. 2.1).

Если же значение дисперсии неизвестно, то принимают не оценку максимального правдоподобия (5.2), которая оказывается смещенной, а несмещенную оценку 

[image: image166.png]





(1)

Асимптотическая несмещенность [image: image167.png]


, характерная для оценок максимального правдоподобия, проявляется с ростом числа измерений. 

Несмещенная оценка дисперсии среднеарифметического [image: image168.png]


 – случайная величина. Поэтому границы погрешности, определяемые в долях СКО также случайные, как случайна и величина [image: image169.png]


 Известно, что она подчинена закону Стьюдента с плотностью вероятности pn((), зависящей от числа измерений n, которое называют числом степеней свободы распределения.

	
	

	[image: image170.png]



	


Рис.2

Зависимости плотности вероятности pn(() для n = 2 и n = ( показаны на рис.2. При n ( ( распределение Стьюдента стремится к гауссовскому. Как следует из рис. 2, основное отличие распределения Стьюдента от гауссовского заключается в более медленном убывании плотности вероятности с ростом (. 

Доверительная вероятность

P( = [image: image171.png]A

sz,}:zfp,(s)da
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Эта функция табулирована. Некоторые значения tn, соответствующие доверительной вероятности P((t,n) = 0,9, 0,95 и 0,99 приведены в табл. 1. Результат измерений записывают в виде [image: image172.png]FEIN




Таблица 1
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Пример1. Пусть при пяти результатах наблюдений, подчиненных гауссовскому закону, получены оценки [image: image174.png]


 = 10,00 и s = 0,2. Если доверительная вероятность P(() = 0,95, то (г = tns/ [image: image175.png]


= 0,25 и доверительный интервал 10,00 ( 0,25.

В случае точного задания СКО ( = 0,2 и (г = tns/ [image: image176.png]


= 0,18 доверительный интервал станет значительно меньше: 10,00 ( 0,18. Еще больше различаются интервалы для больших значений доверительной вероятности, например P(() = 0,99. Это обстоятельство обусловлено более медленным убыванием с увеличением tn плотности вероятности распределения Стьюдента по сравнению с гауссовским законом.

 Чувствительность оценок математического ожидания к грубым погрешностям. Содержащиеся в выборке грубые погрешности исключают, используя цензурирование, но для определения его границ необходимо сначала вычислить оценки СКО и эксцесса. Поэтому цензурирование можно выполнить только по окончании измерений. Цензурирования можно избежать, используя методы обработки результатов измерений, устойчивые к грубым погрешностям. Такими свойствами обладают методы, основанные на анализе вариационного ряда, например, (-усечение выборки и медиана Ходжеса-Лемана.

Метод (-усечения реализуется в два этапа. Сначала с каждого конца вариационного ряда удаляют по ( членов, например по 25 % от их общего числа. Таким образом отсеиваются грубые погрешности. Затем по оставшейся выборке определяют оценку математического ожидания по среднеарифметическому.

В методе медианы Ходжеса-Лемана по вариационному ряду x1, x2. ..., xn строят новый вариационный ряд для полусуммы 0,5(xi+xj), где 1[image: image177.png]


 по медиане которого оценивают математическое ожидание. 

Пример 2. Пусть получен вариационный ряд 10,2; 11,3; 11,8; 12,0; 13,1 (n = 5). Его медиана Me = 11,8, причем соседние отсчеты удалены от нее на 0,5 и 0,2 единиц. Появление грубого отсчета намного меньшего медианы приведет к смещению медианы на 0,25 единиц, а отсчет, больший медианы – на 0,1 единицы. Новый вариационный ряд будет содержать 15 членов: 10,2; 10,75; 11,0; 11,1; 11,55; 11,65; 11,65; 11,3; 11,8; 11,9; 12,0; 12,2; 12,45; 12,55; 13,1, причем крайние члены ряда 10,2 и 13,1 не изменились по сравнению с исходным вариационным рядом. Следовательно, в вариационном ряде для медианы Ходжеса-Лемана в среднем в 3 раза уменьшается шаг между соседними членами, что уменьшает неопределенность в определении положения медианы.  
Практическое занятие № 12

УЧЕТ ВЛИЯНИЯ НЕИСКЛЮЧЕННЫХ СИСТЕМАТИЧЕСКИХ ПОГРЕШНОСТЕЙ

Оценка погрешности с арифметическим суммированием составляющих. Согласно принятой модели значения НСП конкретного экземпляра средств измерений (СИ), постоянна при проведении многократных измерений. Следовательно, значение НСП данного СИ можно рассматривать как математическое ожидание общей погрешности. Поскольку НСП конкретного СИ неизвестна, найти точное значение точное математического ожидания, а следовательно и определить общую погрешность не представляется возможным.

Общую НСП принято задавать ее законом распределения – композицией равномерных законов с предельной погрешностью (нп причем очевидно, что значениям ( (нп соответствует и общая предельная погрешность. Например, если НСП имеет только одну составляющую, то согласно рис. 5.4 возможны две наихудшие ситуации: когда систематическая погрешность оценивается значениями (нп или – (нп. Соответствующие границы общей погрешности составят ( ((нп + tn1s [image: image178.png]


), а результат измерений можно представить в виде

x ( ((нп + tn1s [image: image179.png]


),
где коэффициент tn1 не равен коэффициенту tn, соответствующему заданной доверительной вероятности.

[image: image180.png]Pae.54




Рис.1

Действительно, при определении доверительной вероятности плотность вероятности интегрируют в симметричных относительно математического ожидания пределах (tns [image: image181.png]


, и вероятности выхода за эти пределы как в сторону увеличения погрешности, так и в сторону ее уменьшения составляют (1 – P()/2. В рассматриваемом случае предполагается, что выход за пределы возможен только с одной стороны, что имеет место при выполнении неравенства (( > 0,5 s [image: image182.png]


. Тогда, если принять P( = 0,9, то вероятность выхода составит (1 – 0,9)/2 = 0,05, что соответствует доверительной вероятности P( = 0,95. Следовательно, для ее получения следует брать коэффициент tn1, соответствующий P( = 0,95, т.е. tn1 = 1,6 (при n ( (). 
Рассмотренная методика позволяет определить погрешности только для СИ с наибольшим значением НСП (нп. Поэтому можно считать, что рассчитанное значение доверительной вероятности характеризует только немногочисленные экземпляры средств измерений со значениями НСП, близкими к предельным.

Предельное значение НСП [image: image183.png]


резко возрастает с увеличением числа слагаемых. В этом случае для грубой оценки погрешности вместо предельного значения можно взять граничное значение НСП, отвечающее большой доверительной вероятности, например P( = 0,95. Для средств измерений с меньшим значением НСП рассчитанная погрешность является оценкой сверху. Поэтому в литературе такую оценку погрешности считают завышенной.
Расчет погрешности согласно ГОСТ 8.207-76. Рассмотренная методика позволяет вычислить погрешности многократных измерений при выполнении двух условий:

–случайные погрешности подчинены гауссовскому закону;

–НСП заданы своими предельными значениями (нпi. 

Способ расчета погрешности зависит от соотношения между НСП и случайной погрешностью, а также от доверительной вероятности, равной 0,95 или 0,99. Ниже будет рассмотрена методика расчета границ погрешности для наиболее употребительного значения P( = 0,95.
Случайную погрешность характеризуют оценкой СКО среднеарифметического [image: image184.png]


, а НСП – граничным значением (г, соответствующим вероятности P( = 0,95. Если количество составляющих (нi НСП достаточно велико, чтобы в силу центральной предельной теоремы считать закон распределения общей НСП [image: image185.png]


 гауссовским, то граничное значение НСП
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 (1)

Достоверность такого результата снижается при малом числе составляющих НСП и может привести к ошибочным выводам. Например, при одной составляющей с пределами ( (нп1 рассчитанное по формуле (1) значение (г составит 1,1 (нп1 и превысит предельное значение, что противоречит здравому смыслу. В этом случае рекомендуется вместо завышенного значения (г предельное значение (нп1. Подобная же ситуация возникает и при небольшом числе измерений (2...3) и сильно различающихся значениях (нпi.

 

Пример 1. Пусть при двух измерениях (нп1 = 1, а (нп2 =0,1. Тогда (г = [image: image187.png]+0,0

,105,



 а предельное значение (нп =1,1. Следовательно, и в этом случае следует для дальнейших расчетов также использовать не (г, а (нп =1,1.

Заметим, что соотношения меняются при близких значениях (нпi. Так, если (нп1 = (нп2 =1, то (г =1,1 [image: image188.png]N



=1,56, а (нп = 2.

В дальнейшем будем считать, что число НСП велико, и общую НСП будем характеризовать граничным значением согласно (1). Рекомендованы три варианта расчета погрешности.

1. Пусть преобладает случайная погрешность ((г < 0,8 [image: image189.png]


). Графики плотности вероятности случайной погрешности среднеарифметического [image: image190.png]P(gy)



 для граничных значений НСП равных ( (г показаны на рис. 2, а, при меньших значениях НСП они будут занимать промежуточные значения. В рассматриваемом случае рекомендуется пренебрегать НСП. 
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Рис.2

2. Если преобладает НСП и (г > 8 [image: image192.png]


(рис. 2, б), то пренебрегают случайной погрешностью. Результат измерений для P( = 0,95 записывают в форме
[image: image193.png]


, P( = 0,95.


(2)
Заметим, что случайный характер НСП проявляется, если измерения проводят разными экземплярами приборов, а ее статистические характеристики можно определить только по множеству средств измерений. Практически эта задача может быть решена только при их поверке или выпуске.

Запись результата в форме (2) с указанием P( = 0,95 означает, что для 95 % совокупности средств измерений данного типа при их числе k ( ( погрешность не будет превышать (г. Остальные средства измерений имеют большую погрешность. Оценить же граничную погрешность  для конкретного экземпляра средств измерений не представляется возможным. Поэтому неправомерно утверждать, что вычисленное значение граничной погрешности характеризует погрешность данного прибора, т.к. реальные значения погрешности   отличаются от рассчитанного по данной методике. В рассматриваемом случае проведение многократных измерений для повышения точности теряет смысл, т.к. во всех измерениях посредством одного прибора НСП будет постоянна. 

3. Если НСП и случайная погрешность соизмеримы [image: image194.png](0,85, < & <8s,)



, то расчет ведут по эмпирическим формулам. Сначала вычисляют общее СКО измерений

[image: image195.png]=(c2+sd)”








 (3)
и находят коэффициент

[image: image196.png]




INCLUDEPICTURE "5/image102.gif" \* MERGEFORMAT [image: image197.png]= (5 +8,) f(s, + Gy),





Границы общей погрешности, отвечающие доверительной вероятности P( = 0,95 определяют по формуле
(г = t(s(.


           (4)

Если число измерений n > 20, то значение tn лежит в пределах от 2,09 до 1,96, поэтому t( (2 и тогда

(г = 2s(,

а результат измерений 

x ( 2s(, P( = 0,95.

          (5)
Рассмотренную методику расчета погрешностей рекомендуется применять и при обработке прямых однократных измерений и косвенных измерений.

Таким образом, возможны два метода расчета погрешностей: с арифметическим суммированием составляющих и согласно ГОСТ. Сопоставим получаемые при этом результаты на примере. 

 

Пример 2. Пусть s [image: image198.png]


= ((, число измерений n = 100, а НСП определена одной составляющей с СКО [image: image199.png]


 Для P( = 0,95  (г =0,95(нп. Арифметическое суммирование погрешностей дает результат [image: image200.png]Gy/3+16s,





При оценивании по ГОСТ получается меньшая погрешность
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Практическое занятие № 13

ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ С ПОГРЕШНОСТЯМИ, ПОДЧИНЕННЫМ ЗАКОНАМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ, ОТЛИЧНЫМ ОТ ГАУССОВСКОГО

 Полученные в ходе эксперимента погрешности часто не удается описать гауссовским законом. Для таких законов оценку математического ожидания также следует проводить на основе метода максимального правдоподобия. Однако иногда от такой оценки отказываются, если переход к другим способам оценивания не сильно увеличивает дисперсию оценки, но повышает устойчивость к помехам.

Сравнить дисперсии разных оценок математического ожидания можно по табл. 1, в которой приведены значения дисперсий для четырех законов распределения: арксинусоидальном, равномерном, гауссовском и Лапласа при двух методах обработки: по полусумме крайних членов Dп вариационного ряда и по медиане Dм. Значения дисперсий нормированы по дисперсии среднеарифметического Dc = (2 /n, где ( – СКО единственного измерения.

Если закон распределения выборки неизвестен, то оценку выбирают в зависимости от эксцесса. Для ограниченных распределений с Е от –2,2 до –0,5 математическое ожидание оценивают по полусумме крайних членов вариационного ряда. Если Е лежит в пределах от –0,5 до 1, то оценивают среднеарифметическое, а при Е > 1 – по медиане.

Таблица 1. Значения дисперсий оценок математического ожидания

	 
	Арксинусоидальный
	Равномерный
	Гауссовский
	Лапласа

	Dп /Dс
	4,87 / n3
	6n /[(n+1)(n+2)]
	0,41n / ln n
	–

	Dм /Dс
	4,93
	3
	1,57
	0,5


 

Пример 1. Определим число измерений, необходимое для получения СКО оценки математического ожидания 0,1 мВ, если погрешность распределена по равномерному закону с СКО ( = 1 мВ.

В данном случае оценка максимального правдоподобия — полусумма крайних членов вариационного ряда. Подставив в формулу значения СКО и решив полученное уравнение, получим n = 23. Если же математическое ожидание оцени​вать по средне-арифметическому, то СКО (c = (/ [image: image202.png]


, откуда n = 100. Таким образом, при заданной СКО оценки максимального правдоподобия требуемое число измерений возрастает более чем в 4 раза.

Пример 2. Для гауссовской выборки оценка определяется не как среднеарифметическое, а по медиане. Согласно табл. 1 для гауссовского закона Dм = 1,57 Dc. Следовательно, СКО оценки возросла всего в 1,25 раз, что не приводит к существенной потере точности. Для арксинусоидального закона СКО возрастает в 2,2 раза.

Из таблицы следует, что для резко ограниченных законов (арксинусоидального и равномерного) оценка по полусумме крайних членов вариационного ряда имеет значительно меньшую дисперсию по сравнению с оценкой по среднеарифметическому. Так, отношение Dп /Dс для арксинусоидального закона резко уменьшается с ростом числа измерений. Такова же закономерность и для равномерного закона. Dп /Dс = 6.

Пример 3. Проведено 20 измерений, погрешность распределена по равномерному закону с СКО (. Сравним погрешности двух оценок – полусуммы крайних членов и среднеарифметического. Дисперсия среднеарифметического Dс = (2/202 = (2/400. Согласно табл. 1 для равномерного закона при n = 20 Dп /Dс = 0,26 и Dп = 0,26(2/400 = (2/1538. Следовательно, переход от оценки в виде среднеарифметического к оценке максимального правдоподобия по полусумме крайних членов дает уменьшение дисперсии в 0,26 раз.
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