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1. Гироскопические системы ориентации подвижных объектов.
1.1 Задача определения ориентации подвижного объекта. Системы координат.
Основной задачей, которую решает бесплатформенная система ориентации (БСО) – это определение параметров ориентации, например, углов Эйлера-Крылова, направляющих косинусов или параметров Родрига-Гамильтона.
Для анализа принципа работы, моделирования процесса функционирования и изучения алгоритмических аспектов БСО введем следующие системы координат (СК).

Геоцентрическая СК ПЗ-90.02 OПзXПзYПзZПз (рисунок 1.1) [38], начало OПз которой находится в центре Земли, ось OПз ZПз направлена вдоль оси суточного вращения Земли (с угловой скоростью ΩЗ) к северному полюсу, ось OПзXПз лежит в плоскости экватора и направлена так, что плоскость XПзOПзZПз совпадает с плоскостью Гринвичского меридиана, а ось OПзYПз перпендикулярна осям OПзXПз и OПзZПз и дополняет их до правой СК. Положение объекта в СК OПзXПзYПзZПз может быть задано координатами XПз, YПз, ZПз или углами долготы 
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, географической широты 
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 и высотой 
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 над средним уровнем успокоенного моря. 

Нормальная СК OXgYgZg [17], начало O которой совмещено с центром масс объекта, ось OXg направлена по касательной к меридиану на Cевер, ось OYg по линии местной вертикали вверх, а ось OZg по касательной к параллели на восток. Оси OXg и OZg определяют плоскость горизонта XgOZg, поэтому указанным образом сориентированную СК OXgYgZg  также называют также горизонтальной географической СК.

Связанная с осями симметрии объекта СК OXYZ, начало которой помещено в центр масс объекта и совпадает с началом СК OXgYgZg, ось OX направлена по продольной оси объекта, ось OY ( по нормальной оси, а ось OZ ( перпендикулярна осям OX и OY так, что дополняет их до правой СК (рисунок 1.2).
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Рисунок 1.1 – К пояснению систем координат OПзXПзYПзZПз и OXgYgZg
Угловое отклонение СК OXYZ от СК OXgYgZg определяет ориентацию объекта относительно плоскости горизонта и направления на географический Север. Ориентация объекта может быть задана через любые известные параметры: углы, направляющие косинусы, параметры Родрига-Гамильтона и др. На рисунке 1.2 показана ориентация объекта, заданная четырьмя углами: углом курса 
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 и углами Эйлеры-Крылова [16]: рыскание 
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, тангаж 
[image: image7.wmf]u

 и крен 
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. Начальный угол курса 
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, имеющий место в течение предстартовой подготовки и в момент старта, определяет плоскость стрельбы YgOXgпс, ось OXgпс которой лежит в плоскости горизонта. Ось и OZgпс дополняет систему координат и OXgпсYgZgпс до правой. По сложившейся традиции угол курса откладывается от направления на Север по часовой стрелке. Угол рыскания характеризует отклонение объекта от плоскости стрельбы и отсчитывается в той же плоскости, что и угол курса, но положительным направлением является отклонение против часовой стрелки.
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Рисунок 1.2. - К пояснению системы координат OXYZ и её углового положения относительно плоскости горизонта и направления на Север

1.2 Гироскопические системы ориентации.

В зависимости от структуры выделяют следующие три подгруппы систем [30]:

· системы ориентации на позиционных гироскопах;

· системы ориентации платформенного типа;

· системы ориентации бесплатформенного типа.

Основными элементами системы ориентации (СО) на позиционных гироскопах являются два трехстепенных астатических гироскопа с кардановыми подвесами [39]. В зависимости от требований к СО выбираются различные схемы расположения гироскопов [42]. К основным недостаткам таких СО относятся: ограничение на углы разворота объекта, при превышении которых происходит сложение рам гироскопов; необходимость компенсации собственных уходов гироскопов (при продолжительном времени использования – десятки минут); невозможность измерения угловых скоростей движения объекта. С целью увеличения диапазона измеряемых углов трехстепенные астатические гироскопы устанавливаются в дополнительные следящие рамки. При этом усложняется конструкция СО и увеличивается стоимость и массогабаритные характеристики. Угловые скорости движения объекта такие системы не измеряют.

В СО платформенного типа стабилизируемым элементом является платформа [39], при этом на борту объекта геометрически моделируется базовая СК. Кинематическая связь платформы с основанием обеспечивается при помощи карданова подвеса. По положению платформы определяется ориентация объекта относительно моделируемой базовой СК. К основным недостаткам СО данной подгруппы относятся: значительные массогабаритные характеристики; сложность конструкции электромеханической части, требующей большой мощности и высокой стабильности питания; необходимость установки дополнительных колец подвеса платформы при использовании этих систем на высокоманевренных объектах; угловые скорости движения ПО такие системы не измеряют. Достоинством СО платформенного типа является высокая точность измерения углов на большом промежутке времени (десятки часов), достигаемая как применением высокоточных гироскопических ЧЭ с малым диапазоном измерений, работающих в комфортных условиях (на стабилизируемой платформе), так и применением специальных систем коррекции.

В последнее время интенсивно развиваются бесплатформенные системы ориентации (БСО),  которые не имеют гиростабилизированной платформы. ЧЭ в этом случае располагают непосредственно на борту объекта [5, 16, 22, 41, 42]. Принцип действия БСО основан на математическом моделировании базовой СК:  обработке сигналов ЧЭ (угловых перемещений, скоростей или ускорений) в бортовом вычислителе и расчете значений параметров ориентации. В качестве последних могут использоваться углы Эйлера и Эйлера-Крылова, направляющие косинусы, параметры Родрига-Гамильтона, проекции вектора конечного поворота и др. По сравнению с платформенными системами БСО отличаются простотой электромеханической части и большей надежностью, меньшими массой и габаритами, меньшим потреблением электроэнергии, простотой эксплуатации и ремонта [16, 41, 31]. Однако они уступают платформенным СО в точности. Это во многом объясняется тем, что ЧЭ БСО, по сравнению с аналогичными элементами платформенных СО, работают в более сложных условиях и должны измерять параметры углового движения объекта в более широком диапазоне, а, следовательно, имеют худшие точностные характеристики. 

В зависимости от состава ЧЭ БСО можно выделить три типа [16]: БСО, ЧЭ которых измеряют: 

1. угловые отклонения связанной СК относительно базовой;

2. угловые скорости  связанной СК;

3. угловые ускорения связанной СК.

Типовой схемой БСО первой группы является система, основанная на применении электростатических гироскопов [5, 16], измеряющими угловое отклонение связанной с объектом СК относительно базовой. Достоинством данной СО является высокая точность определения параметров ориентации. Среди недостатков можно выделить потребность в электропитании большой мощности, высокую стоимость электростатических гироскопов, значительные габариты СО.

БСО второго типа являются в настоящее время наиболее перспективными [16, 22, 41, 31], так как требуют относительно небольшого объема вычислений, а современные датчики угловой скорости обладают достаточной точностью при широком диапазоне измерения угловых скоростей. На рис 1.3 представлен один из вариантов расположения ДУС на объекте.
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Рисунок 1.3 – Пример расположения ДУС в БСО

Основным недостатком использования ДУС в БСО является необходимость интегрирования их сигналов, что приводит к нарастающей со временем погрешности и, следовательно, к сокращению времени непрерывной работы системы или к необходимости ввода коррекции. Это обстоятельство накладывает дополнительные требования к точности применяемых приборов.

На рис. 1.4 приведены точностные характеристики гироскопов, имеющиеся (закрашенная область) и разрабатываемые (не закрашенная область) в настоящее время [40], которые могут быть использованы в качестве ДУС.
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Рисунок 1.4 – Точностные характеристики основных видов гироскопов:

1 – микромеханический; 2- гиротахометр; 3 – динамически настраиваемый; 4 – волоконно-оптический; 5 – лазерный; 6 – волновой твердотельный; 7 – поплавковый

Представленный спектр точностных характеристик основных типов гироскопов достаточен для решения задачи ориентации. Избыточность типов гироскопов позволяет производить выбор на основании различных критериев (массы, точности, габаритов, стоимости и т.д.).

В БСО третьего типа применяются акселерометры [31]. При этом по каждому направлению используют два прибора с коллинеарным направлением измерительных осей. Основным недостаткам таких систем являются высокие требования, предъявляемые к точности акселерометров: от 10-8 до 10-9 g, при большом диапазоне измеряемых ускорений (десятки единиц g) а так же - к  объему вычислений, необходимых для решения задачи ориентации. 

В БСО акселерометры так же могут использоваться для решения задачи начальной выставки, заключающейся в определении параметров ориентации в начальный момент времени. В этом случае сигналы с акселерометров поступают в вычислитель до начала движения объекта и в дальнейшем не используются.

1.3 Бесплатформенная система ориентации.

Задача ориентации может быть решена аналитически на основе измерений отдельных угловых параметров движения ПО при последующем преобразовании полученных сигналов или их интегрировании. Системы ориентации, чувствительные элементы которых (гироскопы, угловые акселерометры и др.) установлены на корпусе ПО, а его положение относительно осей опорной системы координат вычисляется, называются бесплатформенными или бескарданными (БСО). Обычно БСО входят в состав бесплатформенных инерциальных навигационных систем (БИНС) и обеспечивают решение задачи ориентации, заменяя собой инерциальную курсовертикаль (ИКВ) или гиростабилизированную платформу (ГПС). 
Основными достоинствами БСО и БИНС по сравнению с платформенными системами были очевидны уже в 60-х годах:

· Меньшие размеры и массы элементов и системы в целом; 
· Большая надежность системы; меньшее потребление электроэнергии;
· Меньшая стоимость; 
· Простота эксплуатации и ремонта.
Характерная особенность БСО – отсутствие гиростабилизированной платформы, являющейся сложным электро​механическим устройством, – открывает возможности значительного уменьше​ния габаритов и энергопотребления [43, 24, 15].
 Для практической реализации этих пре​имуществ необходимо было решить две основные проблемы:

· создание гироскопических датчиков с приемлемой для навигации точно​стью и резко увеличенным динамическим диапазоном измерений;

· повышение производительности и миниатюризация средств бортовой вы​числительной техники.

В предназначенных для БСО гироскопических датчиках угловой скорости (ДУС) динамический диапазон измерений возрастает с десятков градусов в час до десятков, а то и сотен градусов в секунду, т. е. более чем на три порядка. Со​ответственно растут требования к относительной точности ДУС бесплатфор​менных систем при сопоставимой точности систем обоих типов.  

Вторая проблема становится абсолютно очевидной, если учесть, что до на​чала 80-х гг. габариты и стоимость бортового вычислителя платформенных ИНС были сопоставимыми с габаритами и стоимостью гироориентатора, не​смотря на значительно меньшие требования к производительности и памяти вычислителя по сравнению с теми, которые предъявляются к вычислителю БСО.
Тем не менее возможные преимущества БСО и БИНС были настолько значитель​ными, что после разработки в 80-х годах компактных вычислителей с высоким быстродействием и прецизионных гироскопических датчиков угловой скорости, бесплатформенные системы стали основными для определения параметров ориентации подвижного объекта [44].
В качестве измерителей угловых параметров движения в БСО могут быть использованы лазерные (ЛГ), динамически настраиваемые (ДНГ), твердотельные волновые (ТВГ), волоконно оптические (ВОГ), микромеханические гироскопы (ММГ). Вырабатываемые этими приборами сигналы поступают на вход вычислительного устройства (ВУ), где они соответствующим образом преобразуются и интегрируются. 
Поскольку основными тенденциями в развитии БИНС и БСО в последние годы  являются: уменьшение массогабаритных характеристик и стоимости системы, то с этой точки зрения для построения БИНС и БСО представляют интерес ВОГ и ММГ [45].

ВОГ обладают рядом технических преимуществ по сравнению с более "старыми" механическими и лазерными гироскопами [46, 47, 48]. Перечислим их:
· Высокие эксплуатационные характеристики: надежность, долговечность и устойчивость к ударам и вибрациям, малые габариты, масса и энергопотребление, совместимость с микроэлектронными устройствами обработки информации;
· Высокие метрологические характеристики: высокая чувствительность, широкий динамический диапазон, малое время выхода на режим; 

· Высокая технологичность в серийном производстве;
· Низкая стоимость.

Принцип действия ВОГ основан на эффекте Саньяка. По круговому оптическому пути, благодаря расщепителю луча свет распространяется в двух противоположных направлениях. Если при этом система находится в покое относительно инерциального пространства, оба световых луча распространяются встречно по оптическому пути одинаковой длины. Поэтому при сложении лучей в расщепителе по завершении пути нет фазового сдвига. Однако, когда оптическая система вращается в инерциальном пространстве с угловой скоростью Ω, между световыми  волнами  возникает  разность  фаз.  Это  явление  и  называется эффектом Саньяка. 

Главными  источниками  погрешностей  для  ВОГов являются: 

· дрейф нуля, вызванный изменением температур, магнитными полями и т.д.; 

· не стабильность коэффициента преобразования сигнала в напряжение; 

· шум  выходного сигнала прибора.

ММГ  обычно  разрабатываются  как  электрически  управляемый  резонатор, часто  выполняемый  из  кристалла  кварца  или  кремния.  Работа   гироскопа основывается на теории, что в случае возникновения угловой скорости возникает сила Кориолиса. Эта сила вызывает механические напряжения сдвига вдоль оси чувствительного  элемента.  Эти  силы  пропорциональны  угловым  скоростям, вызывают  перемещения  в  кристалле,  которые  и  измеряются.  Главные преимущества устройств – малые габариты [49, 50].

Структурная схема БСО представлена на рисунке 1.5.
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Рисунок 1.5 – Структурная схема БСО.
Выходными параметрами БСО являются параметры ориентации ПО и его кинематические параметры: угловые скорости.

В данной схеме с помощью трех датчиков угловых скоростей (ДУС) измеряют угло​вые скорости вокруг связанных осей подвижного объекта, а затем вычисляют параметры ориентации ПО по отношению к базовой системе координат. Определение параметров ориентации в БСО основано на интегрировании сигналов инерциальных чувствительных элементов Поскольку чувствительные элементы имеют погрешности, то при интегрировании погрешности накапливаются. Для получения требуемой точности в определении параметров ориентации необходимо, либо повышать точность применяемых в БСО чувствительных элементов, либо время от времени устранять накопившееся погрешности, прибегая к внешним средствам измерения либо осуществлять оба указанных мероприятия.
Говоря о перспективах развития необходимо отметить, что тенденция резкого уменьшения размеров и стоимости инерциальных датчи​ков вместе с возможностью использования информации от спутни​ковой радионавигационной навигационной системы (СРНС) определяют перспективу дальнейшего развития БИНС и БСО. Сочетание инерциальных измерителей и спутниковой навигации является идеальным для реализации достоинств составных частей и исключения их недостатков. 
В результате, даже в случае использования сравнительно грубых  датчиков угловой скорости, обеспечивается высокая точность всех выходных параметров БСО и БИНС при использовании информации спутников, а также сохранение этой точности при кратковременной потере информации от спутни​ков. Учитывая, что современные многоканальные приемники ГЛОНАСС/GPS уже доведе​ны до размеров микрокалькулятора («персональный навигатор») или встраи​ваемой в компьютер платы, комбинированная (интегрированная) перспек​тивная навигационная система, обладая указанными выше преимуществами, не должна существенно превышать по стоимости и габаритам приемники ГЛОНАСС/GPS. В этом случае интегрированные системы найдут широкое применение не только в оборонной технике, но и в гражданской сфере, прежде всего на автотранспорте. Особенно перспективным видится сочетание такой системы с цифровой картой местности, отображенной на дисплее совместно с заданным и пройденным маршрутом, с необходимой дорожной информацией, с результатами решения задачи и выбора оптимального маршрута и т.п. [51].
На практике, как правило, БСО входит в состав бесплатформенной инерциальной навигационной системы (БИНС). В качестве примера рассмотрим бесплатформенную инерциальную навигационную систему БИНС-500, в состав которой входит и БСО.
Система БИНС-500 является основным датчиком пилотажно-навигационных параметров. Выходная информация выдаётся в цифровом виде по интерфейсу RS-232C (также могут использоваться интерфейсы RS-485, ARINC429, MIL-STD-1553B).

Система построена на базе трёхосного волоконного датчика угловой скорости ТИУС500 (дрейф 0.1 град/час) и трёх, установленных ортогонально кварцевых акселерометров АК-6 (дрейф 5*10-5g).

Технические характеристики [52] системы БИНС-500 приведены ниже в таблицах.

Основные технические характеристики системы БИНС-500

	Диапазон измеряемых ускорений
	± 10g

	Диапазон измеряемых углов
	не ограничен

	Диапазон измеряемых угловых скоростей
	± 300 град/с

	Масса
	3.3 кг

	Габариты
	240х160х110 мм

	Рабочий температурный диапазон
	от -40 до +60(C.


Погрешности определения (в автономном инерциальном режиме) не более:

	координат местоположения
	3,7 км/ч

	истинного курса
	0,25 град

	крена и тангажа
	0,15 град


Погрешности определения (в режиме коррекции от СНС) не более:

	координат местоположения

	25 м

	путевой скорости
	0,5 м/с


Структурная схема БИНС-500 приведена на рис. 1.6:

[image: image14.emf]
Рисунок 1.6 - Структурная схема системы БИНС-500.
Описание структурной схемы:

Три катушки волоконных датчиков угловой скорости расположены ортогонально на жестком кронштейне из дюралюминия. Параллельно волоконным датчикам угловой скорости по тем же осям установлены ортогонально кварцевые акселерометры АК-6. 

Управление работой волоконооптических гироскопов (ВОГов), обработкой сигналов с фотодетекторов и управлением фазовыми модуляторами осуществляется сервисной электроникой ВОГ.

Аналоговые сигналы, пропорциональные ускорениям по ортогональным осям, с трёх акселерометров АК-6 поступают на три канала 24-хразрядного аналого-цифрового преобразователя (АЦП). На четвёртый вход АЦП поступает информация с температурного датчика.

Вычислитель интерфейсного устройства обрабатывает информацию от всех ДУСов, акселерометров, датчика температуры и выдаёт её в последовательный канал обмена с вычислителем.

Вычислитель системы решает задачи автономной выставки, ориентации и навигации. Вычислитель обменивается с внешним устройством по последовательному каналу. Он выдаёт потребителю информацию об угловом положении, координатах и скоростях объекта и принимает начальные данные. 
Спутниковый приёмник 1К-161 выдаёт по последовательному каналу в вычислитель корректирующую информацию о координатах и скоростях при наличии видимых спутников ГЛОНАСС или НАВСТАР. Вычислитель системы корректирует инерциальную систему при наличии достоверной информации от СНС. При отсутствии информации от СНС система выдаёт потребителю автономную инерциальную информацию.

2. Параметры ориентации.

2.1 Общие сведения.

Среди математического обеспечения БИНС наиболее жесткие требования к бортовому вычислителю предъявляются со стороны алгоритмов вычисления параметров ориентации. Стоимость математического и программного обеспечения этих систем превышает стоимость  самого вычислителя [26]. Специализированные алгоритмы вычисления параметров ориентации позволяют значительно уменьшить влияние на точность БСО погрешностей чувствительных элементов, обосновать требования к структуре БСО [13], к бортовому вычислителю, к устройствам преобразования и к другим элементам системы. Поэтому задача обоснованного выбора параметров ориентации и алгоритмов их вычисления является актуальной. 

Вопросы, связанные с обзором и выбором параметров ориентации и алгоритмов их вычисления хорошо освещены во многих работах, посвященных как аналитической механике, так и специализированным проблемам БИНС [5, 13-16, 21, 22, 24-26, 28-31 и др.]. Однако универсальных во всех смыслах параметров ориентации не существует, так же как и алгоритмов их вычисления.

На основе анализа указанных выше работ, применяемые в БИНС параметры ориентации можно разделить на четыре группы:
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Рисунок 2.1 – Параметры ориентации

Следует отметить, что на рисунке 2.1 представлены не все известные параметры ориентации. Например, в работах [28 и 29]  с целью упрощения решений кинематических уравнений авторы ведут поиск новых параметров ориентации. Так в работе [28] вводятся параметры «дионион» и «трионион», накладывающие ограничения на разворот объекта, но требующие меньше операций вычисления, чем при использовании параметров Родрига-Гамильтона. Той же цели посвящена работа [29], в которой вектор конечного поворота  представляется в виде двух элементарных поворотов. В работе [26] указывается, что для уменьшения ошибок вычисления параметров ориентации, связанных с округлением чисел в вычислителе, целесообразно использовать «масштабированные» параметры ориентации. Например, для вычислителя с двойной системой счисления можно использовать параметры Родрига-Гамильтона, уменьшенные вдвое. Так как подобные параметры ориентации не получили широкого практического применения, то ниже они не рассматриваются. Так же не рассматриваются комплексные параметры ориентации [24-26] – параметры Кейли-Клейна, числа Люша и т.п., т.к. при реализации численных методов их определения вычисления проводятся отдельно для действительной и мнимой частей, что приводит к неоправданному повышению требований к быстродействию бортового вычислителя и объему его памяти.

Группа параметров ориентации, относящихся к углам Эйлера по оценкам ряда специалистов является в теории ИНС наиболее распространенной [25, 31]. Различие между параметрами данной группы заключается в последовательности поворотов относительно осей базовой или связанной систем координат (СК). Например, углы Эйлера образованы в результате трех последовательных поворотов относительно двух осей связанной с объектом СК, а углы Эйлера-Крылова – трех осей той же СК. Выбор среди параметров ориентации данной группы следует из условий конкретной задачи, например, [26] если в качестве базовой СК используется нормальная земная СК [17], то целесообразно пользоваться самолетными углами (углами Эйлера-Крылова): рыскания, тангажа и крена, а если – подвижная скоростная СК, то – скоростными углами: атаки, скольжения, скоростного крена.

 Основными достоинствами углов последовательных поворотов является их наглядность, а так же то, что для их определения необходимо интегрирование системы из трех кинематических уравнений при трех угловых степенях свободы во вращательном движении. Главный недостаток – наличие особых точек кинематических уравнений, при которых они вырождаются. Например, для углов Эйлера-Крылова особой точкой является равенство угла тангажа величине 
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/

p

. При этом в бортовом вычислителе происходит потеря информации о величине углов крена и рыскания (умножение на бесконечность и деление на нуль соответственно), не связанная с физическим нарушением работоспособности, а обусловленная видом интегрируемых уравнений. Т.о. наличие особых точек уравнений накладывает ограничения на развороты объекта.

Направляющие косинусы не накладывают ограничения на развороты объекта. Кинематические уравнения линейны и не содержат тригонометрических функций в отличие от углов Эйлера-Крылова и т.п. Это позволяет разрабатывать более быстрые и точные алгоритмы их вычисления. Более того, при решении ряда специализированных задач, например, стабилизация летательного аппарата на траектории [22], управление подвижными роботами [32, 33] в систему управления объекта необходимо вводить именно направляющие косинусы. Основным недостатком является то, что направляющих косинусов девять (при трех угловых степенях свободы во вращательном движении), поэтому при нахождении направляющих косинусов приходится решать шесть избыточных уравнений связи, фиксирующих  длины ортов аналитически построенной базовой СК и их взаимную ортогональность. Это приводит к дополнительной загрузке вычислительного устройства.

Параметрам ориентации, относящимся к группе вектора поворота, посвящено множество работ, в том числе и монография [26]. Большой интерес вызван возможностью построения точных и наиболее быстродействующих алгоритмов вычисления параметров ориентации. Однако кинематические уравнения этих параметров имеют особые точки и вырождаются при определенных разворотах объекта (аналогично указанным выше кинематическим уравнениям для углов Эйлера-Крылова). Поэтому данные параметры ориентации применяют часто только в качестве промежуточных – определяющих малые развороты объекта, с последующим преобразованием в другие параметры, например, в направляющие косинусы [31].

Параметры ориентации, относящиеся к группе параметров Родрига-Гамильтона, признанны в настоящее время наиболее перспективными для применения в ИНС [31, 25, 13 и 14]. Обусловлено это двумя причинами: отсутствие ограничений на углы разворота объекта (кинематические уравнения не имеют особых точек) и возможность построения быстрых алгоритмов вычисления параметров ориентации (так как необходимо интегрировать систему из четырех линейных кинематических уравнений и соблюдать одно уравнение связи). Последнее приводит к сокращению объема вычислений, например, по сравнению с направляющими косинусами на 40% [31]. 

Параметры Родрига-Гамильтона могут использоваться и в качестве промежуточных параметров ориентации, например, при вычислении направляющих косинусов [5, 6, 18], при этом объем вычислений по сравнению с решением уравнения Пуассона не увеличивается, а точность - возрастает. При определении параметров Родрига-Гамильтона существуют относительно простые алгоритмы автоматической коррекции нормы (соблюдение уравнения связи) по сравнению с алгоритмами автоматической коррекции длины и ортогональности ортов для направляющих косинусов [14].

Основные преимущества и недостатки параметров Родрига-Гамильтона по сравнению с вещественными параметрами ориентации других групп сведены в таблицу.

Основные преимущества и недостатки параметров Родрига-Гамильтона 

	Параметры ориентации

Недостатки и преимущества
	Группа углов последовательных поворотов
	Направляющие косинусы
	Группа вектора поворота

	1
	2
	3
	4

	Недостатки 
	необходимость соблюдения уравнения связи;

ненаглядность
	в литературе не обнаружены
	необходимость соблюдения уравнения связи;

более высокие требования к вычислительным ресурсам (примерно на 30%)

	Преимущества
	отсутствие ограничений на углы разворота объекта; линейность кинематических уравнений
	необходимо меньше вычислительных ресурсов (примерно на 40%);

наличие простых алгоритмов коррекции нормы
	отсутствие ограничений на углы разворота объекта; линейность кинематических уравнений


2.2 Углы Эйлера-Крылова.

Положение подвижного объекта относительно Земли полностью определяется углами Эйлера-Крылова (рыскания 
[image: image17.wmf]y

, тангажа 
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 и крена 
[image: image19.wmf]g

). 

Для определения положения объекта по отношению к базовой системе координат введем систему координат жестко связанную с объектом. Обычно система координат ориентируется по главным осям инерции объекта. Если в качестве базовой системы координат выбрать нормальную земную систему координат 
[image: image20.wmf]OXYZ

 (рисунок 2.2), начало которой расположено на подвижном объекте, оси 
[image: image21.wmf]OX

 и 
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 горизонтальны, причем ось 
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 направлена по касательной к проекции траектории движения на горизонтальную плоскость, а ось 
[image: image24.wmf]OY

 вертикальна.  
[image: image25.png]



Рисунок 2.2 – Системы координат

Оси 
[image: image26.wmf]Ox

 и 
[image: image27.wmf]Oy

 располагают в плоскости симметрии подвижного объекта, причем 
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(продольную ось) направляют по продольной оси подвижного объекта, ось 
[image: image29.wmf]Oy

(нормальную ось) – перпендикулярно к оси 
[image: image30.wmf]Ox

  и вверх по отношению  к подвижному объекту, ось 
[image: image31.wmf]Oz

 (поперечную ось) – перпендикулярно плоскости симметрии подвижного объекта и в сторону правого крыла.

Углом рыскания называется угол 
[image: image32.wmf]y

 между проекцией продольной оси подвижного объекта на горизонтальную плоскость и осью 
[image: image33.wmf]OX

. Углом тангажа 
[image: image34.wmf]u

 называется угол между продольной осью  подвижного объекта и плоскостью горизонта. Углом крена 
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 называется угол поворота подвижного объекта вокруг продольной оси (угол между нормальной осью подвижного объекта и вертикальной плоскостью, проведенной через продольную ось подвижного объекта). 

Проекции абсолютной угловой скорости подвижного объекта в пространстве на оси 
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,
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,
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Угловые скорости 
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 измеряются ДУС, оси чувствительности которых ориентированы вдоль осей 
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Определим угловые скорости курса, тангажа и крена:
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Интегрируя их, получим углы Эйлера-Крылова
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характеризующие ориентацию объекта со связанной с ним системой 
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 относительно неподвижной системы координат 
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В (2.3) начальные значения углов 
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Процедура вычисления углов  
[image: image55.wmf]g
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 организуется с использованием обратной связи по замкнутой схеме, показанной на рисунке 2.3.
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Рисунок 2.3 - Функциональная схема БСО, в которой в качестве параметров ориентации используются углы Эйлера-Крылова

2.3 Элементы матрицы направляющих косинусов.
Положение связанной системы координат  
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 по отношению к неподвижной системе координат 
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можно определить посредством таблицы косинусов углов между осями этих систем, которая с учетом системы ориентации указанных координатных систем, заданной на рисунке 2.1 имеет вид

	
	
[image: image59.wmf]X


	
[image: image60.wmf]Y


	
[image: image61.wmf]Z



	
[image: image62.wmf]x


	
[image: image63.wmf]11

a


	
[image: image64.wmf]12

a


	
[image: image65.wmf]13

a



	
[image: image66.wmf]y


	
[image: image67.wmf]21

a


	
[image: image68.wmf]22

a


	
[image: image69.wmf]23

a



	
[image: image70.wmf]z


	
[image: image71.wmf]31

a


	
[image: image72.wmf]32

a


	
[image: image73.wmf]33

a




или вид соответствующей матрицы
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в которой элементы 
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 являются косинусами углов между соответствующими осями двух систем координат 
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 и 
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Направляющие косинусы могут быть рассчитаны, если известны углы Эйлера-Крылова подвижного объекта. Так при переходе от опорной системы координат 
[image: image81.wmf]OXYZ

 к связанной с подвижным объектом 
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 на основании рисунка 2.1 получаем матрицу общего поворота
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в которой 
[image: image85.wmf]g

u

y

A

A

A

,

,

 - матрицы, соответствующие отдельным последовательным поворотам подвижного объекта на углы 
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Матрицы 
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 перемножаются в последовательности, обратной поворотам подвижного объекта на углы 
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с элементами 
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, которые получают, заменяя в (2.5) строки столбцами и наоборот.

Зная значения направляющих косинусов, можно  при необходимости вычислить углы 
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Сравнивая выражения (2.9) и (2.10), можем записать
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Из уравнений (2.11) видно, что при пересчете накладывается ограничение на углы разворота (крен и курс не должны достигать 900). Для расширения диапазона измерения этих углов до 1800 можно применит выражения:
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Направляющие косинусы 
[image: image104.wmf]ij
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 часто используются в качестве самостоятельных параметров ориентации и могут быть вычислены, если известны их начальные значения 
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 и проекции угловых скоростей 
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 вращается по отношению к неподвижной базовой системе координат 
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Для вычисления направляющих косинусов 
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 используется известное в теории инерциальной навигации матричное дифференциальное уравнение Пуассона 
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Это уравнение эквивалентно девяти уравнениям первого порядка
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Матричное уравнение Пуассона, а так же соотношения, записанные с использованием матрицы направляющих косинусов – линейные и не вырождаются. Кинематические уравнения в направляющих косинусах представляют собой систему девяти скалярных линейных уравнений,  удовлетворяющих шести уравнениям связи,  являющимся условиями ортогональности и условиями сохранения масштаба:
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Интегрируя систему (2.13), получим значения направляющих косинусов, определяющих ориентацию объекта по отношению к неподвижной системе координат. Процедура вычислений направляющих косинусов 
[image: image114.wmf]ij

c

 организуется с использованием обратной связи по замкнутой схеме, показанной на рисунке 2.4.
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Рисунок 2.4 - Функциональная схема БСО, в которой в качестве параметров ориентации используются направляющие косинусы

2.4 Параметры Родрига-Гамильтона.

Согласно известной теореме Эйлера любое вращательное движение твердого тела эквивалентно плоскому вращению вокруг некоторой оси и может быть задано конечным поворотом вокруг этой оси, или вектором конечного поворота, направленным по оси Эйлерова вращения и имеющим длину, зависящую от угла вращения [26]. По указанным выше причинам для описания вращательного движения управляемого средства поражения выбраны параметры Родрига-Гамильтона (
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), которые связаны с компонентами вектора конечного поворота 
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 следующим выражением [24]:
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Причем:
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-  уравнение связи (норма кватерниона).

В свою очередь параметры Родрига-Гамильтона являются компонентами кватерниона [14]. Под кватернионом понимают число, составленное из действительной единицы 1 и трех компонент вектора 
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    (Б.3)

Известно, что кватернионы дают удобный математический аппарат (алгебру кватернионов) для исследования и описания кинематики твердого тела, что объясняется дуализмом кватернионов, являющихся, с одной стороны ортами реального трехмерного пространства, а с другой – операторами преобразования.

Например, серия последовательных поворотов, описываемых соответственно кватернионами 
[image: image122.wmf]n
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 эквивалентна одному повороту, описываемому кватернионом 
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, причем:
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    (Б.4)

где «
[image: image125.wmf]o

» - операция перемножения кватернионов [14].

Это правило используется в ряде прикладных задач ИНС, например, при многократных переходах от одних СК к другим.

Алгебра кватернионов приводится в монографиях [14, 19 и др.] и здесь рассматриваться не будет.

Связь между параметрами Родрига-Гамильтона и другими типами параметров ориентации может быть получена по методике, приведенной в монографии [19]. Не приводя промежуточных выкладок, запишем выражения, связывающие параметры Родрига-Гамильтона и самолетные углы. Для принятых выше СК:
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где 
[image: image128.wmf]g
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,

- углы рыскания, тангажа и крена соответственно.

Матрица направляющих косинусов через параметры Родрига-Гамильтона:
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     (Б.7)

Параметры Родрига-Гамильтона через направляющие косинусы:
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 (Б.8)

Приведенные выражения могут быть использованы при моделировании работы ИНС, а так же для наглядного (в виде самолетных углов) представления результатов вычисления параметров ориентации.

Для представления векторов в различных системах координат используется так называемое «уравнение перепроектирования» [13, 14]:
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где 
[image: image133.wmf]I

a

, 
[image: image134.wmf]I

w

 - кватернионы, представляющие ориентацию векторов 
[image: image135.wmf]a

 и 
[image: image136.wmf]w

 в базовой СК, 
[image: image137.wmf]E

a

, 
[image: image138.wmf]E

w

 - кватернионы, представляющие ориентацию векторов 
[image: image139.wmf]a

 и 
[image: image140.wmf]w

 в связанной СК, 
[image: image141.wmf]L

 - кватернион, характеризующие взаимное угловое положение связанной СК относительно базовой СК, 
[image: image142.wmf]L

~

 - кватернион сопряженный кватерниону 
[image: image143.wmf]L

 [13].

Уравнения (9) и (9.а) можно переписать в виде:
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    (Б.10, а)

С использованием правил перемножения кватернионов [13] получим:
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  (Б.11, а)

Если кватернион нормированный, то с учетом равенства (Б.2) уравнения (Б.11) и (Б.11, а) примут вид:
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[image: image149.wmf]);
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(Б.12, а)

Для вычисления параметров Родрига-Гамильтона в бортовом вычислителе необходимо решение кинематического уравнения, которое связывает вектор угловой скорости вращения объекта с производными по времени от параметров [14]:
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[image: image151.wmf],
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где 
[image: image152.wmf]I
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 - кватернионы, составленные из проекций вектора относительной угловой скорости вращения объекта на оси связанной и базовой систем координат соответственно.

В матричной форме записи кинематические уравнения (Б.13) и (Б.14) имеют вид [5]:
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    (Б.16)

Следует отметить, что приведенные выше уравнения описывают движение одной СК относительно другой (для (Б.15) - связанной относительно базовой), поэтому в них фигурируют проекции относительной угловой скорости. Датчики угловой скорости измеряют абсолютные угловые скорости. Это следует учитывать при определении параметров ориентации относительно подвижных систем координат. Например, если в качестве базовой выбрана нормальная земная СК [17], оси которой жестко связанные с Землей, вращаются в инерциальном пространстве вместе с ней, и меняют свое угловое положение («следят» за плоскостью горизонта и направлением на север) при изменении координат объекта (широты 
[image: image155.wmf]j

 и долготы 
[image: image156.wmf]l

), то уравнение (Б.13) имеет вид [5]:
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    (Б.17)

где 
[image: image158.wmf]g

W

 - кватернион, составленные из проекций вектора угловой скорости вращения базовой СК на её оси.

Или:
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    (Б.18)

где 
[image: image160.wmf]g
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 составляющие вектора угловой скорости вращения нормальной подвижной системы координат на её оси.

Если известны проекции вектора угловой скорости вращения базовой СК на оси связанной СК, т.е. кватернион 
[image: image161.wmf]б

W

, то учет вращения базовой СК можно производить при расчете параметров Родрига-Гамильтона по следующему кинематическому уравнению [13]:
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    (Б.18,а)

Или в скалярной форме:
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    (Б.18, б)

где 
[image: image164.wmf]б
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,

 - проекции вектора вращения базовой СК на оси связанной СК.

Для решения кинематического уравнения в бортовом вычислительном устройстве используют численное интегрирование [14]. При этом классические методы интегрирования дифференциальных уравнений (такие как метод Рунге-Кутта, метод Адамса и т.п. [4]) требуют многократных вычислений правых частей интегрируемых уравнений, что приводит к невозможности быстрого и точного вычисления параметров ориентации [26]. Поэтому в ИНС применяют специализированные алгоритмы интегрирования кинематических уравнений. Проведенное компьютерное моделирование [3] показало, что при расчете параметров Родрига-Гамильтона методами Рунге-Кутта и Адамса необходимо примерно в 2 раза больше машинных ресурсов, чем при использовании рассмотренных ниже специальных алгоритмов интегрирования.

Процедура вычислений параметров Родрига-Гамильтона  организуется с использованием обратной связи по замкнутой схеме, показанной на рисунке 2.5.
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Рисунок 2.5 - Функциональная схема БСО, в которой в качестве параметров ориентации используются параметры Родрига-Гамильтона
2.5 Сравнение различных параметров ориентации.

Основными достоинствами углов последовательных поворотов является их наглядность, а так же то, что для их определения необходимо интегрирование системы из трех кинематических уравнений без решения уравнения связи. Главный недостаток – наличие особых точек кинематических уравнений, при которых они вырождаются. Из уравнений (2.4) видно, что при  
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 наблюдается явление подобное складыванию рамок в трехстепенном гироскопе, которое выражается в том, что 
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 теряют смысл, поэтому область допустимых углов 
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 должна быть ограничена. Обычно принимают 
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. Эти факторы ограничивают возможности использования углов Эйлера-Крылова при решении задач ориентации на летательном аппарате высокоманевренного типа. Так же недостатком является нелинейность кинематических уравнений и наличие в них тригонометрических функций, что усложняет построение быстродействующих и точных численных методов интегрирования.

Направляющие косинусы не накладывают ограничения на развороты объекта. Кинематические уравнения, записанные, например, в матричной форме Пуассона линейны и не содержат тригонометрических функций. Основным недостатком является то, что направляющих косинусов девять (при трех угловых степенях свободы во вращательном движении), поэтому при нахождении направляющих косинусов приходится решать шесть уравнений связи, фиксирующих  длины ортов аналитически построенной базовой СК и их взаимную ортогональность. Это приводит к дополнительной загрузке вычислительного устройства.

Параметры ориентации, относящиеся к группе параметров Родрига-Гамильтона, признанны в настоящее время наиболее перспективными для применения в БСО [13, 14, 25, 31]. Обусловлено это двумя причинами: отсутствие ограничений на углы разворота объекта (кинематические уравнения не имеют особых точек) и возможность построения быстрых алгоритмов определения ПО (так как необходимо интегрировать систему из четырех линейных кинематических уравнений и соблюдать одно уравнение связи). Последнее приводит к существенному сокращению объема вычислений, например, по сравнению с направляющими косинусами на 40% [31]. Более того, при определении параметров Родрига-Гамильтона существуют относительно простые алгоритмы автоматической коррекции нормы (соблюдение уравнения связи) по сравнению с алгоритмами автоматической коррекции длины и ортогональности ортов для направляющих косинусов [14].
3. Алгоритмы интегрирования кинематических уравнений.
3.1 Общие сведения.
Точное решение кинематических уравнений в общем случае не может быть выражено в элементарных функциях. Поэтому на практике приходится использовать приближенные методы, которые можно классифицировать по области применения на специальные, которые разрабатываются непосредственно для конкретных параметров ориентации и соответствующих им кинематическим уравнениям, и классические алгоритмы, то есть математические методы численного интегрирования, такие как метод Эйлера, Рунге-Кутта и т.д.

В качестве алгоритмов интегрирования кинематических уравнений рассмотрим группу классических: Эйлера, Рунге-Кутта и Адамса [4] и специальных алгоритмов. 
Для углов Эйлера-Крылова применяются классические методы интегрирования.

Для определения направляющих косинусов используют специальные методы: интерполяционный и экстраполяционный алгоритмы. 

Для построения алгоритмов определения параметров Родрига-Гамильтона известно три специальных метода: метод Пикара; метод, построенный непосредственно для вектора истинного поворота (вектора Эйлера); метод интегрирования по Стилтьесу. Так как в реальных условиях информация, поступающая на вход вычислительного устройства, может содержать помехи, поэтому следует избегать алгоритмов, которые прямо или косвенно используют операцию дифференцирования [14]. В этом смысле алгоритмы, построенные по методу Пикара и для вектора Эйлера имеют преимущества перед алгоритмами интегрирования по Стилтьесу. 

На рисунке 3.1 представлены параметры ориентации и используемые алгоритмы их определения.
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Рисунок 3.1 – Параметры ориентации и оцениваемые алгоритмы их определения
Классические методы интегрирования

Простейшим и исторически первым численным методом интегрирования является метод Эйлера [4]. Его формула примет вид

yn+1 = yn + hf(tn, yn).

Принцип интегрирования по методу Эйлера заключается в  том, что площадь ограничиваемая подынтегральной функцией и осью абсцисс разбивается на N суммируемых прямоугольников.

Наиболее популярными среди классических методов являются методы Рунге-Кутта. Широкое распространение получил классический 4-этапный метод четвертого порядка точности: 
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Этот метод весьма прост и довольно эффективен в обычных расчетах, когда отрезок [t0,Т] не очень велик и нужна сравнительно невысокая точность.

Методы Рунге-Кутта имеют несколько достоинств:

· легко программируются;

· обладают достаточными для широкого круга задач свойствами точности и устойчивости. 

· позволяют на любом этапе вычислений легко изменять шаг интегрирования.

Увеличивая число т вспомогательных точек, можно построить методы Рунге-Кутта любого порядка точности р. Однако уже при р > 5 эти методы используются довольно редко. Это объясняется чрезмерной громоздкостью получающихся вычислительных формул. Кроме того, методы Рунге-Кутта высокого порядка точности р часто оказываются менее эффективными по сравнению с методами Адамса того же порядка точности.

Метод Адамса имеет вид 
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здесь β0, β1, …, βk – числовые коэффициенты, fn+1-j = f(tn+1-j, yn+1-j). Метод позволяет найти новое значение yn+1, используя найденные ранее значения yn, yn-1,…, yn-k+1. Потому предварительно требуется задание k начальных значений y0, y1, …, yk-1. Однако в вычислительной практике методы Адамса используются очень редко. 

Оценивая метод Эйлера необходимо учитывать, что при его реализации на ЭВМ неизбежно возникнут ошибки округления. Погрешность убывает только лишь при уменьшении шага h до некоторого значения 
[image: image175.wmf]опт
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, но попытка увеличить точность за счет уменьшения шага при h<
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 приводит лишь к резкому росту погрешности [4, 53]. Если требуется высокая точность решения, то достичь ее с помощью метода Эйлера нельзя, даже если пойти на значительные затраты машинного времени (неизбежные при расчете с малым значением шага [image: image177.wmf]h

). Необходимо иметь в своем распоряжении методы, имеющие более высокий порядок точности и позволяющие вести расчет со сравнительно крупным шагом [image: image178.wmf]h

.

Сравним методы Рунге-Кутта и Адамса, обладающие четвертым порядком точности. На каждом шаге h по методу Рунге-Кутта требуется четыре раза вычислять значение функции f, и, следовательно, если функция f(x,u) достаточно сложная, это может потребовать значительного числа действий ЭВМ. В методе Адамса на шаге вычисляется только одно новое значение f. Однако метод Рунге-Кутта независим, т.е. им можно начинать считать, имея только начальное значение у0, и в любой момент возможно изменить шаг h. Метод же Адамса требует знания приближенного решения в нескольких начальных точках и не позволяет изменять шаг. На практике часто комбинируют эти методы. Начальный участок вычисляют по методу Рунге-Кутта, а затем переходят к методу Адамса. Аналогично поступают при необходимости изменения в процессе счета шага h.

3.2 Интегрирование кинематических уравнений в углах Эйлер-Крылова.
Здесь применяются классические методы интегрирования: Эйлера, Рунге-Кутта и Адамса. Сложность построения специальных алгоритмов заключается в нелинейности кинематических уравнений для углов Эйлера-Крылова. Поэтому для них не разработаны специальный алгоритмы, а пользуются классическими.  

3.3 Интегрирование кинематических уравнений в направляющих косинусах.
В ряде случаев удобнее представлять решение уравнения не в конечном виде, а записывать его в виде бесконечного ряда следующим образом
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где 
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 - матрица направляющих косинусов, вычисленная на предыдущем шаге, 
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- кососимметрическая матрица Пуассона.

Реализация ряда (3.1) с помощью вычислительной машины невозможна, так как он содержит бесконечное число членов и включает 
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 как непрерывную функцию времени. Но 
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 доступна только в виде отдельных значений в точках 
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. Поэтому для создания алгоритмов необходимо ограничивать ряд (3.1) конечным числом членов и аппроксимировать 
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 выражением, содержащим только измеряемые значения угловой скорости 
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-го интервала дискретности – для получения экстраполяционного алгоритма:
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В рядах (3.2) и (3.3)будем удерживать только первые нелинейные члены, а текущее время отсчитывать от начала интервала дискретности. Выражая производные в рядах (3.2) и (3.3) через конечные разности, получим
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Подставляя выражения (3.4) в ряды (3.2) и (3.3), получаем
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Интегрируя (3.5) и (3.6) на интервале дискретности, находим выражения для вторых членов ряда (3.1) через измеряемые значения 
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Подставляя (3.7) в (3.1), получаем выражение для интерполяционной формы матрицанта с учетом первых разностей и текущего значения:
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Для  экстраполяционной формы  имеем
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В случае необходимости аналогичным образом могут быть получены алгоритмы, учитывающие вторые разности, однако практического применения они пока не нашли [22].

Следует отметить, что интерполяционный алгоритм при сравнительно небольшой амплитудной погрешности имеет большую фазовую погрешность, экстраполяционный алгоритм не имеет фазовой погрешности, но обладает большой амплитудной ошибкой. В БСО предпочтительным является интерполяционный алгоритм.

3.4 Интегрирование кинематических уравнений в параметрах Родрига-Гамильтона.
3.4.1 Классификация алгоритмов интегрирования.
Выбор алгоритмов интегрирования зависит от: вида первичной информации (сигналов чувствительных элементов (ЧЭ)), требуемой точности, требуемого быстродействия и ряда других факторов. В соответствии с этим численные алгоритмы интегрирования кинематических уравнений классифицируют по следующим признакам [26]:

1) по виду первичной информации: алгоритмы на угловых квазикоординатах (интегралов от угловой скорости на такте съема сигнала с ЧЭ), алгоритмы на угловых скоростях;

2) по многошаговости: одношаговые (шаг интегрирования кинематического уравнения h равен такту съема сигналов с чувствительных элементов; многошаговые (шаг интегрирования кинематического уравнения  
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, где 
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- целое число 
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, при этом интегрирование первичной информации (угловой скорости) внутри шага 
[image: image206.wmf]Н

 производится 
[image: image207.wmf]k

 раз с шагом h, равным такту съема сигналов с ЧЭ);

3)  по тактовости (численно равна количеству тактов съема сигналов ЧЭ на одном шаге интегрирования): однотактовые (шаг интегрирования 
[image: image208.wmf]Н

 равен такту съема сигналов с ЧЭ 
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, 
[image: image210.wmf]h

Н

=

); многотактовые (шаг интегрирования кинематического уравнения 
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, при этом интегрирование угловой скорости производится один раз с использованием информации, полученной внутри шага H в k точках);

4) по точности (алгоритмом (-го порядка точности называют такой алгоритм, в выражении которого первый усеченный член имеет порядок малости 
[image: image214.wmf]1

+

r

h

).

5)  по разгонности алгоритмов: безразгонные (многошаговые алгоритмы, решение в которых формируется по сигналам ЧЭ, поступающим в течении одного шага интегрирования 
[image: image215.wmf]Н

); разгонные (одношаговые или многошаговые алгоритмы, решение в которых формируется по сигналам ЧЭ, поступающим на текущем и предыдущих шагах интегрирования 
[image: image216.wmf]Н

).

Существуют классификации и по другим признакам, например, на быстрые и медленные [5, 31], экстраполяционные и интерполяционные [22], с использованием и без промежуточных параметров ориентации [21], однако они не нашли широкого распространения.

 Проведенная классификация говорит о наличии множества алгоритмов интегрирования кинематических уравнений. Выбор алгоритма интегрирования может быть сделан только на основе подробного анализа конкретной задачи [14], т.е. на этапе составления и анализа математической модели ИНС. 

Здесь же укажем, что преимуществом многошаговых алгоритмов (двухшаговых и более) по сравнению с одношаговыми является возможность получения той же точности интегрирования при большем (в два раза и более соответственно) шаге интегрирования. Это позволяет снизить загрузку вычислителя. В то же время при переменном шаге интегрирования точность многошаговых алгоритмов ухудшается. Чем выше порядок точности алгоритма, тем он более «чувствителен» к высокочастотным шумам в сигналах ЧЭ [14, 23], т.к. для их реализации необходимо дифференцировать сигналы ЧЭ. Принципиально это явление, приводящие к вычислительному дрейфу («псевдоконическая погрешность» [23]) можно устранить выбором шага интегрирования 
[image: image217.wmf]Н

, который должен быть больше периода высокочастотной помехи в сигнале ЧЭ («сглаживающий» алгоритм). Однако при этом возрастают другие погрешности алгоритмов.

3.4.2 Метод построения алгоритмов интегрирования на методе Пикара.

Общее решение кинематического уравнения (13) может быть выражено следующим образом [13,14]:
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где 
[image: image219.wmf](
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 - кватернион начальной ориентации, t – время.

Положим t0 = tn-1, t = tn = tn-1 + h (где h – шаг интегрирования), тогда решение можно представить в виде:
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где 
[image: image221.wmf]n
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 - кватернион, характеризующий малый доворот (аналог матрицанта для алгоритмов интегрирования кинематического уравнения Пуассона), 
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 - текущее (искомое) значение кватерниона ориентации, 
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 - предыдущее (найденное на предыдущем шаге интегрирования) значение кватерниона ориентации.

Введем вектор кажущегося поворота
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где 
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 - вектор угловой скорости вращения объекта в осях связанной СК:
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Информация об интеграле от угловой скорости на п-м шаге представляет собой первую разность этого вектора, взятую «назад»:
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где
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Удерживая члены до четвертого порядка малости включительно, можно получить выражение для 
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 в момент tn в виде:
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Оставляя в соотношении (Б.23) различное количество членов, получают множество алгоритмов, например, оставляя члены до второго порядка малости включительно получают «модифицированный метод Эйлера», являющийся одношаговым однотактовым алгоритмом второго порядка точности:
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таким образом, скалярная часть кватерниона равна
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векторная часть равна
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Формулы для алгоритма третьего порядка точности имеют вид:
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где [14] 
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Векторная и скалярные части искомого кватерниона ориентации находятся аналогично как для выражения (Б.24).

Искомый кватернион Λ вычисляется по выражению (Б.20).
3.4.3 Последовательность действий при реализации алгоритмов в вычислительном устройстве.
1. Одношаговый однотактовый алгоритм (модифицированный метод Эйлера) второго порядка точности, в котором интегрирование угловой скорости производится методом трапеций, реализуется в следующей последовательности.
Исходной информацией являются проекции угловой скорости  на оси связанной с объектом системы координат 
[image: image241.wmf]z

y

x

w

w

w

,

,
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Для реализации интегрирования методом трапеций необходимо знать информацию об угловых скоростях в текущий и предыдущий моменты времени 
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 находим интеграл от угловой скорости на шаге интегрирования:
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Вычисленное значение вектора 
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 подставляем в формулу для определения приращения кватерниона на шаге интегрирования (Б.24).

Значение кватерниона Λ, вычисленное на данном шаге, определяется выражением (Б.20), из которого видно, что для нахождения кватерниона в текущий момент времени 
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 необходимо знать значение кватерниона 
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, вычисленное на предыдущем шаге. Раскрывая кватернионное произведение, запишем выражения для каждой из составляющих кватерниона 
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2. Двухшаговый алгоритм. Интегрирование угловой скорости производится методом трапеций.

Исходной информацией являются проекции угловой скорости на оси связанной с объектом системы координат 
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 и шаг интегрирования 
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Рассматриваемый метод, использует информацию в промежуточной точке (середине шага), то есть, необходимо вычислять два интеграла: интеграл на шаге 
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) (рисунок 3.2):
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Рисунок 3.2 – К пояснению двухшагового алгоритма

Зная угловые скорости в моменты времени 
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, используя метод трапеций запишем интегралы:
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Полученные интегралы подставляем в формулу для вычисления вектора Эйлера (Б.27), в которой векторное произведение – вектор с координатами
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Определив вектор Эйлера, можно вычислить приращение кватерниона 
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 на шаге 
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 по выражению (Б.26), а затем и кватернион Λ.

3. Одношаговый двухтактовый алгоритм (метод средней скорости). Интегрирование угловой скорости производится методом Рунге-Кутта.

Исходной информацией являются проекции угловой скорости  на оси связанной с объектом системы координат 
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 и шаг интегрирования 
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. 

Для реализации интегрирования методом Рунге-Кутта необходимо знать информацию об угловых скоростях в моменты времени 
[image: image273.wmf])
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Зная 
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 находится интеграл от угловой скорости на шаге интегрирования:
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Вычисленное значение вектора 
[image: image278.wmf]n
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 подставляется в формулу для определения приращения кватерниона на шаге интегрирования (Б.28). Значение кватерниона Λ, вычисленное на данном шаге, определяется выражением (Б.20).

3.4.4 Коррекция нормы кватерниона.
Использование приближенных численных методов интегрирования приводит к невыполнению уравнения связи (Б.2). В работе [14] показано, что это не сказывается на точности построения базовой СК. Более того, в статье [20] указывается, что при использовании ненормированного кватерниона можно не ухудшая точность вычисления параметров ориентации, уменьшить вычислительную трудность алгоритма. Однако при этом необходимо использовать специальный алгоритм. С другой стороны ненормированные кватернионы нежелательны с точки зрения загрузки разрядной сетки вычислительного устройства, а специальные алгоритмы ориентированы на определенный класс движения объекта и ухудшают свою точность при изменении кинематики движения. В связи с этим желательно иметь нормированные кватернионы, для чего при численном интегрировании – использовать алгоритмы с автоматической коррекцией нормы. Для этого кинематическое уравнение (Б.13) записывают в форме [14]:
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где 
[image: image280.wmf]k

 - коэффициент, изменяющийся в пределах 
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 (для соблюдения устойчивости численных решений уравнения (Б.24) целесообразно принимать 
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[14]).

Решение уравнения (Б.33) записывают в форме
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Для численного решения уравнения (Б.34) можно применить все методы  перечисленные в предыдущем пункте.

Например, для алгоритма второго порядка точности, построенного по методу Пикара, но  с автоматической коррекцией нормы, решение кинематического уравнения (Б.13) может быть записано в виде (Б.20), но выражение для 
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 имеет вид [14]: 
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    (Б.35)

Проведенное компьютерное моделирование (время движения 130с, имеется трехкомпонентная синхронная качка с амплитудами 0,175рад, частотами 0,4Гц и фазами по рысканию, тангажу и крену соответственно –90, 0 и –180 градусов, шаг интегрирования 0,005с) подтвердило отсутствие влияния на точность вычисления ориентации ненормированности кватерниона. В частности, для модифицированного метода Эйлера без автоматической коррекции нормы (24) максимальное отличие нормы кватерниона от 1 по модулю, т.е. 
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, а  для того же алгоритма с автоматической коррекцией нормы (35) уже 
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. При том, что погрешности в определении параметров ориентации одинаковы, порядка 
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Для двухшагового алгоритма (Б.26), построенного непосредственно для вектора Эйлера, для тех же условий моделирования величина 
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. Интересно то, что в работе [14] утверждается, что данный алгоритм обладает свойством автоматической коррекцией нормы.

3.4.5 Погрешности численного интегрирования кинематических уравнений.
Принципиально возможно два подхода к оценке погрешностей алгоритмов интегрирования [26]: апостериорный и априорный. Первый основан на численном компьютерном моделировании алгоритмов при известной кинематике движения объекта. Основными недостатками данного подхода являются: необходимость в проведении большого объема вычислений и невозможность получения аналитических выражений для зависимостей погрешностей алгоритмов от параметров движения объекта. Более эффективным считается априорный подход, для реализации которого необходимо аналитическое описание кинематики движения объекта. В результате можно получить оценки погрешностей для различных моделей движения объекта. Основной недостаток априорного подхода в его сложности, так как задача получения аналитических выражений для погрешностей алгоритмов является более сложной, чем задача построения самих алгоритмов [26].

Оценка погрешностей на основе апостериорного подхода проводится во множестве работ, например [12, 22], в данном обзоре на них останавливаться не будем.

Примеры использования априорного подхода отражены в монографиях [13, 14, 26, 31 и др.].

В работе [13] предлагается ошибку в определении ориентации представлять в виде кватерниона поворота 
[image: image292.wmf]DL

 вычисленного базового трехгранника от реального, т.е.:
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где 
[image: image294.wmf]L

 - кватернион, характеризующий истинное положение связанного трехгранника относительного базового, 
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 - вычисленный кватернион ориентации, 
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 - ошибка в определении кватерниона.

Ошибку 
[image: image297.wmf]DL

 можно найти по следующим выражениям [13]:
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где 
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 - вектор малого поворота, характеризующий ошибку, 
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 - проекции вектора ошибки в измерении угловой скорости на оси связанной СК, 
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 - ошибка в определении начальной ориентации, 
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 - кватернион, сопряженный кватерниону 
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, 
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 - время.

С учетом уравнения перепроектирования (Б.9):
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где 
[image: image307.wmf]I
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 - проекции ошибки в измерении угловой скорости на оси базовой СК.

Т.о. с использованием выражений (Б.37) и (Б.38) можно определить погрешность в измерении ориентации, обусловленную погрешностями измерения угловой скорости и начальной ориентации.

В монографии [26] предлагается в качестве простого и универсального критерия точности алгоритма интегрирования использовать среднюю  скорость «вычислительного дрейфа», которая для параметров Родрига-Гамильтона может быть записана в виде:
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где 
[image: image309.wmf]t

- время интегрирования.

Следует отметить, что выражения для погрешностей интегрирования зависят от постоянства шага интегрирования 
[image: image310.wmf]H

. Если используются  одношаговые алгоритмы, т.е. шаг съема сигналов с ЧЭ совпадает с шагом интегрирования уравнений, то этот шаг непостоянен (зависит от параметров устройств  преобразования сигналов, алгоритмов обработки сигналов и т.п.).  В работе [14] приведены выражения для оценки погрешностей в случае переменного шага интегрирования.

В качестве модели движения для априорного подхода целесообразно использовать классическое прецессионное движение (регулярную прецессию) [26], так как именно при этом типе движения вычислительный дрейф имеет постоянную составляющую. В качестве примера, одно из множества таких движений можно описать, через углы Эйлера-Крылова: 
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. Для такого типа движения в монографии [26] выводится аналитическое выражение для оценки постоянной скорости вычислительного дрейфа в виде:
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где 
[image: image313.wmf]p

g

- коэффициент, зависящий от параметров прецессии объекта (амплитуды, соотношения угловых скоростей, частоты) и параметров алгоритма, 
[image: image314.wmf]h

- шаг съема сигнала с ЧЭ; 
[image: image315.wmf]r

 - порядок точности алгоритма.

На основе выражения (Б.40) и максимально допустимого дрейфа предлагается определять требуемые величины шага интегрирования, шага съема сигналов с ЧЭ, порядка точности алгоритмов и т.д. Указывается, что такой подход позволяет значительно снизить время и трудоемкость процесса выбора параметров ориентации и алгоритмов их вычисления.

Следует отметить, что есть и другие априорные методы оценки погрешностей интегрирования. Например, в работе [6] в качестве критерия величины погрешности принята норма матрицы погрешностей, составленная из соответствующих элементов, например, 
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. Такой подход позволяет производить сравнительную оценку алгоритмов интегрирования, но результаты расчета погрешностей не наглядны. Существуют и другие частные подходы к определению погрешностей методов интегрирования (например, [31]) , не получившие широкого распространения.

3.4.6 Адаптивные алгоритмы интегрирования.

Имея в наличии выражения для вычислительного дрейфа в виде (Б.39) можно построить так называемые «адаптивные» [26] алгоритмы, имеющие минимальный или нулевой дрейф. Для этого в выражении (Б.40) полагают:
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Подобный подход к синтезу адаптивных алгоритмов является более эффективным по сравнению с известными методами Миллера [27].

Как отмечалось выше, 
[image: image318.wmf]p
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 зависит от кинематики движения объекта и свойств конкретного алгоритма. Изменением («настраиванием») постоянных коэффициентов, входящих в алгоритм интегрирования (например, (Б.35)) можно добиться выполнения условия (Б.41). Настройка коэффициентов может производиться по сигналам ЧЭ, в результате обработки которых можно получать информацию о кинематических параметрах движения объекта. Указывается [26], что среди всех возможных алгоритмов одного порядка точности только адаптивные алгоритмы могут достигать предельно малой вычислительной сложности, более того, использование в ИНС адаптивных алгоритмов является целесообразным при часто чередующихся режимах прецессионных и отличающихся от них других движений.

Подобный подход развит в работах [22, 26, 35] относящихся не только к интегрированию кинематических уравнений ориентации, но и к интегрированию навигационных уравнений. Однако в работе [23] указывается, что адаптированные под определенный класс движения объекта алгоритмы в условиях произвольного движения значительно ухудшают свою точность, уступая соответствующим неадаптированным алгоритмам. Т.е. в условиях интенсивного маневрирования объекта вычислительные погрешности алгоритма, адаптированного под определенное движение,  возрастают. Там же приводится новый подход к решению данной проблемы, позволяющий получать адаптированные алгоритмы не только для прецессионного, но и для других видов движения. Интерес представляет вывод о том, что для случайного движения объекта, когда угловые скорости представлены в виде совокупности гармоник разных частот и фаз, действующим по двум ортогональным осям, выражение (Б.39) обращается в нуль. Следовательно, для случайного движения объекта задача адаптации теряет смысл.

В последние годы появились работы, посвященных разработке, так называемых, «динамически» адаптированных алгоритмов. Данная проблема возникла  в связи с открытием зависимости величины вычислительного дрейфа от динамических характеристик ЧЭ системы. Впервые задача синтеза подобных алгоритмов рассмотрена в 1999 в работе [1], а затем получила дальнейшее развитие в работах [2, 33]. В данных работах: 

1) получено аналитическое выражение для вычислительного дрейфа как функция от частоты, амплитуды и фазы качки объекта, динамических характеристик ЧЭ и параметров алгоритма интегрирования; 

2) предлагаются динамически адаптированные алгоритмы уменьшающие этот вычислительный дрейф. Основным недостатком данного подхода является их ориентированность на определенную частоту, фазу и амплитуду качки объекта, а так же на заданные динамические характеристики ЧЭ («аппаратная зависимость» алгоритма).

Несколько иной подход к уменьшению данного дрейфа показан в работах [10 и 11]. В данных работах предлагается не алгоритмическая, а аппаратная компенсация дрейфа путем подбора ЧЭ с идентичными динамическими характеристиками. Приводятся аналитические выражения, позволяющие, исходя из заданной величины дрейфа, предъявить требования к идентичности динамических характеристик ЧЭ. Другой подход [9] основан на принудительном выравнивании фазовых запаздываний выходных сигналов ЧЭ, что избавляет от трудоемкой и не всегда решаемой задачи подбора ЧЭ с идентичными динамическими характеристиками.  При этом нет необходимости в применении динамически настроенных алгоритмов.
3.4.7 Оптимальные алгоритмы интегрирования.

С учетом того, что [26] среди математического обеспечения бесплатформенных ИНС наиболее жесткие требования к бортовому вычислителю предъявляют алгоритмы вычисления параметров ориентации и, что стоимость математического и программного обеспечения этих систем превышает стоимость  самого вычислителя, задача разработки быстрого экономически выгодного алгоритма, позволяющего получить решение кинематических уравнений с заданной точностью за минимальное машинное время, т.е. задача оптимизация алгоритмов, является актуальной.

В практике бесплатформенных систем наибольшее распространение получили две постановки задачи оптимизации [26]:

1. Оптимизация алгоритмов по точности (целевая функция – погрешность вычислений; задача – минимум целевой функции);

2. Оптимизация алгоритмов по быстродействию (целевая функция – быстродействие алгоритма; задача – максимум целевой функции).

Учитывая то, что точность алгоритмов зависит от величины шага интегрирования, а последний от машинного времени, затраченного на вычисление параметров, то наибольший интерес представляет вторая постановки задачи оптимизации. Исследование этой задачи проводится, например, в монографии [26].

Под быстродействием алгоритма понимается величина:
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где 
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 - средняя абсолютная загрузка вычислителя: 
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где   
[image: image322.wmf]a

s

 - оценка вычислительной сложности алгоритма:
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 - одна из основных характеристик вычислителя, равная отношению времени, затрачиваемому на умножение к времени суммирования;  
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 - количество операций сложения и умножения в алгоритме соответственно; 
[image: image326.wmf]тр

H

- требуемый шаг интегрирования; 
[image: image327.wmf]r

- характеристика многошаговости алгоритма; 
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 - требуемый шаг опроса сигналов ЧЭ.

Дополнительно вводится характеристика относительной загрузки вычислителя:
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где 
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 - предельно допустимая абсолютная загрузка вычислителя, определяемая как предельно возможное количество операций сложения выполняемое вычислителем за 1с:
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С учетом названных выше характеристик оптимальным по быстродействию понимают алгоритм, которому соответствует максимальное быстродействие 
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B

, т.е. минимальная загрузка 
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 или минимальная относительная загрузка 
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.

Задача оптимизации может быть решена в следующем порядке [26]:

1) определение вида углового движения объекта, например, прецессионного и задания его характеристик (величин частоты, углов, угловых скоростей и т.п.);

2) задание допустимого вычислительного дрейфа 
[image: image335.wmf]]
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;

3) задание множества алгоритмов (из которых необходимо выбрать наиболее оптимальный) с учетом связи вычислительного дрейфа и кинематики движения (Б.40);

4) определение быстродействия заданных алгоритмов 
[image: image336.wmf]a
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 и относительной загрузки вычислителя 
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z

;

5) выбор алгоритма, имеющего наивысшее быстродействие или наименьшую относительную загрузку. Причем, если 
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, то алгоритм может быть реализован в режиме реального времени с требуемым шагом 
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, если 
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В работе [26] приводится и более простая методика априорной оценки загрузки вычислителя для прецессионного движения объекта. В частности выводятся выражения для требуемых 
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, 
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 и 
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 как функции от параметров вычислителя (величины 
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), алгоритма (величин порядка точности 
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, многошаговости 
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, вычислительной сложности 
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), от требований к вычислительному дрейфу 
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 и от параметров движения объекта. С помощью этих выражений можно сравнить алгоритмы между собой и выбрать оптимальный.

Недостатком переведенных выше методик является необходимость в информации о характеристиках вычислителя: времени, затрачиваемом за сложение, умножение и т.п. и зависимость этих параметров от множества факторов: используемой операционной системы, языка программирования и т.д.

3.4.8 Устойчивость алгоритмов интегрирования.

Интерес к оценке устойчивости алгоритмов обусловлены тем, что параметры ориентации фактически вычисляются по рекуррентным формулам, например (Б.20), в которых значения параметров ориентации, полученных на предыдущем шаге вычислений используются на текущем шаге. При этом скорость вычислительного дрейфа (Б.40) будет различна для различных алгоритмов и классов движения объекта.

Под устойчивостью алгоритмов интегрирования кинематических уравнений понимают [26] постоянство скорости вычислительного дрейфа, т.е. ограниченность вычислительного дрейфа при ограниченном количестве шагов интегрирования.

Различают: абсолютную устойчивость, собственную устойчивость, устойчивость алгоритмов по отношению к погрешностям входных данных.

Абсолютная устойчивость алгоритмов – ограниченность погрешности алгоритма при неограниченном (беспредельном) количестве шагов вычислений. Из выражения (Б.40) видно, что для прецессионного движения алгоритмы бесплатформенных систем не являются абсолютно устойчивыми. В то же время при синусоидальных колебаниях объекта – алгоритмы могут быть абсолютно устойчивыми [26]. Таким образом, абсолютная устойчивость алгоритмов  интегрирования кинематических уравнений определяется не свойствами самих алгоритмов, а характером движения объекта.

Собственная устойчивость алгоритмов – устойчивость алгоритмов к локальным погрешностям, т.е. к погрешностям вычисления параметров ориентации, полученным на шаге 
[image: image349.wmf]H

 интегрирования уравнений. Существует два пути оценки собственной устойчивости [26]:

1. Анализ специальных условий устойчивости (необходимого и достаточного), суть которых – доказательство малого  и постоянного вычислительного дрейфа (для прецессионного движения) и отсутствие его (для колебательного движения);

2. Вычислительный эксперимент, показывающий нулевой либо малый дрейф.

Ранее указывалось на постоянство вычислительного дрейфа для прецессионного движения объекта, то есть на собственную устойчивость алгоритмов вычисления параметров ориентации для данного класса движения объекта.

Под погрешностями входных данных для алгоритмов при оценке устойчивости относят: погрешности в определении начальной ориентации и погрешности измерения первичной информации (угловых скоростей или квазикоординат).

В работе [26] доказывается абсолютная устойчивость существующих алгоритмов интегрирования кинематических уравнений к погрешностям в определении начальной ориентации. Указывается, что погрешности в определении параметров ориентации, обусловленные ошибками в определении начальной ориентации, ограничены и не накапливаются со временем. Из этого вывода следует и устойчивость алгоритмов (но не абсолютная)  к погрешностям измерения первичной информации. Действительно, пошаговое накопление вычислительной погрешности, обусловленное погрешностями измерения первичной информации, можно интерпретировать как «эквивалентное» и равномерно распределенное по шагам интегрирования накопление погрешностей в определении начальной ориентации, условно полагая, что на каждом шаге вычисления начинаются с новыми начальными значениями параметров ориентации.
4. Моделирование процесса вычисления параметров ориентации.

Обобщенная схема моделирования приведена на рисунке 4.1.

В соответствии с данной схемой необходимо создать программный продукт для вычисления параметров ориентации, в данном случае углов Эйлера-Крылова.

Для проверки правильности работы программы предлагается записать сигналы блока АИСТ-350, при вращении последнего. Если расчетные углы совпадают с заданными (с учетом погрешностей блока), то программа написана верно.
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	Рисунок 4.1. – Обобщенная схема моделирования
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