МИНОБРНАУКИ РОССИИ

Федеральное государственное бюджетное
образовательное учреждение высшего образования
«Тульский государственный университет»

Институт Высокоточных систем им. В.П. Грязева
Кафедра «Приборы и биотехнические системы»



	[bookmark: _Toc291574599][bookmark: _Toc291574498]Утверждено на заседании кафедры
«Приборы и биотехнические системы»
«13» декабря 2021г., протокол №4


	[image: ]Заведующий кафедрой
_________________________А.В.Прохорцов





МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
по проведению практических (семинарских) занятий
по дисциплине (модулю)
«Управление в биологических и медицинских системах»

основной профессиональной образовательной программы 
[bookmark: _Toc291574600][bookmark: _Toc291574499]высшего образования – программы бакалавриата
[bookmark: _Toc291574601][bookmark: _Toc291574500]
по направлению подготовки 
12.03.04  Биотехнические системы и технологии

с направленностью (профилем) 
Биотехнические и медицинские аппараты и системы


Форма обучения: очная

Идентификационный номер образовательной программы: 120304-01-22
Тула 2022 год

	
Разработчик(и):
[bookmark: _GoBack]Белянская Е.С. к.т.н., доцент  
к.т.н., доцент  Белянская Е.С.

	№
п/п
	Темы практических (семинарских) занятий

	7 семестр 


	1
	Метод  гармонической  линеаризации

	2
	Метод  припасовывания

	3
	Метод  точечного  преобразования

	4
	Метод Попова

	5
	Вибрационная линеаризация нелинейностей

	6
	Метод фазового пространства. Примеры использования в биологических системах.





Практическое занятие №1 
Метод гармонической линеаризации

1.ЦЕЛЬ РАБОТЫ
В результате выполнения работы студенты должны изучить принципы метода гармонической линеаризации, уметь реализовать его для конкретной системы. 
2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ
Метод гармонической линеаризации является приближенным методом анализа и синтеза нелинейных технических систем. Он позволяет решать вопросы, связанные с устойчивостью, качеством, вынужденными колебаниями и автоколебаниями нелинейных систем. 


Пусть имеется нелинейное звено с характеристикой . Подадим на вход этого звена гармонический сигнал . На выходе получим периодический сигнал, который можно разложить в ряд Фурье 

,              (1)
где


Пусть в системе имеется только одна нелинейность. Тогда, выделив эту нелинейность в отдельное звено, остальную часть системы представим как единую линейную часть. Поскольку линейная часть системы в большинстве случаев является фильтром низких частот, будем считать колебания на выходе линейного звена синусоидальными. Это обстоятельство усиливается тем, что амплитуды высших гармоник, порождаемых нелинейностью, всегда  меньше, чем амплитуда первой гармоники.
Колебания на выходе нелинейного звена не являются гармоническими вследствие их искажения нелинейностью, однако поскольку мы считаем , что линейная часть пропускает только основную гармонику колебаний, будем рассматривать только ее. Тогда выходной сигнал примет следующий вид:

 ,                                  (2)

Для симметричных колебаний . Введем обозначения 


,  .                                         (3)
Тогда 

.  			 (4)


Замечая, что  является производной от  подставим (1) в (3) и преобразуя получим

 ,		      	        (5)
где

                    (6)
Представление нелинейности в виде (5) называется гармонической линеаризацией, а коэффициенты, определяемые в соответствии с (6) называются коэффициентами гармонической линеаризации. 
При несимметричных колебаниях в гармоническом сигнале на входе нелинейности будет присутствовать постоянная составляющая

.
В результате будем иметь

,
где

                          (7)

Постоянная составляющая на выходе нелинейного звена появляется в случаях, когда к системе приложено внешнее постоянное воздействие  или когда характеристика нелинейного звена несимметрична относительно начала координат. 
Рассматривая передаточные функции гармонически линеаризованных  характеристик, найдем амплитуду и фазу первой гармоники на выходе нелинейности.

;

.
Следовательно, гармоническая линеаризация переводит нелинейное координатное запаздывание в эквивалентное запаздывание по фазе, характерное для линейных систем, но существенным отличием нелинейной системы является зависимость фазового сдвига не от частоты, а от амплитуды входных колебаний.



В общем случае сигнал на входе нелинейности можно представить в виде , где - малый параметр, - произвольная функция времени. Решение для выходной переменной представим в виде

.
Первое слагаемое можно разложить в ряд Фурье, как сделано выше.

Выражение в квадратных скобках можно разложить в ряд Тейлора по степеням малого параметра :


Это выражение будет мало, если входящие в него частные производные конечны.
Малость этой составляющей говорит о малом влиянии высших гармоник сигнала на входе нелинейности на форму нелинейных колебаний y, но это не значит, что малы высшие гармоники, порождаемые самой нелинейностью при подстановке в нее синусоиды.
Вычисление коэффициентов гармонической линеаризации
Рассмотрим вычисление коэффициентов гармонической линеаризации на примерах.




Предварительно заметим, что если нечетная симметричная нелинейность  однозначна то  и , причем при вычислении  интегрирование можно проводить на четверти периода: 

.
Для петлевой нелинейности (нечетно-симметричной) будет иметь место полное выражение

.
причем интегрирование при вычислении может проводиться на полупериоде:

;

.
Исследуем кубическую нелинейность


Нелинейность однозначная и нечетно-симметричная, следовательно

;

.



Из сравнения выражения для нелинейности и выражения для коэффициента гармонической линеаризации видно, что при заданной амплитуде а прямая   осредняет криволинейную зависимость  на участке: .
В качестве второго примера исследуем гистерезисную релейную характеристику, показанную на рис.1.


Рис.1. Гистерезисная релейная характеристика.



Переключение реле имеет место, когда , поэтому момент переключения  (величина )  определяется выражением:

.
На основании этого выражения формулы (6) для коэффициентов гармонической линеаризации примут вид.

;

.
Вычисляя интегралы, получим


;      .
Рассмотрим вычисление коэффициентов гармонической линеаризации для несимметричной характеристики, описываемой выражением

.
Вычисляя интегралы (7) найдем коэффициенты гармонической линеаризации 

; 


; .

4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
1. К какому типу относиться метод гармонической линеаризации?

2. 
Для каких целей используется представленная форма гармонической линеаризации .
3. Как будет изменяться коэффициент передачи гармонически линеаризованного звена “зона ограничения” при уменьшении амплитуды внешнего воздействия?
4. Какой математический прием лежит в основе метода гармонической линеаризации?
5. Какая из формул гармонической линеаризации для несимметричных колебаний верна (x- полный входной сигнал, x0- постоянная составляющая).

а) ;

б) ;

в) ;

г) .
6. Какой формулой описывается гармонически линеаризованная нелинейность в случае симметричных колебаний при учете высших гармоник.


а) ;

б) ; 

в) ;

г) .
7. 

Гармоническая линеаризация нелинейности дает ;   . Чему равна частота автоколебаний?

Практическое занятие№2 
Метод припасовывания

1.ЦЕЛЬ РАБОТЫ
В результате выполнения работы студенты должны изучить принципы метода припасовывания.
2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ
Для систем второго порядка фазовое пространство будет плоскостью, на которой можно наглядно представить движение системы. Метод фазовой плоскости является основным для исследования нелинейных систем второго порядка. Рассмотрим методику построения фазового портрета системы по ее уравнениям. Для построения фазового портрета, необходимо привести систему уравнений к системе уравнений первого порядка (к нормальной форме Коши) (1).

                                                (1)
где P(x,y) и Q(x,y) – функции от выходной величины x и ее производной y. В общем случае эти функции будут нелинейными.
Разделив первое уравнение на второе, получим уравнение фазовых траекторий системы в виде дифференциального уравнения первого порядка:

.                                       (2)
Построение фазового портрета может быть выполнено либо интегрированием этого дифференциального уравнения, либо методом изоклин. В последнем случае на фазовой плоскости строятся линии, соответствующие уравнению:

,                                                    (3)
где С – константа, для которой задается ряд произвольных значений.


Каждому такому значению соответствует кривая, называемая изоклиной. Поскольку верно равенство , то изоклина – геометрическое место точек с одинаковым наклоном фазовых траекторий. Константа С численно равна арктангенсу угла наклона фазовой траектории относительно оси x, поэтому на каждую изоклину наносятся штрихи под углом равным arc к оси x. По этим штрихам строятся фазовые траектории. Перед построением фазовых траекторий необходимо определить особые точки системы, т.е. точки, в которых P(x,y) или Q(x,y) равны нулю. В нелинейных системах через эти точки проходят фазовые траектории, разграничивающие области различного поведения системы, называемые сепаратрисами.
Для линейных систем второго порядка существует четыре типа особых точек в зависимости от корней характеристического уравнения. 
При действительных корнях одного знака получим особую точку типа “узел” устойчивый при отрицательных корнях и неустойчивый при положительных корнях. Если корни равны, то получим вырожденный узел.
При действительных корнях разного знака получим особую точку типа “седло”.
В случае комплексно – сопряженных корней получим особую точку типа “фокус”. В зависимости от знака действительной части корней он будет устойчивым или неустойчивым.
В случае чисто мнимых корней получим особую точку типа “центр”.
При построении фазового портрета нелинейной системы уравнение фазовых траекторий линеаризуется в окрестности каждой особой точки путем разложения в ряд Тейлора. Затем определяются корни характеристического уравнения линеаризованной системы по которым определяется тип фазовых траекторий в окрестности рассматриваемой особой точки.
Для кусочно-линейных функций уравнение (2) интегрируется на каждом из линейных участков, затем полученные для каждого участка фазовые траектории «сшиваются», т.е. произвольные постоянные интегрирования на каждом участке фазовой траектории определяются из условия ее неразрывности. Такой метод интегрирования называется методом припасовывания.
На фазовой плоскости точке изменения кусочно-линейной функции соответствует линия переключения, на которой происходит излом фазовых траекторий в следствие изменения правой части уравнения (2).
В качестве примера применения метода припасовывания рассмотрим систему второго порядка, показанную на рис.1.


 


Рис.1. Структурная схема нелинейной системы второго порядка.

Уравнения рассматриваемой системы имеют вид



где   - кусочно-линейная статическая характеристика.

Положим g=0  и  , Тогда можно записать


Разделив первое уравнение на второе, получим уравнение фазовых траекторий.


	.                                               (4)

В качестве  возьмем идеальную релейную характеристику (рис.2), которая описывается уравнениями




Рис.2. Идеальная релейная характеристика.

Она может принимать значения , а в случае трехпозиционного реле еще значение 0.

При каждом из этих значений функции  уравнение (4) является линейным и легко интегрируется. В результате интегрирования получим следующее решение.

                        (5)

   где x0 и y0 начальные значения; .
В данном случае линией переключения будет являться ось y фазовой плоскости (соответствующая уравнению x=0).


Справа от линии переключения фазовая траектория описывается уравнениями (5) при , а слева - при . В качестве начальных значений для очередного участка траектории берутся конечные значения предыдущего участка.

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
1. Что можно сказать о системе, функция последования которой показана на рисунке ?


2. Система описывается уравнениями dx1/dt=k1x2, dx2/dt=k2x3, dx3/dt=-u, u=gx1, где g=c при x1y>0 и g=-c при x1y<0. От каких параметров будет зависеть характер переходного процесса в системе?
    3. В чем отличие передаточной функции гармонически линеаризованного нелинейного звена от передаточной функции линейного звена?

4. Какие точки уравнения фазовых траекторий системы второго порядка  называются особыми?

Практическое занятие№3 
Метод точечного преобразования

1.ЦЕЛЬ РАБОТЫ
В результате выполнения работы студенты должны изучить принципы метода точечного преобразования.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ
Метод припасовывания связан со сложностями увязывания начальных условий каждого участка с условиями,  получаемыми в конце предыдущего участка. Для систем второго порядка метод точечного преобразования часто оказывается более простым, чем метод припасовывания.
Запишем в общем виде уравнение динамики нелинейной системы второго порядка без внешнего воздействия:

                                           (6)

На фазовой плоскости (x,y) возьмем какой-нибудь отрезок AB линии, который пересекается фазовыми траекториями в одном направлении (рис.3).


Рис.3. Определение исходной и последующей точек 
на фазовой траектории.






Обозначим через s координату произвольной точки Q на отрезке АВ отсчитываемую вдоль дуги АВ от начала А. Пусть решение уравнения (6) для каких-либо начальных условий дает фазовую траекторию, проходящую через точку Q отрезка АВ. С увеличением времени эта фазовая траектория снова пересечет отрезок АВ в некоторой другой точке . Координату точки  на дуге АВ обозначим через . Точка  называется последующей по отношению к исходной точке Q. Зависимость , соответствующая ходу фазовой траектории в силу решения уравнения (6), называется функцией последования.
Эта функция определяет закон точечного преобразования. Определение последующих точек по заданным исходным на отрезке АВ называется точечным преобразованием отрезка АВ в себя.


В виду непрерывности расположения фазовых траекторий исходные и последующие точки заполняют весь отрезок, однако каждая точка отрезка АВ  не обязательно имеет последующую внутри этого отрезка. Возможен случай, когда последующая  точка  совпадает с исходной точкой . Это соответствует замкнутой фазовой траектории, т.е. автоколебаниям.









Изобразим графически функцию последования . Проведем из начала координат наклонную прямую под углом  к оси абсцисс. Если она пересекается с кривой , то  точка пересечения  будет определять замкнутую фазовую траекторию. Ход точечного преобразования на этом графике отслеживается следующим образом. Возьмем на оси абсцисс исходную точку s правее , и найдем соответствующую ей точку на функции последования . Из этой точки проведем прямую, параллельную оси абсцисс до пересечения с проведенной прямой. Из полученной точки проведем прямую, параллельную оси ординат, и получим следующую точку на функции последования, и.т.д. При этом горизонтальные прямые проводим в направлении от кривой  к наклонной прямой, а вертикальные в направлении от наклонной прямой  к кривой . Аналогичные построения можно выполнить для точки s, лежащей левее точки . 

Если получаемые на функции последования точки с обеих сторон сходятся к точке , то эта точка соответствует устойчивому предельному циклу.
Отсюда можно получить аналитическое условие устойчивости предельного цикла:

.

В общем случае если график функции последования лежит выше биссектрисы, то система неустойчивая и наоборот. 
Такого типа графики называются диаграммами точечного преобразования (рис.4).


Рис.4. Определение поведения системы по функции последования.

Рассмотрим пример построения точечного преобразования в параметрической форме.


Параметрическая форма точечного преобразования в качестве параметра содержит время  прохождения изображающей точки по фазовой траектории от исходной точки Q до ее последующей .


Через этот параметр  на основании решения уравнений динамики (8) выражаются координаты точек  Q и   :


Построением этих кривых получаем параметрическую диаграмму точечного преобразования, показанную на рис.5.


Рис.5. Диаграмма точечного преобразования в параметрической форме.
Точка пересечения этих кривых соответствует замкнутой фазовой траектории, причем абсцисса этой точки определяет период Tа соответствующий автоколебаниям системы. Устойчивость определяется при помощи построения, аналогичного рассмотренному выше для обычной формы точечного преобразования.


Система будет устойчивой, если кривая  лежит ниже кривой . 
 Возьмем систему уравнений: 

                                          (7)

где  - релейная гистерезисная характеристика.

На фазовой траектории нанесем линии переключения  и 




. Поскольку характеристика  нечетно-симметричная, можно рассматривать только участок фазовой траектории, идущий от одной линии переключения до другой. Таким образом, будем рассматривать преобразование полупрямой (линии переключения ) не в себя, а в симметрично расположенную полупрямую (линию переключения ). Исходной будет являться точка Q, а последующей - точка Q1 (рис.6).

Рис.6. Выбор прямой для точечного преобразования на фазовой плоскости.


Пусть в точке Q время t=0, а в точке Q1 время . На участке фазовых траекторий QQ1 , и интегрирование уравнений (7) дает:

                                                                         (8) 
где с1, с2 – произвольные постоянные интегрирования.
Обозначим ординаты точек Q и Q1 через y0 и y1 соответственно. Закон точечного преобразования будем искать в виде функций:


   и   .

   В начальный момент времени . Из уравнений (8)  определяются произвольные постоянные интегрирования:

                                   (9)


В точке  имеем   . Подставляя эти величины в систему (8) и учитывая найденные значения постоянных интегрирования (9) получим:


Из последнего уравнения находим y0

                                       .                                         (10)
Подставляя это уравнение в решение, получим:

.                                    (11)
   Формулы (10) и (11)  являются искомым законом точечного преобразования в параметрической форме. 
Диаграмма точечного преобразования, построенная по формулам (10) и (11) показана на рис.7.


Наличие точки пересечения кривых  и   указывает на наличие в системе автоколебаний. По координатам точки пересечения можно определить полупериод автоколебаний (поскольку в данном случае рассматривалась только половина фазовой траектории) и их амплитуду.


Рис.7. Диаграмма точечного преобразования.
4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
1. Какой метод используется для интегрирования кусочно-линейных систем?
2. 

Даны уравнения исходной и последующей точек для диаграммы точечного преобразования в параметрической форме ; . Каким образом определить период автоколебаний?
3. К какому типу относиться релейная характеристика общего вида?
4. Сколько фазовых координат имеет система n-ного порядка?

Практическое занятие№4
Метод Попова

1. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 
В результате выполнения работы студенты должны изучить принципы метода Попова.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Абсолютная устойчивость – асимптотическая устойчивость в целом при задании имеющейся в системе нелинейности принадлежностью к определенному классу. Основным способом такого определения класса нелинейности, является ограничение статической нелинейной характеристики тем, что она должна находиться в пределах сектора, задаваемого, например, осью абсцисс и некоторой прямой, проходящей через начало координат. Конкретная форма нелинейности в пределах этого сектора может быть любой. Критерий Попова применим к системам, которые могут быть представлены в виде, показанном на рис.1.


Рис.1.




В системе выделена линейная часть с передаточной функцией  и нелинейного звена со статической характеристикой . Характеристика нелинейности должна быть однозначной и лежать в пределах сектора, ограничиваемого осью абсцисс и прямой с углом наклона  (рис.2).
Для определения устойчивости по этому критерию используется модифицированная частотная характеристика линейной части следующего вида

,



где  - действительная часть а  - мнимая часть передаточной функции линейной части системы .

[image: 13]
Рис.2.
Эта частотная характеристика получается из частотной характеристики линейной части системы путем умножения мнимой части на переменную частоты.

В случае устойчивой линейной части критерий Попова заключается в следующем. Состояние равновесия системы будет абсолютно устойчивым, если через точку с координатами (0; -1/k) на комплексной плоскости можно провести прямую, лежащую слева от характеристики  (рис.3). При этом допускается не более двух нулевых корней характеристического уравнения линейной части системы.
[image: 14]
Рис.3.
В аналитическом виде этот критерий можно записать следующим образом:

,
где  h – произвольное действительное число.


В более общем случае нелинейная характеристика ограничивается сектором , т.е. .
В этом случае критерий Попова принимает вид

.
Очевидно, что данный критерий дает более широкую область устойчивости, чем предыдущий.
Распространим этот критерий на системы с неустойчивой линейной частью, для чего преобразуем структурную схему к виду, показанному на рис.4.




Рис.4.

В схему введены два звена с коэффициентом передачи kф. Они ничего не меняют в системе т.к. их сигналы взаимно компенсируют друг друга на входе линейной части системы.
Рассмотрим изменение линейной и нелинейной частей, вызванные этими звеньями:



Коэффициент  выбирают таким образом, чтобы новая линейная часть была устойчива. Если такой выбор неосуществим, то это означает, что система неустойчива. В преобразованной системе можно применить критерий Попова с учетом новых линейной и нелинейной частей.

3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
1. Перечислите основные пункты методики определения коэффициента усиления k, при котором система находится на границе устойчивости.
2. Как определить особые точки системы?
3. Как определить аналитическую зависимость для линии переключения?


Практическое занятие№5
Вибрационная линеаризация нелинейностей

1. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 
В результате выполнения работы студенты должны знать:
1. Методику исследования нелинейной системы методом гармонической линеаризации;
2. Особенности применения метода гармонической линеаризации при исследовании прохождения полезного сигнала через нелинейную систему;
3. Методику исследования нелинейной системы методом гармонической линеаризации.
Уметь:
1. Проводить гармоническую линеаризацию нелинейного звена;
2. Аналитически исследовать прохождение полезного сигнала через нелинейную систему;
3. Моделировать нелинейные системы при помощи пакета Simulink;

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ



Рассмотрим случай, когда в системе при наличии внешнего периодического воздействия  протекает некоторый процесс управления . Уравнение динамики системы в этом случае имеет вид: 

,                    (1)


Положим, что процесс управления  протекает настолько медленно, что за один период колебаний  его можно считать постоянным. Поэтому применим формулу гармонической линеаризации для сигналов с постоянной составляющей: 

.                     (2)
Подставив это выражение в формулу (1) разобьем полученное уравнение на две составляющие. Для медленных составляющих процесса управления получим:

.                            (3)
Для вибрационных составляющих:

.      (4)


Из уравнения (4) можно найдем зависимость а от . Подставляя ее в уравнение для нелинейности  найдем новую нелинейную функцию:

.                                        (5)
Эта функция будет являться плавной, поэтому ее можно линеаризовать обычным порядком, определив крутизну в начале координат:


, .
Поэтому говорят также о вибрационной линеаризации нелинейности.

Можно показать, что , и решать уравнение (4) нет необходимости.
Рассмотрим использование вибрационной линеаризации для ликвидации зоны нечувствительности на примере электромеханической следящей системы, показанной на рис.1.


Рис.1. Схема системы с вибрационной линеаризацией нелинейности.

Пусть F(x) – нелинейность типа зоны нечувствительности. В соответствии с изложенной выше методикой вначале проведем гармоническую линеаризацию данной нелинейности

(1)

(2)

Для определения коэффициента усиления нелинейности найдем производную  по х0.


Приравнивая х0 нулю, получим коэффициент усиления нелинейности в процессе управления.

           (3)

Поскольку колебания подаются непосредственно на вход нелинейности, то a=B. Амплитуда сглаживающих колебаний должна быть больше, чем сумма ширины зоны нечувствительности и амплитуды внешнего сигнала, а их частота должна почти полностью ослабляться звеном , чтобы они не проходили на выход системы.

3. ВЫПОЛНЕНИЕ ЗАДАНИЯ
1. Ознакомиться с теоретическими сведениями.
2. По структурной схеме 1 и уравнениям (1), (2) и (3) получить передаточную функцию по ошибке для случая системы без нелинейности,  системы с нелинейностью и системы с вибрационным сглаживанием нелинейности.
3. 
Для значений параметров системы T1=0.01, J=2, b=15, K1=30, K=1000, b1=15, k=1 и входного сигнала  определить ошибку слежения для системы без нелинейности.
4. 
Для значений параметров системы T1=0.01, J=2, b=15, K1=30, K=1000, b1=15, k=1 и входного сигнала  определить ошибку слежения для системы с нелинейностью.
5. 

Для значений параметров системы T1=0.01, J=2, b=15, K1=30, K=1000, b1=15, k=1 и входного сигнала  определить ошибку слежения для системы с вибрационным сглаживанием нелинейности сигналом .
6. Подать питающее напряжение на ЭВМ.
7. Запустить программу MathLab.
8. Получить график выходного сигнала и сигнала ошибки для системы без нелинейности.
9. Получить график выходного сигнала и сигнала ошибки для системы с нелинейностью.
10. Получить график выходного сигнала и сигнала ошибки для системы с гармонической линеаризацией нелинейности.

4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
1. Пусть линейная часть системы c переменной структурой описывается передаточной функцией 1/p2, а переключаемые звенья описываются коэффициентами усиления k1 и k2 соответственно, т.е. переключение структуры состоит в изменении знака сигнала. При каких значениях k1 и k2 система будет устойчива?
2. С какой частотой будут совершаться колебания релейного элемента в системе с идеальным скользящим процессом (теоретически)?
3. Что называется абсолютной устойчивостью?
4. Как преобразуется нелинейная функция при исследовании высших гармоник несимметричных автоколебаний?

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК
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Практическое занятие №6
Метод фазового пространства. 
Примеры использования в биологических системах.

1.ЦЕЛЬ РАБОТЫ

В результате выполнения работы студенты должны изучить принципы метода фазового пространства, уметь реализовать его для конкретной системы. 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

1. Фазовое пространство
При рассмотрении процессов в нелинейных системах удобно использовать геометрическое представление, основанное на понятии о фазовом пространстве.


Фазовым называется пространство в прямоугольной системе координат по осям которой откладываются величины, определяющие состояние системы. Если система описывается дифференциальным уравнением n-ного порядка, то фазовых координат будет . Каждому состоянию системы, определяемому значениями  ее координат, соответствует определенная точка фазового пространства, которая называется изображающей точкой. При изменении состояния системы изображающая точка перемещается по некоторой кривой, называемой фазовой траекторией. Фазовая траектория дает полное представление о характере протекания процессов в системе.

2. Построение фазового портрета системы
Для систем второго порядка фазовое пространство будет плоскостью, на которой можно наглядно представить движение системы. Метод фазовой плоскости является основным для исследования нелинейных систем второго порядка.
Рассмотрим методику построения фазового портрета системы по ее уравнениям. Для построения фазового портрета, необходимо привести систему уравнений к системе уравнений первого порядка (к нормальной форме Коши) (1).

                                                (1)
где P(x,y) и Q(x,y) – функции от выходной величины x и ее производной y. В общем случае эти функции будут нелинейными.
Разделив первое уравнение на второе, получим уравнение фазовых траекторий системы в виде дифференциального уравнения первого порядка:

.                                       (2)
Построение фазового портрета может быть выполнено либо интегрированием этого дифференциального уравнения, либо методом изоклин. В последнем случае на фазовой плоскости строятся линии, соответствующие уравнению:

,                                                    (3)
где С – константа, для которой задается ряд произвольных значений.


Каждому такому значению соответствует кривая, называемая изоклиной. Поскольку верно равенство , то изоклина – геометрическое место точек с одинаковым наклоном фазовых траекторий. Константа С численно равна арктангенсу угла наклона фазовой траектории относительно оси x, поэтому на каждую изоклину наносятся штрихи под углом равным arc к оси x. По этим штрихам строятся фазовые траектории. Перед построением фазовых траекторий необходимо определить особые точки системы, т.е. точки, в которых P(x,y) или Q(x,y) равны нулю. В нелинейных системах через эти точки проходят фазовые траектории, разграничивающие области различного поведения системы, называемые сепаратрисами.
Для линейных систем второго порядка существует четыре типа особых точек в зависимости от корней характеристического уравнения. 
При действительных корнях одного знака получим особую точку типа “узел” устойчивый при отрицательных корнях и неустойчивый при положительных корнях. Если корни равны, то получим вырожденный узел.
При действительных корнях разного знака получим особую точку типа “седло”.
В случае комплексно – сопряженных корней получим особую точку типа “фокус”. В зависимости от знака действительной части корней он будет устойчивым или неустойчивым.
В случае чисто мнимых корней получим особую точку типа “центр”.
При построении фазового портрета нелинейной системы уравнение фазовых траекторий линеаризуется в окрестности каждой особой точки путем разложения в ряд Тейлора. Затем определяются корни характеристического уравнения линеаризованной системы по которым определяется тип фазовых траекторий в окрестности рассматриваемой особой точки.

МОДЕЛИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ДВУХ ВИДОВ
 
Гипотезы Вольтерра
 
Основателем современной математической теории популяций справедливо считается итальянский математик Вито Вольтерра, разработавший математическую теорию биологических сообществ, аппаратом которой служат дифференциальные и интегро-дифференциальные уравнения. (Vito Volterra. Lecons sur la Theorie Mathematique de la Lutte pour la Vie. Paris, 1931). В последующие десятилетия популяционная динамика развивалась, в основном, в русле высказанных в этой книге идей. Русский перевод книги Вольтерра вышел в 1976 г. под названием: «Математическая теория борьбы за существование» с послесловием Ю.М. Свирежева, в котором рассматривается история развития математической экологии в период 1931‑1976 гг.
Книга Вольтерра написана так, как пишут книги по математике. В ней сначала сформулированы некоторые предположения о математических объектах, которые предполагается изучать, а затем проводится математическое исследование свойств этих объектов.
Системы, изученные Вольтерра, состоят их двух или нескольких видов. В отдельных случаях рассматривается запас используемой пищи. В основу уравнений, описывающих взаимодействие этих видов, положены следующие представления.
 
Гипотезы Вольтерра

1. Пища либо имеется в неограниченном количестве, либо ее поступление с течением времени жестко регламентировано.
2. Особи каждого вида отмирают так, что в единицу времени погибает постоянная доля существующих особей.
3. Хищные виды поедают жертв, причем в единицу времени количество съеденных жертв всегда пропорционально вероятности встречи особей этих двух видов, т.е. произведению количества хищников на количество жертв.
4. Если имеется пища в ограниченном количестве и несколько видов, которые способны ее потреблять, то доля пищи, потребляемой видом в единицу времени, пропорциональна количеству особей этого вида, взятому с некоторым коэффициентом, зависящим от вида (модели межвидовой конкуренции).
5. Если вид питается пищей, имеющейся в неограниченном количестве, прирост численности вида в единицу времени пропорционален численности вида.
6. Если вид питается пищей, имеющейся в ограниченном количестве, то его размножение регулируется скоростью потребления пищи, т.е. за единицу времени прирост пропорционален количеству съеденной пищи.
 
Классификация типов взаимодействий
В соответствии с гипотезами Вольтерра взаимодействие двух видов, численности которых x1  и  x2, могут быть описаны уравнениями:
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image002.gif]                                                           (6.1)
Здесь параметры ai ‑ константы собственной скорости роста видов, ci ‑ константы самоограничения численности (внутривидовой конкуренции), bij ‑ константы взаимодействия видов, (i, j=1,2). Знаки этих коэффициентов определяют тип взаимодействия.
В биологической литературе обычно классифицируют взаимодействия по участвующим в них механизмам. Разнообразие здесь огромно: различные трофические взаимодействия, химические взаимодействия, существующие между бактериями и планктонными водорослями, взаимодействия грибов с другими организмами, сукцессии растительных организмов, связанные в частности, с конкуренцией за солнечный свет и с эволюцией почв и т.д. Такая классификация кажется необозримой.
E. Одум, учитывая предложенные В.Вольтерра модели, предложил классификацию не по механизмам, а по результатам. Согласно этой классификации, оценивать взаимоотношения следует как положительные, отрицательные или нейтральные в зависимости от того, возрастает, убывает или остается неизменной численность одного вида в присутствии другого вида. Тогда основные типы взаимодействий могут быть представлены в виде таблицы.
 
 
ТИПЫ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВИДОВ
 
	СИМБИОЗ
	+
	+
	b12,b21>0
 

	КОММЕНСАЛИЗМ
 
	+
	0
	b12,>0, b21=0
 

	ХИЩНИК-ЖЕРТВА
 
	+
	‑
	b12,>0, b21<0
 

	АМЕНСАЛИЗМ
 
	0
	‑
	b12,=0, b21<0
 

	КОНКУРЕНЦИЯ
 
	‑
	‑
	b12, b21<0

	НЕЙТРАЛИЗМ
 
	0
	0
	b12, b21=0


 
В последнем столбце указаны знаки коэффициентов взаимодействия из системы (6.1)
 
Рассмотрим основные типы взаимодействий
           
Уравнения  КОНКУРЕНЦИИ:
Как мы уже видели в лекции 6, уравнения конкуренции имеют вид:
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image004.gif]                                                                 (6.2)
Стационарные решения системы:
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image006.gif]                                                                                            
Начало координат, при любых параметрах системы представляет собой неустойчивый узел.
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image008.gif]                                                                 (6.3)
Cтационарное состояние (9.3) представляет собой седло при a1>b12 / с2  и
устойчивый узел при a1<b12 /с2. Это условие означает, что вид вымирает, если его собственная скорость роста меньше некоторой критической величины.
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image010.gif]                                                                  (6.4)
Cтационарное решение (9.4)  седло при a2>b21/c1  и устойчивый узел при a2<b21/c1
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image012.gif]                                     (6.5)
Стационарное состояние (6.5) характеризует сосуществование двух конкурирующих видов и представляет собой устойчивый узел в случае выполнения соотношения:
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image014.gif]
Отсюда следует неравенство:
 
b12b21<c1c2,                                                                                         (6.6)
 
позволяющее сформулировать условие сосуществования видов:
Произведение коэффициентов межпопуляционного взаимодействия меньше произведения коэффициентов внутри популяционного взаимодействия.
Действительно, пусть естественные скорости роста двух рассматриваемых видов a1, a2 одинаковы. Тогда необходимым для устойчивости условием будет
c2 > b12,,  c1 > b21.
Эти неравенства показывают, что увеличение численности одного из конкурентов сильнее подавляет его собственный рост, чем рост другого конкурента. Если численность обоих видов ограничивается, частично или полностью, различными ресурсами, приведенные выше неравенства справедливы. Если же оба вида имеют совершенно одинаковые потребности, то один из них окажется более жизнеспособным и вытеснит своего конкурента.
Поведение фазовых траекторий системы дает наглядное представление о возможных исходах конкуренции. Приравняем нулю правые части уравнений системы (6.2):
1. x1 (a1 –c1x1 – b12x2) = 0          (dx1/dt = 0),
2. x2 (a2 –b21x1 – c2 x2) = 0          (dx2/dt = 0),
При этом получим уравнения для главных изоклин системы
3. x2 = – b21x1 / c2+a2/c2,        x2 = 0
– уравнения изоклин вертикальных касательных.
4.  x2 = – c1x1 / b12 +a1/b12,        x1 = 0
– уравнения изоклин вертикальных касательных. Точки попарного пересечения изоклин вертикальных и горизонтальных касательных систем представляют собой стационарные решения системы уравнений (6.2.), а их координаты [image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image016.gif]суть стационарные численности конкурирующих видов.
Возможное расположение главных изоклин в системе (6.2) изображено на рис.6.1. Рис. 6.1 а соответствует выживанию вида x1, рис. 6.1 б – выживанию вида x2, рис. 6.1 в – сосуществованию видов при выполнении условия (6.6). Рисунок  6.1 г демонстрирует триггерную систему. Здесь исход конкуренции зависит от начальных условий. Ненулевое для обоих видов стационарное состояние (6.5) – неустойчивое. Это – седло, через которое проходит сепаратриса, отделяющая области выживания каждого из видов.
 
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image018.jpg]
 
Рис. 6.1. Расположение главных изоклин на фазовом портрете вольтерровской системы конкуренции двух видов (6.2) при разном соотношении параметров. Пояснения в тексте.
 
Широко известны эксперименты по изучению конкуренции Г. Гаузе, продемонстрировавшие выживание одного из конкурирующих видов и позволившие ему сформулировать «закон конкурентного исключения». Закон гласит, что в одной экологической нише может существовать только один вид. На рис. 6.2. приведены результаты экспериментов Гаузе для двух видов Parametium, занимающих одну экологическую нишу (рис. 6.2 а, б) и видами, занимающими разные экологические ниши (рис. 6.2. в).
 
 
 
 
 
 
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image022.jpg]
 
Рис. 6.3. а - Кривые роста популяций двух видов Parametium в одновидовых  культурах. Черные кружки – P Aurelia, белые кружки – P. Caudatum
б - Кривые роста P Aurelia и P. Caudatum в смешанной культуре.
По Gause, 1934
 
Модель конкуренции (6.2) имеет недостатки, в частности, из нее следует, что сосуществование двух видов возможно лишь в случае, если их численность ограничивается разными факторами, но модель не дает указаний, насколько велики должны быть различия для обеспечения длительного сосуществования. В то же время известно, что для длительного сосуществования в изменчивой среде необходимо различие, достигающее определенной величины. Внесение в модель стохастических элементов (например, введение функции использования ресурса) позволяет количественно исследовать эти вопросы.
 
Система ХИЩНИК+ЖЕРТВА
Для взаимоотношений типа хищник‑жертва или паразит‑хозяин система уравнений (6.1) принимает вид:
 
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image024.gif]                                                     (6.7)
 
Здесь, в отличие от (6.2) знаки b12 и b21 - разные. Как и в случае конкуренции, начало координат
 
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image026.gif]                                                                                   (6.8)
 
является особой точкой типа неустойчивый узел. Три других возможных стационарных состояния:
 
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image028.gif],                                                                               (6.9)
 
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image030.gif]                                                                               (6.10)
 
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image032.gif]                                                (6.11)
 
Таким образом, возможно выживание только жертвы (6.10), только хищника (6.9) (если у него имеются и другие источники питания) и сосуществование обоих видов (6.11). Возможные типы фазовых портретов для системы хищник-жертва представлены на рис.6.3.
  
Изоклины горизонтальных касательных представляют собой прямые
 
x2 = – b21х1/c2 + a1/c2,   х2 = 0,
а изоклины вертикальных касательных – прямые
x2 = – c1х1/b12 + a2/b12,   х1 = 0.
Стационарные точки лежат на пересечении изоклин вертикальных и горизонтальных касательных.
[image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image034.jpg]

Рис. 6.4. Расположение главных изоклин на фазовом портрете вольтерровской системы хищник-жертва (6.7) при различных соотношениях параметров. Стрелками указано направление фазовых траекторий. Пояснения в тексте.
 
Из рис. 6.4 видно следующее. Система хищник – жертва (6.7) может иметь устойчивое положение равновесия, в котoром популяция жертв полностью вымерла ([image: http://www.library.biophys.msu.ru/LectMB/lect09.files/image036.gif]) и остались только хищники (точка 2 на рис. 6.4 а). Очевидно, такая ситуация может реализоваться лишь в случае, если кроме рассматриваемого вида жертв х1 хищник х2– имеет дополнительные источники питания. Этот факт в модели отражается положительным членом в правой части уравнения для х2. Особые точки (1) и (3) (рис. 6.4 а) являются неустойчивыми. Вторая возможность – устойчивое стационарное состояние, в котором популяция хищников полностью вымерла и остались одни жертвы – устойчивая точка (3) (рис. 6.4 6). Здесь особая точка (1) – также неустойчивый узел.
Наконец, третья возможность – устойчивое сосуществование популяций хищника и жертвы (рис. 6.4 в), стационарные численности которых выражаются формулами (6.11).
Дальнейшее углубление математической теории взаимодействия видов идет по линии детализации структуры самих популяций и учета временных и пространственных факторов.
 
КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Записать модель Вольтерра.
2. Записать уравнение для фазовых траекторий полученной системы. Определить особые точки и пояснить их физический смысл.

 БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК
1. Теория систем автоматического регулирования. Бесекерский В.А., Попов Е.П. Изд. - 4-е переработанное  и дополненное. - СПб: «Профессия», 2003. – 752 с.
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