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Лабораторная работа № 1. Вычисление спектров дискретных сигналов

Цель работы:
Получить понятие о спектрах сигналов, научиться разрабатывать программное обеспечение для выполнения преобразования Фурье над сигналами.
Теоретические положения
Гармонические и негармонические сигналы.
[image: ]И для начала давайте чуть подробнее разберемся, как же классифицируются сигналы. В первую очередь нас интересуют гармонические сигналы, форма которых повторяется через определенный интервал времени Т, называемый периодом. Периодические сигналы в свою очередь делятся на два больших класса — гармонические и негармонические. Гармонический сигнал — это сигнал, который можно описать следующей функцией:

[image: ][image: ]Здесь А — амплитуда сигнала,        — циклическая частота, а [image: ]  — начальная фаза. Может возникнуть вопрос: а как же функция синуса? Разве синусоидальный сигнал не

является гармоническим? Конечно, является, дело в том, что	, то есть сигналы отличаются начальной фазой, соответственно, синусоидальный сигнал не противоречит определению, которое мы дали для гармонических колебаний
Вторым подклассом периодических сигналов являются негармонические колебания.
[image: ]Вот пример негармонического сигнала:

Как видите, несмотря на «нестандартную» форму, сигнал остается периодическим, то есть его форма повторяется через интервал времени, равный периоду.
Для работы с такими сигналами и их исследования существует определенная методика, которая заключается в разложении сигнала в ряд Фурье. Суть методики состоит в том, что негармонический периодический сигнал (при выполнении определенных условий) можно представить в виде суммы гармонических колебаний с определенными амплитудами, частотами и начальными фазами. Важным нюансом является то, что все гармонические колебания, которые участвуют в суммировании, должны иметь частоты, кратные частоте исходного негармонического сигнала. Возможно, это пока не совсем понятно, так что давайте рассмотрим практический пример и разберемся чуть подробнее. Для примера используем сигнал, который изображен на рисунке чуть выше. Его можно представить следующим образом:
[image: ]
[image: ]Давайте изобразим все эти сигналы на одном графике:
Функции [image: ]  называют гармониками сигнала, а ту из них, период которой равен периоду негармонического сигнала, называют первой или основной гармоникой. В данном случае первой гармоникой является функция   [image: ]   (ее частота равна частоте исследуемого негармонического сигнала, соответственно, равны и их периоды). А функция

[image: ]представляет из себя ни что иное как вторую гармонику сигнала (ее частота в два раза больше). В общем случае, негармонический сигнал раскладывается на бесконечное число гармоник:
[image: ]

[image: ][image: ][image: ]В этой формуле	— амплитуда, а	— начальная фаза k-ой гармоники. Как мы уже упомянули чуть ранее, частоты всех гармоник кратны частоте первой гармоники,
[image: ]собственно, это мы и видим в этой формуле.	— это нулевая гармоника, ее частота равна 0, она равна среднему значению функции за период. Почему среднему? Смотрите — среднее значения функции синуса за период равно 0, а значит при усреднении в этой
формуле все слагаемые, кроме       будут равны 0.
Амплитудный спектр сигнала.
Совокупность всех гармонических составляющих негармонического сигнала называют
спектром этого сигнала. Различают фазовый и амплитудный спектр сигнала:
· фазовый спектр сигнала — совокупность начальных фаз всех гармоник
· амплитудный спектр сигнала — амплитуды всех гармоник, из которых складывается негармонический сигнал
Давайте рассмотрим амплитудный спектр поподробнее. Для визуального изображения спектра используют диаграммы, представляющие из себя набор вертикальных линий определенной длины (длина зависит от амплитуды сигналов). На горизонтальной оси диаграммы откладываются частоты гармоник:
[image: ]
[image: ]По горизонтальной оси могут откладываться как частоты в Гц, так и просто номера гармоник, как в данном случае. А по вертикальной оси — амплитуды гармоник. Давайте построим амплитудный спектр сигнала для негармонического колебания, которое мы рассматривали в качестве примера в самом начале работы. Напоминаю, что его разложение в ряд Фурье выглядит следующим образом:

[image: ]
У нас есть две гармоники, амплитуды которых равны, соответственно, 2 и 1.5. Поэтому на диаграмме две линии, длины которых соответствуют амплитудам гармонических колебаний.
Фазовый спектр сигнала строится аналогично, за той лишь разницей, что используются начальные фазы гармоник, а не амплитуды.
Итак, с построением и анализом амплитудного спектра сигнала мы разобрались, давайте перейдем к следующей теме — к понятию амплитудно-частотной характеристики.
Амплитудно-частотная характеристика (АЧХ).
АЧХ является важнейшей характеристикой многих цепей и устройств — фильтров, усилителей звука и т.д. Даже простые наушники имеют свою собственную амплитудно- частотную характеристику. Что же она показывает?
АЧХ — это зависимость амплитуды выходного сигнала от частоты входного сигнала.
Как мы выяснили выше, негармонический периодический сигнал можно разложить в ряд Фурье. Но нас сейчас интересует, в первую очередь, аудио-сигнал, и выглядит он следующим образом
:[image: ]

Как видите, ни о какой периодичности здесь не идет речи. Но, к счастью, существуют специальные алгоритмы, которые позволяют представить звуковой сигнал в виде спектра входящих в него частот. Мы сейчас не будем подробно разбирать эти алгоритмы, это тема для отдельной работы, просто примем тот факт, что они позволяют нам осуществить такое преобразование с аудио-сигналом.
Соответственно, мы можем построить диаграмму амплитудного спектра звукового сигнала. А пройдя через какую-либо цепь (к примеру, через наушники при воспроизведении звука) сигнал будет изменен. Так вот амплитудно-частотная характеристика как раз и показывает, какие изменения будет претерпевать входной сигнал при прохождении через ту или иную цепь. Давайте обсудим этот момент чуть поподробнее…
Итак, на входе мы имеем ряд гармоник. Амплитудная-частотная характеристика показывает, как изменится амплитуда той или иной гармоники при прохождении через цепь. Рассмотрим пример АЧХ:
[image: ]
Разберемся поэтапно, что же тут изображено… Начнем с осей графика АЧХ. По оси y мы откладываем величину выходного напряжения (или коэффициента усиления, как на данном рисунке). Коэффициент усиления мы откладываем в дБ, соответственно величина, равная 0 дБ, соответствует усилению в 1 раз, то есть амплитуда сигнала остается неизменной. По оси x откладываются частоты входного сигнала. Таким образом, в рассматриваемом случае для всех гармоник, частоты которых лежат в интервале от 100 до 10000 Гц, амплитуда не изменится. А сигналы всех остальных гармоник будут ослаблены.
[image: ]На графике отдельно отмечены частоты	— их отличительной особенностью является то, что сигнал гармоник данных частот будет ослаблен в 1.41 раза (3 дБ) по напряжению, что соответствует уменьшению в 2 раза по мощности. Полосу частот между
[image: ]называют полосой пропускания. Получается следующая ситуация — сигналы всех гармоник, частоты которых лежат в пределах полосы пропускания устройства/цепи будут ослаблены менее, чем в 2 раза по мощности.
Частотный диапазон аудиоустройств обычно разбивают на низкие, средние и высокие частоты. Приблизительно это выглядит так:
· 20 Гц — 160 Гц — область низких частот
· 160 Гц — 1.28 КГц — область средних частот
· 1.28 КГц — 20.5 КГц — область высоких частот

Именно такую терминологию обычно можно встретить в разных программах- эквалайзерах, используемых для настройки звука.
В качестве примеров посмотрим на несколько АЧХ, используемых в программных эквалайзерах для обработки звуковых сигналов:
[image: ]

Здесь мы можем видеть амплитудно-частотную характеристику усилителя. Причем усилены будут преимущественно средние частоты диапазона.
[image: ]

А здесь ситуация совсем другая — низкие и верхние частоты усиливаются, а в области средних частот для гармоник с частотой 500 Гц мы наблюдаем значительное ослабление.

[image: ]

А здесь усиливаются только низкие частоты. Аудиоаппаратура с такой АЧХ будет обладать высоким уровнем басов.
Дискретное преобразование Фурье
Дискретное преобразование Фурье (ДПФ) — один из распространенных инструментов спектрального анализа сигналов, широко применяемый в самых разных отраслях науки и техники. При этом разработано множество быстрых алгоритмов для высокой вычислительной эффективности ДПФ.
В данном разделе будет уделено особое внимание переходу от непрерывного интеграла Фурье к дискретно-временному преобразованию Фурье (ДВПФ) и, далее, к дискретному преобразованию Фурье. Понимание данного перехода позволит лучше понять свойства ДПФ и сущность цифрового спектрального анализа в целом.
[image: ]Пара непрерывного преобразования Фурье (интеграл Фурье) имеет вид:
где S(ω) — спектр сигнала s(t) (в общем случае и сигнал и спектр — комплексные).
Выражения для прямого ДПФ и обратного дискретного преобразования Фурье (ОДПФ) имеют вид:

[image: ]
ДПФ ставит в соответствие N отсчетам сигнала s(n) , n=0…N−1, N отсчетов комплексного спектра Sd(k) , k=0…N−1. Здесь и далее в данном разделе переменная n индексирует временные отсчеты сигнала, а переменная k индексирует спектральные отсчеты ДПФ.
Как в непрерывном, так и в дискретном случаях в выражениях для обратного преобразования имеется нормировочный коэффициент. В случае интеграла Фурье это 1/(2π) , в случае ОДПФ – 1/N.
Нормировочный коэффициент необходим для корректного масштабирования сигнала из частотной области во временную. Нормировочный коэффициент уменьшает амплитуду сигнала на выходе обратного преобразования, для того чтобы она совпадала с амплитудой исходного сигнала. Если последовательно рассчитать прямое преобразование Фурье некоторого сигнала, а после взять обратное преобразование Фурье, то результат обратного преобразования должен полностью совпадать с исходным сигналом.
Дискретизация сигнала по времени. Дискретно-временное преобразование Фурье.
[image: ]Рассмотрим дискретный сигнал sd(t) как результат умножения непрерывного сигнала s(t) на решетчатую функцию:
где δ(t) – дельта-функция:
[image: ]
Δt – интервал дискретизации. Графически процесс дискретизации можно представить, как это показано на рисунке 1.

[image: ]
[image: ]

Рисунок 1. Процесс дискретизации сигнала
[image: ]Вычислим преобразование Фурье дискретного сигнала sd(t), для этого подставим выражение (3) в выражение для преобразования Фурье (1):
Поменяем	местами	операции	суммирования	и	интегрирования	и	используем фильтрующее свойство дельта-функции:
[image: ]
Тогда выражение (5) с учетом (6) принимает вид:
[image: ]

Таким образом, мы избавились от интегрирования в бесконечных пределах, заменив его конечным суммированием комплексных экспонент.
[image: ]Комплексные экспоненты exp⁡(−j*ω*n*Δt) выражении (7) являются периодическими функциями с периодом:
где Fs=1/Δt - частота дискретизации сигнала (Гц).
Необходимо отметить, что n=0 исключено из выражения (8), так как при n=0 комплексная экспонента равна единице. Максимальный период повторения спектра Sd(ω) будет при n=1 , в этом случае он равен Ωmax=Ω(1)=2π/Δt=2π*Fs рад/c.
Таким образом, спектр Sd(ω) дискретного сигнала sd(t), есть 2π*Fs — периодическая функция циклической частоты ω определенная как (7). Если мы введем нормировку частоты дискретизации Fs=1Гц, то (7) переходит к выражению дискретно-временного преобразования Фурье (ДВПФ):
[image: ]
ДВПФ использует только индексы отсчетов входного сигнала s(n) при частоте дискретизации Fs=1 Гц. В результате ДВПФ мы получим 2π периодическую функцию Sd(ωн) нормированной циклической частоты ωн=ω/Fs.
Поскольку спектр дискретного сигнала — периодическая функция, то можно рассматривать только один период повторения спектра Sd(ω) при ω=[0,2π*Fs] рад/с или Sd(f) при f=[0,Fs] Гц.
Повторение сигнала во времени. Дискретное преобразование Фурье
Для программной реализации алгоритмов цифровой обработки требуются как дискретные отсчеты сигнала, так и дискретные отсчеты спектра. Известно, что дискретным, или, как еще говорят, линейчатым спектром, обладают периодические сигналы. При этом дискретный спектр получается путем разложения в ряд Фурье периодического сигнала. Значит, чтобы получить дискретный спектр, надо сделать исходный дискретный сигнал периодическим путем повторения данного сигнала во времени бесконечное количество раз с некоторым периодом T. Тогда спектр периодического сигнала будет содержать дискретные гармоники, кратные Δω=2π/T рад/c.
[image: ]Графически процесс повторения сигнала во времени представлен на рисунке 2.

Рисунок 2. Повторение сигнала во времени
Черным показан исходный сигнал, красным — его повторения через некоторый период
T.

Повторять сигнал можно с различным периодом T, однако необходимо, чтобы период повторения был больше или равен длительности сигнала T≥N*Δt, чтобы сигнал и его периодические повторения не перекрывались во времени. При этом минимальный период повторения сигнала Tmin, при котором сигнал и его повторения не накладываются друг на друга, равен
[image: ]
Повторение сигнала с минимальным периодом Tmin=N*Δt показано на рисунке 3.
[image: ]
Рисунок 3. Повторение сигнала с минимальным периодом
При повторении сигнала с минимальным периодом Tmin получим линейчатый спектр сигнала, состоящий из гармоник, кратных:
[image: ]
Таким образом, мы можем продискретизировать спектр Sd(ω) дискретного сигнала s(n) на одном периоде повторения 2π*Fs с шагом Δω=2π/(N*Δt) и получим:
[image: ]
отсчетов спектра.
[image: ]Учтем вышесказанное в выражении (7):
Если опустить в выражении (13) шаг дискретизации по времени Δt и по частоте Δω, то получим окончательное выражение для ДПФ:

[image: ]
ДПФ ставит в соответствие N отсчетам дискретного сигнала s(n), N отсчетов дискретного спектра Sd(k), при этом предполагается, что и сигнал и спектр являются периодическими и анализируются на одном периоде повторения.
Обратное дискретное преобразование Фурье
Аналогично (3) можно записать выражение для дискретного спектра через решетчатую функцию:
[image: ]
где SD(ω) - дискретные отсчеты спектра Sd(ω) на одном периоде повторения 2π*Fs рад/с.
Подставим (15) в выражение для обратного преобразования Фурье (1):
[image: ]
где C — коэффициент пропорциональности, задача которого — обеспечить равенство по амплитуде исходного дискретного сигнала и результата ОДПФ. Коэффициент пропорциональности C учитывает коэффициент 1/2π обратного преобразования Фурье.
[image: ]Поменяем местами операции суммирования и интегрирования и учтем фильтрующее свойство дельта-функции:
Возьмем дискретные отсчеты s(t) через интервал Δt=1/Fs сек, тогда (17) можно записать:
[image: ]
Учтем (11) и получим:
[image: ]
Опустив в (19) интервалы дискретизации по частоте и по времени, получим выражение для ОДПФ, в котором остался неизвестным коэффициент пропорциональности C:
[image: ]

[image: ]Для того чтобы рассчитать коэффициент C, необходимо в выражение для ОДПФ (20) подставить выражение для ДПФ (14):
Поменяем местами в (21) порядок суммирования и объединим экспоненты:
[image: ]
Рассмотрим подробнее сумму комплексных экспонент входящую в (22). При m=n имеем:
[image: ]
Теперь рассмотрим эту же сумму при m≠n. Пусть L=n−m, тогда:
[image: ]
Каждая комплексная экспонента, входящая в сумму (24), есть вектор на комплексной плоскости единичной длины, повернутый на угол:
[image: ]



Δϕ.

Таких векторов будет N, и они повернуты относительно друг друга на одинаковые углы

Поскольку все векторы выходят из одной точки (из 0 комплексной плоскости) и

[image: ]повернуты относительно друг друга на одинаковые углы Δϕ , то их сумма равна нулю. Это иллюстрируется рисунком 4 для N=4.

[image: ]
[image: ]

Рисунок 4. Сумма комплексных экспонент
Из рисунка 4 можно заключить, что для всех L=n−m, n=0…N−1, m=0…N−1, m≠n суммы комплексных экспонент (24) равны нулю.
[image: ]Тогда в выражении (22) от суммы по m=0…N−1 останется только слагаемое при n=m, и (22) можно представить в виде:
Из (26) можно заключить, что C=1/N.
[image: ]Таким образом, окончательное выражение для ОДПФ имеет вид:

Задание на работу:
Для дискретного или непрерывного речевого сигнала построить и вывести на экран его дискретный спектр в заданном пользователе окне длиной N отсчетов. Для проверки выполнить обратное дискретное преобразование Фурье и сравнить его результат с исходным сигналом.

Лабораторная работа № 2. Исчисление объемов информации

Цель работы:
Закрепление знаний о количественном исчислении объемов информации.
Мера информации по Хартли. Мера информации по Шеннону.
Теоретические положения
Вопросы получения, накопления и обработки информации тесно связаны с проблемой ее количественного измерения. Выделяют несколько различных подходов к решению подобной проблемы. В рамках изучаемой дисциплины наибольший интерес для нас будет представлять так называемый статистический подход. Его суть заключается в том, что количественная оценка объема передаваемой информации осуществляется на основе анализа статистических характеристик источника информации.
В частности, очевидно, что информационная ценность некоторого сообщения связана с разнообразием вариантов генерируемых сообщений, или, другими словами, с разнообразием состояний источника информации. Ввиду этого можно считать, что объем информации, передаваемый с отдельным сообщением, пропорционален общему числу N различных сообщений (или числу состояний источника информации). На практике, однако, в качестве меры информационной емкости принимается не само число N, а логарифм по основанию 2 от него:
I  log2 N .
Подобная мера получила название формально-логической логарифмической меры информации, или меры информации по Хартли.
Другим способом количественной оценки информации, учитывающим вероятности генерации конкретных сообщений, является мера по Шеннону. Состояние источника информации до получения сообщения потребителем характеризуется некоторой неопределенностью. При этом получение информации снимает эту неопределенность (полностью или частично):

I  Hнач
· 
Hкон .

Неопределенность состояния источника информации оценивается по формуле:
N 1
H    pi log2 pi ,
i 0

где

pi   – вероятность i-го состояния источника.

Неопределенность является величиной неотрицательной. Она достигает максимального значения при равенстве вероятностей каждого из состояний друг другу и уменьшается с увеличением разброса этих вероятностей.
Также следует заметить, что при равенстве вероятностей между собой

pi  pj ,i, j  0..N 1,
мера информации по Шеннону совпадает с мерой информации по Хартли.

Задания
Разработать программные модули, определяющие информационные характеристики по Хартли и Шеннону для заданного источника сообщений. В качестве источника сообщений можно выбрать:
1. Произвольный текст достаточного объема на русском языке.
2. Произвольный текст достаточного объема на английском языке.
3. Произвольный текст достаточного объема на немецком языке.
4. Произвольный текст достаточного объема на французском языке.
5. Произвольный текст достаточного объема на испанском языке.
6. Произвольный текст достаточного объема на японском языке.

Лабораторная работа № 4. Построение кодовых деревьев и таблиц эффективного кода Хаффмана

1.1. Цель работы:
Исследование методов построения кодовых деревьев на примере кода Хаффмана. Закрепление навыков синтеза структурных схем кодера и декодера кода Хаффмана.
Теоретические положения
При равномерном кодировании информации на сообщение отводится одно и то же число бит, независимо от вероятности его появления. Вместе с тем логично предположить, что общая длина передаваемых сообщений уменьшится, если часто встречающиеся сообщения кодировать короткими кодовыми словами, а редко встречающиеся – более длинными. Возникающие при этом проблемы связаны с необходимостью использования кодов с переменной длиной кодового слова. Существует множество подходов к построению подобных кодов. Одним из широко используемых на практике является код Хаффмана, кодер и декодер которого имеют достаточно простую аппаратную реализацию.
Процедура синтеза кода предполагает наличие априорной информации о статистических характеристиках источника сообщений. Иначе говоря, разработчику должны быть известны вероятности возникновения тех или иных сообщений (символов). Рассмотрим синтез кода Хаффмана на простом примере.
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)Пусть	источник	информации	способен	генерировать

четыре	различных	символа
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с	вероятностями

возникновения	p S1    0,2 ,	pS2   0,15 ,	pS3   0,55	и


Рис. 5.1

pS4   0,1. Отсортируем символы по убыванию вероятности появления и представим в виде таблицы (см. рис. 5.1).
Процедура синтеза кода состоит из трех основных этапов.

На первом происходит свертка строк таблицы:	две		строки, соответствующие символам с наименьшими		вероятностями возникновения заменяются одной с
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суммарной вероятностью, после чего таблица вновь переупорядочивается.
Свертка продолжается до тех пор, пока в таблице не останется лишь одна строка с суммарной вероятностью, равной единице (рис. 5.2).
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)На втором этапе осуществляется построение кодового дерева по свернутой таблице (рис. 5.3). Дерево строится, начиная с последнего столбца таблицы. Корень дерева образует единица, расположенная в последнем столбце. В рассматриваемом примере     эта     единица     образуется     из
вероятностей 0,55 и 0,45, изображаемых в

Рис. 5.3

виде двух узлов дерева, связанных с корнем.

Первый из них соответствует символу  S3

и, таким образом, дальнейшее

ветвление	этого	узла	не	происходит.	Второй	узел,	маркированный вероятностью	0,45,	соединяется	с	двумя		узлами		третьего	уровня,	с

вероятностями 0,25 и 0,2. Вероятность 0,2 соответствует символу

S1 ,  а

вероятность 0,25, в свою очередь, образуется из вероятностей 0,15 появления
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Рис. 5.4

и 0,1 появления символа S4 .
Ребра, соединяющие отдельные узлы кодового дерева, нумеруются цифрами 0 и 1 (например, левые ребра – 0, а правые – 1). На третьем, заключительном этапе, строится таблица, в которой сопоставляются символы источника и соответствующие им кодовые слова кода Хаффмана. Эти кодовые слова образуются в результате считывания цифр,

которыми	помечены	ребра,	образующие	путь	от	корня	дерева	к соответствующему символу. Для рассматриваемого примера код Хаффмана
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Структурно, кодер Хаффмана состоит из двух сдвиговых	регистров,
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синтезированном коде (рис. 5.5).

Верхний по схеме регистр предназначен непосредственно для формирования выходного кодового слова. Нижний регистр служит указания длины кодового слова, формируемого в данный момент в верхнем регистре.
Блок памяти M в данной схеме соответствует источнику информации. Будем считать, что он имеет столько выходов, сколько различных символов способен генерировать моделируемый источник и очередной символ появляется и удерживается в виде логической единицы на соответствующем выходе при поступлении сигнала на вход +1.
Принцип работы кодера заключается в следующем: при генерации очередного символа в верхний по схеме сдвиговый регистр должно быть записано соответствующее кодовое слово, причем старшая его цифра должна оказаться в самом верхнем по схеме разряде регистра.
В рассматриваемом примере три символа имеют единицу в старшем
разряде (S1, S2 и S4 ), поэтому схема формирования верхнего разряда верхнего
регистра представляет собой дизъюнктор, объединяющий соответствующие

выходы блока памяти M. Во втором разряде единица есть лишь у символа

S1 .

При этом символ S3

имеет одноразрядное кодовое слово, для которого второй

разряд не определен вовсе и поэтому может быть дополнен нулем для упрощения схемы. Аналогично в третьем разряде единица есть лишь у символа S4 .
Нижний по схеме сдвиговый регистр предназначен для формирования сигнала, указывающего блоку памяти, что формирование кодового слова для

текущего символа окончено и можно выдать на один из выходов

S1 -S4

следующий символ. Для этого в сдвиговый регистр записывается кодовая
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)комбинация, содержащая лишь одну единицу и лишь в том разряде, номер которого (при нумерации справа налево, начиная	с	единицы) соответствует			длине формируемого кодового слова.
Например,	для	символа	S1
кодовое слово имеет длину 2,
Рис. 5.6

поэтому в нижний сдвиговый регистр должна быть записана комбинация вида

010. Кодовое слово S2

имеет длину 3, что соответствует комбинации 001, и т.д.

Основу декодера (рис. 5.6) составляет сдвиговый регистр, разрядность которого на единицу больше разрядности наиболее длинного кодового слова. Принимаемые по последовательному каналу разряды некоторого кодового слова записываются в сдвиговый регистр, постепенно продвигаясь от младших разрядов к старшим. Регистр имеет парафазные выходы, к которым подключена линейка конъюнкторов. Их входы соединены таким образом, чтобы единица на выходе отдельного конъюнктора формировалась при приеме соответствующего кодового слова.
Следует обратить внимание на то, что некоторые кодовые слова содержат в старших разрядах нули. Для того, чтобы отличить такие нули, принимаемые по входному каналу от нулей, хранящихся в сдвиговом регистре при его начальной инициализации, регистр содержит дополнительный (относительно максимальной разрядности кодовых слов) разряд, в который перед началом приема очередного слова записывается маркерная единица. Она позволяет избежать неоднозначности.
Задания
Разработать программный модуль для реализации кодирования / декодирования методом Хаффмана для источников сообщений с заданными статистическими характеристиками:
	№
вар-та
	pS1 
	pS2 
	pS3 
	pS4 
	pS5 
	pS6 
	pS7 

	01
	0,600
	0,120
	0,080
	0,080
	0,050
	0,040
	0,030

	02
	0,600
	0,100
	0,100
	0,050
	0,050
	0,050
	0,050

	03
	0,500
	0,300
	0,050
	0,050
	0,050
	0,030
	0,020

	04
	0,500
	0,150
	0,150
	0,100
	0,050
	0,025
	0,025

	05
	0,400
	0,300
	0,200
	0,040
	0,030
	0,015
	0,015

	06
	0,400
	0,150
	0,150
	0,100
	0,100
	0,080
	0,020

	07
	0,300
	0,250
	0,250
	0,100
	0,040
	0,035
	0,025

	08
	0,300
	0,300
	0,150
	0,100
	0,060
	0,050
	0,040

	09
	0,200
	0,200
	0,200
	0,150
	0,150
	0,060
	0,040

	10
	0,200
	0,200
	0,150
	0,150
	0,100
	0,100
	0,100



Лабораторная работа № 5. Арифметическое сжатие сообщений

1.1. Цель работы:
Исследование методов и алгоритмов реализации арифметического кодирования текстовой информации. Закрепление практических навыков разработки программного обеспечения для арифметического кодирования текстов.
Теоретические положения
В качестве альтернативного метода статистического сжатия предложено так называемое арифметическое кодирование. В нем отказались от идеи сопоставлять символу из входного потока какой-либо конкретный код. Вместо этого было предложено ставить в соответствие всему входному потоку целиком некоторое дробное число достаточной длины. Более длинным и сложным сообщениям соответствуют числа с большим количеством знаков после запятой. Эта идея была известна в течение некоторого времени, но лишь недавно были разработаны практические методы, реализующие арифметическое кодирование на компьютерах с фиксированной разрядной сеткой регистров.
Результатом работы арифметического кодера является единственное число, меньшее единицы и большее или равное нулю. Это число можно декодировать лишь единственным образом, в результате чего формируется точно такой же поток символов, с помощью которого это число было вычислено. Для вычисления этого числа символам присваивается множество вероятностей. Например, сообщение «BILL GATES» имеет распределение вероятностей вида:
	Символ
	Вероятность

	ПРОБЕЛ
	1/10

	A
	1/10

	B
	1/10

	E
	1/10

	G
	1/10

	I
	1/10

	L
	2/10

	S
	1/10

	T
	1/10


Если вероятности символов известны, каждому символу присваивается некоторый интервал из общего диапазона вероятностей, обычно от 0 до 1. При этом неважно, какому символу будет присвоен какой интервал общего диапазона. Главное, чтобы это происходило одинаково как на стороне кодера,

так и на стороне декодера. Для множества из девяти различных символов в рассматриваемом примере, такое разбиение на интервалы будет иметь вид:
	Символ
	Вероятность
	Интервал

	ПРОБЕЛ
	1/10
	0.00 <= r <
0.10

	A
	1/10
	0.10 <= r <
0.20

	B
	1/10
	0.20 <= r <
0.30

	E
	1/10
	0.30 <= r <
0.40

	G
	1/10
	0.40 <= r <
0.50

	I
	1/10
	0.50 <= r <
0.60

	L
	2/10
	0.60 <= r <
0.80

	S
	1/10
	0.80 <= r <
0.90

	T
	1/10
	0.90 <= r <
1.00


[image: ]Каждому символу присваивается некоторый фрагмент диапазона	, размер которого соответствует вероятности его появления. Обратите внимание, что символ «владеет» всем числами этого интервала, вплоть до его верхней границы, но, не включая ее. То есть, символу «T» фактически соответствует диапазон от 0.90 до 0.9999…
Чтобы декодировать первый символ сообщения правильно, результирующее закодированное сообщение должно быть числом, большим или равным 0.20 и меньшим, чем 0.30. Чтобы вычислить это число, необходимо найти интервал, в который оно попадает. После того, как первый символ закодирован, левая граница общего диапазона становится 0.20, а правая – 0.30.
В процессе кодирования каждый новый символ будет вносить дальнейшие ограничения на возможный диапазон результирующего выходного числа. В рассматриваемом примере следующим кодируемым символом является буква I, соответствующая интервалу от 0.50 до 0.60. При этом следует учитывать, что текущим полным интервалом является подинтервал 0.2 до 0.3. Таким образом, кодируемое число будет находиться где-то между 50-60 сотыми текущего полного интервала. То есть, следующим ограничением на полный диапазон будет 0.25-0.26. Ниже приведен алгоритм, работающий по описанной схеме с сообщениями произвольной длины:
левая_граница = 0.0;
правая_граница = 1.0;
while ((c = getc(input)) != EOF ) {
интервал = правая_граница – левая_граница;

правая_граница = левая_граница + интервал * правая_граница_интервала(c); левая_граница = левая_граница + интервал * левая_граница_интервала(c);
}
output (левая_граница);
Здесь левая_граница и правая_граница – переменные, в которых хранятся границы текущего интервала, интервал – переменная, в которой хранится ширина текущего интервала, а правая_граница_интервала(c) и левая_граница_интервала(c) – функции, возвращающие априорные значения границ интервалов для заданного символа c.
В результате применения такого алгоритма к рассмотренному текстовому сообщению будет сформирована следующая таблица:
	Новый символ
	Левая граница общего интервала
	Правая граница общего интервала

	
	0.0
	1.0

	B
	0.2
	0.3

	I
	0.25
	0.26

	L
	0.256
	0.258

	L
	0.2572
	0.2576

	ПРОБЕЛ
	0.25720
	0.25724

	G
	0.257216
	0.257220

	A
	0.2572164
	0.2572168

	T
	0.25721676
	0.2572168

	E
	0.257216772
	0.257216776

	S
	0.2572167752
	0.2572167756


Таким образом, последнее значение левой границы, 0.2572167752, будет уникальным образом кодировать сообщение «BILL GATES» используя рассмотренную выше схему.
Приняв эту схему кодирования, достаточно просто понять, как происходит процесс декодирования. Поиск первого символа сообщения осуществляется путем просмотра исходного множества интервалов и определения, какой символ относится к интервалу, в которое попадает получившееся кодированное число. Поскольку 0.2572167752 расположено между 0.2 и 0.3, первым символом должен быть B. Затем удалим B из кодированного числа. Поскольку нам известны левая и правая границы интервала, соответствующего символу B, процедура удаления будет обратной по отношению к процедуре добавления символа B. Вначале вычтем левую границу интервала B, в результате чего получим число 0.0572167752. Затем поделим получившуюся разность на ширину интервала, соответствующего B, то есть 0.1. В результате получим 0.572167752. Это число позволит нам декодировать следующий символ сообщения. Оно лежит внутри интервала 0.5-0.6, который соответствует символу I.
Окончательный алгоритм для декодирования числа в исходную последовательность имеет вид:

число = input_code(); for ( ; ; ) {
символ = найти_символ_попадающий_внутрь_этого_интервала (число); putc(символ);
интервал = правая_граница_интервала (символ) – левая_граница_интервала (символ);
число = число – левая_граница_интервала (символ); число = число / интервал;
}
В рассмотренном примере не отражен один практически важный вопрос:
как определить момент окончания декодирования сообщения? Он может быть решен либо путем добавления к сжимаемому сообщению специального символа конца файла, либо путем передачи вместе с потоком сжатых данных длинны исходного сообщения. В дальнейшем мы будем использовать специальный символ конца файла, который сообщит декодеру, что исходное сообщение полностью восстановлено, и дальнейшие вычисления необходимо прекратить.
В результате применения алгоритма декодирования для сообщения «BILL GATES» будет сформирована следующая таблица:
	Кодированное число
	Выходной символ
	Левая граница
	Правая граница
	Ширина интервала

	0.2572167752
	B
	0.2
	0.3
	0.1

	0.572167752
	I
	0.5
	0.6
	0.1

	0.72167752
	L
	0.6
	0.8
	0.2

	0.6083876
	L
	0.6
	0.8
	0.2

	0.041938
	ПРОБЕЛ
	0.0
	0.1
	0.1

	0.41938
	G
	0.4
	0.5
	0.1

	0.1938
	A
	0.2
	0.3
	0.1

	0.938
	T
	0.9
	1.0
	0.1

	0.38
	E
	0.3
	0.4
	0.1

	0.8
	S
	0.8
	0.9
	0.1

	0.0
	
	
	
	



В результате, процесс кодирования представляет собой просто сокращение интервала возможных кодовых чисел с поступлением каждого нового символа из входного потока. Ширина получающегося интервала оказывается пропорциональной априорной вероятности, соответствующей этому символу. Декодирование является обратной процедурой, в ходе выполнения которой интервал расширяется пропорционально вероятности очередного символа, по мере распаковки.
Рассмотренные процедуры арифметического сжатия и декомпрессии не очень сложны. Однако их прямая реализация оказывается практически невозможной из-за того, что современные компьютеры не позволяют оперировать дробными числами с большим числом знаков после запятой.

Поэтому необходимо предусмотреть специальные меры для реализации рассмотренных алгоритмов с помощью целочисленной арифметики.
Существует специальная схема расширяемого переноса (incremental transmission), в которой целочисленные переменные состояния, имеющие фиксированную длину, принимают новые разряды справа (со стороны младших разрядов) и сдвигают их влево (к старшим разрядам), формируя единое число, которое может иметь произвольную длину, измеряемую миллионами или миллиардами разрядов.
Задания
Разработать программный модуль для реализации сжатия / декодирования текста с использование арифметического кодера для следующих сообщений:
1. abccaab
2. cbaabbc
3. cbaaacb
4. abbbcbb
5. ccabaca
6. bacbabb
7. babccac
8. cacbbab
9. cbccaaa
10. caababc

Лабораторная работа № 6. CRC-алгоритмы обнаружения ошибок в блоках данных, передаваемых через сеть
Интернет

Цель работы:
Изучение принципов и исследование методов генерации циклического избыточного кода для обнаружения ошибок в передаваемых по каналам связи сообщениях.
Теоретические положения
Циклический избыточный код (Cyclical Redundancy Check — CRC) имеет фиксированную длину и используется для обнаружения ошибок. Наибольшее распространения получили коды CRC-16 и CRC-32, имеющие длину 16 и 32 бита соответственно. Код CRC строится по исходному сообщению произвольной длины, т.е. этот код не является блочным в строгом смысле этого слова.   Но   при   каждом   конкретном   применении   этот   код—   блочный, (m, т + 16)-код для CRC-16 или (т, т + 32)-код для CRC-32.
Вычисление значения кода CRC происходит посредством деления многочлена, соответствующего исходному сообщению (полином сообщение), на фиксированный многочлен (полином-генератор). Остаток от такого деления и есть код CRC, соответствующий исходному сообщению. Для кода CRC-16 полином-генератор имеет степень 16, а для CRC-32 — 32. Полиномы- генераторы подбираются специальным образом и для кодов CRC- 16/32 стандартизированы Международным консультативным комитетом по телеграфной и телефонной связи (CCITT).
Существуют быстрые алгоритмы для расчета CRC-кодов, использующие специальные таблицы, а не деление многочленов с остатком.
CRC-коды способны обнаруживать одиночную ошибку в любой позиции и, кроме того, многочисленные комбинации кратных ошибок, расположенных близко друг от друга. При реальной передаче или хранении информации ошибки обычно группируются на некотором участке, а не распределяются равномерно по всей длине данных. Таким образом, хотя для идеального случая двоичного симметричного канала CRC-коды не имеют никаких теоретических преимуществ по сравнению, например, с простыми контрольными суммами, для реальных систем эти коды являются очень полезными.
Коды CRC используются очень широко: модемами, телекоммуникационными программами, программами архивации и проверки

целостности данных и многими другими программными и аппаратными компонентами вычислительных систем.
Как уже было указано, основная идея алгоритма CRC состоит в представлении сообщения виде огромного двоичного числа, делении его на другое фиксированное двоичное число и использовании остатка этого деления в качестве контрольной суммы. Получив сообщение, приемник может выполнить аналогичное действие и сравнить полученный остаток с
«контрольной суммой» (переданным остатком). И хотя влияние каждого бита исходного сообщения на частное не столь существенно, остаток во время вычислений может радикально измениться, и чем больше байтов имеется в исходном сообщении (в делимом), тем сильнее меняется каждый раз величина остатка.
[image: ]Ключевым словом при работе с CRC является слово «полином». Все CRC- алгоритмы основаны на полиномиальных вычислениях, и для любого алгоритма CRC можно указать, какой полином он использует. Это значит, что вместо представления делителя, делимого (сообщения), частного и остатка в виде положительных целых чисел, можно представить их в виде полиномов с двоичными коэффициентами или в виде строки бит, каждый из которых является коэффициентом полинома. Например, десятичное число 23 в шестнадцатеричной системе счисления имеет вид 17, а в двоичном — 10111, что совпадает с полиномом:
или, упрощенно:
[image: ]
которыми как и раньше можно выполнять любые арифметические действия. Все это очень похоже на обычную арифметику, с той лишь разницей, что основание у нас лишь предполагается, а не строго задано.
В полиномиальной арифметике связи между коэффициентами не установлены, и, поэтому, коэффициенты при каждом члене полинома становятся строго типизированными— коэффициент при x2 имеет иной тип, чем при x3.
Если коэффициенты каждого члена полинома совершенно изолированы друг от друга, то можно работать с любыми видами полиномиальной арифметики, просто меняя правила, по которым коэффициенты работают. Одна из таких схем — когда коэффициенты складываются по модулю 2 без переноса
— то есть коэффициенты могут иметь значения лишь 0 или 1, перенос не учитывается. Это называется «полиномиальная арифметика по модулю 2».

Рассмотрим пример перемножения полиномов по правилам обычной арифметики:
[image: ]
По правилам обычной арифметики, коэффициент члена 3x3 распределяется по другим членам полинома, используя механизм переноса.
В «полиномиальной арифметике по модулю 2» не известно, чему равен
«X», переносов не существует, а все коэффициенты рассчитываются по модулю
2. [image: ]В результате получаем:
Таким образом, полиномиальная арифметика по модулю 2 — это фактически двоичная арифметика по модулю 2 без учета переносов.
Сложение двух чисел в CRC-арифметике полностью аналогично обычному арифметическому действия за исключением отсутствия переносов из разряда в разряд. Это означает, что каждая пара битов определяет результат своего разряда вне зависимости от результатов других пар.
Для каждой пары битов возможны 4 варианта:
0+0=0
0+1=1
1+0=1
1+1=0 (перенос отсутствует) То же самое справедливо и для вычитания:
0-0=0
0-1=1 (зацикливание)
1-0=1
1-1=0
Фактически, как операция сложения, так и операция вычитания в CRC- арифметике идентичны операции «Исключающее ИЛИ» (eXclusive OR — XOR), что позволяет заменить 2 операции первого уровня (сложение и вычитание) одним действием, которое, одновременно, оказывается инверсным самому себе.
Сгруппировав сложение и вычитание в одно единое действие, CRC- арифметика исключает из поля своего внимания все величины, лежащие за пределами самого старшего своего бита.
Умножение, как и в обычной арифметике, считается суммой значений первого сомножителя, сдвинутых в соответствии со значением второго сомножителя. Следует обратить внимание, что при суммировании используется CRC-сложение.

Чтобы выполнить вычисление CRC, необходимо выбрать делитель. Делитель называется генераторным полиномом (generator polynomial), или просто полиномом, и это ключевое слово любого CRC-алгоритма.
Степень полинома W (width — ширина) (позиция самого старшего единичного бита) чрезвычайно важна, так как от нее зависят все остальные расчеты. Обычно выбирается степень 16 ил 32, так как это облегчает реализацию алгоритма на современных компьютерах. Степень полинома — это действительная позиция старшего бита, например, степень полинома 10011 равна 4, а не 5. Единственное, что необходимо сделать до начала работы— дополнить сообщение W нулевыми битами.
Рассмотрим пример:
Исходное сообщение :           1101011011
Полином :	10011
Сообщение, дополненноеW битами : 11010110110000
[image: ]
В результате получаем частное, которое отбрасывается за ненадобностью, и остаток, который и используется в качестве контрольной суммы. Как

правило, контрольная сумма добавляется к сообщению и вместе с ним передается по каналам связи. В данном случае будет передано следующее сообщение: 11010110111110.
Таким образом, при вычислении CRC необходимо выполнить следующие действия:
1. Выбрать степень полинома W и полином G (степени W).
2. Добавить к сообщению W нулевых битов. Назовем полученную строку
M'.
3. Поделим	M'	на	G	с	использованием	правил	CRC-арифметики.
Полученный остаток и будет контрольной суммой.
На другом конце канала приемник может сделать одно из равноценных действий:
1. Выделить текст собственно сообщения, вычислить для него контрольную сумму (не забыв при этом дополнить сообщение W битами), и сравнить ее с переданной.
2. Вычислить контрольную сумму для всего переданного сообщения (без добавления нулей), и посмотреть, получится ли в результате нулевой остаток.
Оба эти варианта совершенно равноправны.
Задания
Разработать программные модули, реализующие вычисление CRC-кодов и проверку принятых кодов для заданных блоков данных:
1. 4F 61 63 73
2. 20 67 6E 61
3. 4E 67 65 61
4. 4F 73 65 61
5. 4E 61 6E 67
6. 45 67 63 65
7. 20 65 65 73
8. 90 78 A4 76
9. 09 43 BE D1
10. 56 10 89 17

В качестве генераторных полиномов использовать один из следующих: 1. x^9 +x^5 +x^4 +x^2 +1
2. x^10 +x^6 +x^3 +1
3. x^10 +x^7+x^4+x^2 +1

Лабораторная работа № 7. Исследование простых помехоустойчивых кодов

Цель работы:
Закрепление	знаний	о	принципах	помехоустойчивого	кодирования.
Исследование процедуры синтеза кода Хэмминга.
Теоретические положения
Процессы накопления, хранения и передачи информации на практике протекают в условиях воздействия помех, способных исказить обрабатываемые данные. Это обуславливает актуальность разработки и использования методов, позволяющих обнаруживать и корректировать подобные ошибки. С математической точки зрения задача сводится к синтезу так называемых помехоустойчивых кодов.
Распространенные блоковые коды характеризуются так называемым минимальным кодовым расстоянием. Вообще, расстоянием по Хэммингу между двумя кодовыми словами называется число разрядов, в которых они различны. При этом в качестве минимального кодового расстояния выбирается наименьшее из всех расстояний по Хэммингу для любых пар различных кодовых слов, образующих код.
Предположим, что помеха оказывает локальное (во времени или пространстве) воздействие на передаваемое (хранимое) сообщение, искажая один из его разрядов. При использовании равномерного безызбыточного кода, у которого минимальное расстояние равно единице и любые комбинации двоичных символов являются допустимыми кодовыми словами, такое искажение преобразует передаваемое слово в другое кодовое слово, также являющееся допустимым. В результате факт искажения окажется невозможным обнаружить и, тем более, скорректировать.
Для того чтобы код приобрел способность к обнаружению и коррекции ошибок, необходимо отказаться от его безызбыточности. Для этого все множество возможных комбинаций двоичных символов делится на два подмножества: допустимых кодовых слов и недопустимых. Разбиение осуществляется таким образом, чтобы увеличить минимальное кодовое расстояние между допустимыми словами. В этом случае любая однократная ошибка превращает допустимое кодовое слово в недопустимое, что позволяет ее обнаружить.

Дальнейшее увеличение кодового расстояния позволяет не только обнаруживать, но и исправлять ошибки. Основной задачей является синтез кодов с минимальной избыточностью при заданной обнаруживающей и корректирующей способности.
Рассмотрим один из простейших кодов, позволяющих обнаруживать и исправлять однократные ошибки – код Хэмминга. Кодовое слово длиной n содержит k информационных и m контрольных разрядов. Коррекция искаженного i-го разряда заключается в сложении (по модулю 2) принятого

кодового слова с вектором вида разряде.

0…010…0, содержащем единицу в i-ом

Для n-разрядного кодового слова существует n таких векторов, соответствующих однократным ошибкам, и один нулевой вектор, соответствующий   случаю   приема   слова   без   ошибок.   Таким образом,   m
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выполняться неравенство
							

n  2m 1. В

результате	получается
							
2m  1,2m  1 m	код,	называемый
кодом Хэмминга.
Простейший	нетривиальный

случай,	соответствующий

m  3 ,


					
Рис. 6.1

образует	(7,4)-код,	который		можно синтезировать	следующим	образом.

Сопоставим каждому вектору ошибки порядковый номер – синдром (рис. 6.1). При	этом	нулевому	вектору	ошибки	соответствует	нулевой	синдром.

Рассматривая функции si
получим:

как свертку по модулю 2 разрядов кодовых слов,

s0  a0 a3 a5 a6 ; s1  a1 a3 a4 a6 ; s2  a2 a3 a4 a5 .

Функции si

должны обращаться в единицу при наличии ошибки в одном

из образующих их разрядов, и в ноль – при отсутствии ошибок. Обеспечение этого требования возможно лишь при условии, что часть разрядов формируется

специальным образом. В частности, разряды a0 , a1

и a2

можно рассматривать

как свертку по модулю 2 остальных разрядов, участвующих в соответствующих уравнениях:

a0  a3 a5 a6 ; a1  a3 a4 a6 ; a2  a3 a4 a5 .
Найденные зависимости позволяют генерировать кодовые слова по заданным информационным, а также вычислять синдромы для принятых кодовых слов.
Задания
1. Синтезировать (7, 4)-код Хэмминга.
2. Синтезировать (9, 5)-код Хэмминга.
3. Синтезировать (10, 6)-код Хэмминга.
4. Синтезировать (11, 7)-код Хэмминга.
5. Синтезировать (12, 8)-код Хэмминга.
6. Синтезировать (13, 9)-код Хэмминга.
7. Синтезировать (14, 10)-код Хэмминга.
8. Синтезировать (15, 11)-код Хэмминга.
Разработать программные модули, реализующие помехоустойчивое кодирование произвольного блока данных с использованием синтезированного кода, а также проверку и/или исправление однократной ошибки в принятых данных в случае воздействия помех.
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