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Устойчивость и единственность процессов конечного деформирования
Существенное преимущество вариационного соотношения состоит в возможности его использования для постановки и исследования задач устойчивости и единственности процессов конечного упругопластического деформирования. Вариационное соотношение позволяет конкретизировать, высказанную А.А. Ильюшиным идею о принципах решения задач устойчивости при произвольных докритических деформациях и сложном нагружении: „Я считаю, что решать задачу нужно с помощью энергетического критерия. Надо потребовать, чтобы для устойчивости работа внутренних сил на любом возможном пути перехода из состояния „А“ в состояние „В“ была больше работы правильно определяемых внешних сил. При этом следует иметь в виду, что сами внешние силы зависят от пути перехода. Это не просто, но это фундаментально“ / 37 /.

Рассмотрим постановку задач устойчивости основного процесса / 1, 68 /. Скорости характеристик основного продолжения обозначим значком „о“ над величинами. Считаем, что на части поверхности 
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 производится внешнее нагружение, а на поверхности  задано движение точек. Поле скоростей основного процесса 
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, соответствующее скорости внешней нагрузки 
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, должно удовлетворять основному соотношению (3.31), которое при отсутствии массовых сил принимает вид:
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Будем называть состояние процесса критическим в смысле устойчивости относительно основного продолжения, если в некоторый момент времени выполняется условие:
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Из выражений (17.1) и (17.2) получаем уравнение для определения критических напряжений 
[image: image7.wmf](0)
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 этого вида неустойчивости:
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Характерная особенность данного типа неустойчивости состоит в том, что единственность процесса сохраняется, но тело перестаёт воспринимать увеличение внешней суммарной нагрузки. Простейшим примером является неустойчивость процесса растяжения, когда уменьшение площадей торцевых сечений в критической точке не компенсируется увеличением истинных напряжений. В общем случае, если процесс деформации обладает симметрией и однородностью относительно каких-либо направлений или плоскостей, эти свойства сохраняются при неустойчивости относительно основного продолжения. В работе / 140 / неустойчивость такого рода названа нулевой бифуркацией. В частности, для процессов однородного конечного деформирования условие нулевой бифуркации, согласно (17.3), имеет вид:
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Рассмотрим теперь устойчивость основного процесса относительно произвольных продолжений 
[image: image10.wmf]v
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, которые, в частности, могут нарушать симметрию или однородность основного процесса. Полю скоростей 
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 отвечает изменение внешней нагрузки, основное соотношение (3.31) в этом случае принимает форму:
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Будем считать состояние процесса критическим в смысле устойчивости, если выполняется условие:
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Уравнение, определяющее критическое напряжение 
[image: image14.wmf]II
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, получаем из (17.5) и (17.6) в следующем виде:

   
[image: image15.wmf](v)(v)0

IIII

V

dV

qd

··

-Ñ×+××Ñ=

ò

SSS

rr

rr

.                            (17.7)

Условие (17.7) переходит в (17.3), если продолжение 
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 совпадает с 
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. Таким образом, уравнение (17.7) является общим условием потери устойчивости процесса.

Рассмотрим теперь вопрос единственности продолжения процесса конечного деформирования. Наряду с основным продолжением 
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 рассматриваем возможные продолжения 
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. Вариационные соотношения, описывающие равновесные движения, соответствующие этим продолжениям, имеют вид:


[image: image20.wmf]000000

(v)v[(vv)]v,

(v)v[(vv)]v.

S

S

V

V

dVPPd

dVPPd

S

S

qdqdS

qdqdS

·

···

-Ñ×+××Ñ=+-×××

-Ñ×+××Ñ=+-×××

òò

òò

SSSW

SSSW

o

ooo

rrrr

rrrrr

rrrr

rrrrr

               (17.8)

Бифуркация процесса возможна при различных соотношениях между правыми частями уравнений (17.8). Если выполняется условие:
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то будем называть бифуркацию равноактивной.

При выполнении условия
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бифуркация сопровождается потерей устойчивости побочного продолжения 
[image: image23.wmf]v
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Запишем уравнения неединственности процесса при условии равноактивной бифуркации. Для этого произведём почленное вычитание левых и правых частей (17.8) с учётом (17.9). В результате получим:
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где обозначено 
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Для исследования конкретных задач устойчивости необходимо дополнить общее условие равноактивной бифуркации (17.11) соотношениями, определяющими поведение материала в момент потери устойчивости или единственности.
 Единственность и устойчивость 
при однородном докритическом состоянии
Рассмотрим общую постановку задачи об устойчивости и бифуркации изотропных однородных процессов конечного упругопластического деформирования. Для таких процессов градиент скорости постоянный по объёму тела тензор, при этом, ввиду изотропии основного процесса, выполняется условие:
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Составляющую 
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 побочного поля скоростей подчиним требованию:
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Поскольку вариации 
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 и 
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 независимы, уравнение равноактивной бифуркации приводится к двум вариационным уравнениям, которые в силу условий (17.47) и (17.48) принимают следующий вид:
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где 
[image: image33.wmf]u
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В соотношениях (17.49), (17.50) абсолютная производная по времени от тензора напряжений может быть представлена через яуманновскую производную по формуле (1.50) либо через обобщенную яуманновскую производную по формуле (1.54). В силу того, что основное продолжение полагается изоторпным, вихревая и полярная производная напряжений совпадают с абсолютной:
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Представим абсолютную производную через яуманновскую по формуле (1.50). В результате условия равноактивной бифуркации (17.49), (17.50) преобразуются к следующему виду:
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Отметим, что соотношения (17.51), (17.52) строго справедливы для изотропных побочных продолжений, когда вихревая и полярная производные тензоров совпадают. Дополним условия (17.48), (17.51), (17.52) дифференциально линейными определяющими соотношениями, которые запишем в виде
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 – активное нагружение,                   (17.53)
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В соответствии с определяющими соотношениями (17.53) скорости девиаторов напряжений связаны с девиаторами скоростей деформации различными операторами 
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, а объемные деформации полагаются упругими.

Здесь 
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 – операторы, определяемые процессом основного деформирования и не зависящие от скорости активного и побочного продолжений.

Так как основной процесс однороден, то операторы 
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 также однородны по объёму рассматриваемого тела. Иными словами, основной процесс может быть либо однородным нагружением, либо разгрузкой. В момент бифуркации однородность нарушается. Часть тела может переходить от нагрузки к разгрузке и наоборот. Обозначим объём областей нагрузки через 
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, а разгрузки – через 
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. На поверхностях, разделяющих эти объёмы, должно выполняться условие нейтрального нагружения
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Подставим в условие (17.54) разложение девиатора деформации скорости 
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В результате побочным продолжениям будут соответствовать нейтральные поверхности с уравнениями


[image: image53.wmf]u00

N

--

××××=-××××=

SLWSLW

%%

%%%%

.                             (17.55)

Так как тензоры 
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 и 
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 не зависят от координат, то уравнения нейтральных поверхностей полностью определяются законами распределения по объёму побочных продолжений 
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Из уравнения (17.55) следует, что уравнение нейтральной поверхности не зависит от интенсивности основного напряжения, а определяется лишь направляющим тензором s =
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. В то же время положение нейтральной поверхности зависит от активности основного процесса, определяемой скоростью основного деформирования. Изменение интенсивности основного деформирования 
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 приводит к перемещению нейтральной поверхности при заданном распределении 
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. В частности, можно задать 
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 таким образом, чтобы нейтральная поверхность вышла за пределы рассматриваемого объёма. При этом в момент бифуркации может иметь место нагрузка или разгрузка во всем объёме.

Запишем соотношения (17.51), (17.52) с учетом условия (17.48) для определяющих соотношений (17.53). Так как закон изменения гидростатических напряжений является упругим, то выполняется условие
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В результате соотношение (17.51) принимает вид
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Уравнение (17.52) преобразуется к следующей форме:
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Соотношение (17.56) позволяет по заданному распределению зон нагрузки – разгрузки и соответсвующей скорости основного деформирования, определяемой из уравнения (17.55), найти скорость основного нагружения 
[image: image68.wmf]S

o

. Либо по заданной скорости основного нагружения 
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 из соотношения (17.56) и условия (17.55) найти соответствующее распределение зон нагрузки – разгрузки и скорость основного деформирования. Собственно критические значения основного напряженного состояния определяются из соотношений (17.57).

Рассмотрим различные варианты использования соотношений (17.56), (17.57).

1. Тело деформируется упруго, когда 
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. В этом случае на основании условия (17.48) два последних слагаемых правой части соотношения (17.57) обращаются в ноль и оно принимает следующий вид:
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Условие бифуркации (17.58) не зависит от скорости процесса основного деформирования, определяемого из соотношения (17.56) выражением 
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При этом бифуркация относительно поля скоростей 
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 совпадает с условием потери устойчивости относительно данного поля (17.10). Таким образом, приходим к важному выводу о совпадении для упругих тел моментов потери устойчивости и бифуркации.

2. Бифуркация происходит при отсутствии областей разгрузки (концепция продолжающегося нагружения). В этом случае 
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Критическое основное состояние определяется из соотношения (17.57), которое с учетом (17.48) принимает вид
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По форме соотношение (17.59) совпадает с соотношением (17.58), однако в данном случае бифуркация не сопровождается потерей устойчивости, так как происходит при продолжающемся основном нагружении.

3. Бифуркация при отсутствии областей нагрузки. Здесь рассматривается переход к побочному продолжению при отсутствии зоны нагрузки, при этом 
[image: image84.wmf]0
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. Скорость основного продолжения 
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 определяется из (17.55) таким образом, чтобы обеспечить выполнение условия разгрузки во всем объёме тела. Критическое основное состояние 
[image: image86.wmf]()
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 определяется из соотношения (17.59) путем замены оператора 
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4. Бифуркация, сопровождающаяся потерей устойчивости. В данном случае бифуркация происходит при неизменном основном напряженном состоянии, когда условие (17.56) принимает вид
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Условие отсутствия активного нагружения (17.61) совместно с уравнением (17.55) позволяет найти соответствующие скорость основного деформирования 
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0

k

W

 и распределение областей нагрузки – разгрузки 
[image: image94.wmf]()
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. Критическое значение основного нагружения 
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, при котором бифуркация неустойчива, определяется из соотношения (17.57) с учетом найденного распределения зон нагрузки – разгрузки.

Существенное отличие от предыдущих случаев бифуркации состоит в том, что переход на побочное продолжение при условии (17.60), происходит без изменения внешних нагрузок. Тем самым подтверждается принципиальная разница бифуркации в упругопластических и упругих телах. Она заключается в том, что если для обратимых (упругих) однородных процессов бифуркация всегда неустойчива, то для упругопластических процессов выделяются точки устойчивой и неустойчивой бифуркаций. Следовательно, бифуркация процесса конечного деформирования, возможна как до достижения момента неустойчивости, так и в режиме неустойчивого деформирования. Такое поведение было обнаружено Шенли / 107 / при изучении упругопластического выпучивания стержней. Для малых начальных деформаций теория неединственности, с указанием способов отыскания наиранних точек равноактивной бифуркации была развита В. Д. Клюшниковым / 44, 45 /.

В работах А. А. Ильюшина и В. Г. Зубчанинова справедливо указано на необходимость различать понятия неединственности и неустойчивости в упругопластических процессах / 26, 28, 37, 38 /. Исследование послебифуркационного поведения пластин / 43 / при упругопластическом нагружении показало, что движение по побочной ветви может быть устойчивым до некоторого момента. Таким образом, известные результаты не противоречат общим условиям (17.56), (17.57).

С целью классификации точек ветвления введём параметр равноактивности 
[image: image97.wmf]r

, связывающий скорость нагружения в момент наиранней бифуркации со скоростью 
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, которую должен иметь основной процесс, исходя из уравнения (17.56). Указанную связь представим в виде: 
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. В зависимости от величины 
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 рассмотрим различные случаи равноактивных бифуркаций и соответствующие значения критических состояний 
[image: image102.wmf]r
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, определяемых из системы (17.56), (17.57).

1. Основная равноактивная бифуркация, 
[image: image103.wmf]1
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.

Реализуется при отсутствии зон разгрузки. Критическое значение 
[image: image104.wmf]()
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 определяется из уравнения (17.59).

2. Положительная равноактивная бифуркация, 
[image: image105.wmf]01
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В момент бифуркации имеются зоны нагрузки и разгрузки. Критическое значение 
[image: image106.wmf]r
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 определяется из системы (17.56), (17.57).

3. Нулевая равноактивная бифуркация, 
[image: image107.wmf]0
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В момент бифуркации имеются зоны нагрузки и разгрузки. Критическое значение 
[image: image108.wmf]0
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 находим из условий (17.56), (17.59), (17.61).

4. Отрицательная равноактивная бифуркация, 
[image: image109.wmf]0
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Имеются зоны разгрузки и нагрузки. Критическое значение 
[image: image110.wmf]r

-

S

 определяется из (17.56), (17.59).

5. Эйлерова равноактивная бифуркация, 
[image: image111.wmf]1
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Зоны нагрузки отсутствуют. Критическое значение 
[image: image112.wmf]()
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 определяется из условия (17.60).

Отметим, что устойчивость отрицательных равноактивных бифуркаций связана с тем, что они полагаются происходящими в условиях внешней разгрузки в момент бифуркации. Если же основное нагружение продолжается по заранее заданному закону, то побочные продолжения, соответствующие критическим точкам 
[image: image113.wmf]r
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, приводят к потере несущей способности. Это объясняется невозможностью удовлетворить условиям равновесия при росте внешней нагрузки. В реальных условиях состояния 
[image: image114.wmf]r
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 основного процесса могут быть достигнуты за счёт наложения на тело дополнительных связей, препятствующих потере устойчивости после достижения основным процессом состояния 
[image: image115.wmf]()
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.

Таким образом, обобщённые условия равноактивной бифуркации позволяют находить множество точек ветвления процесса, порядок следования которых связан с перераспределением объёмов зон нагрузки и разгрузки внутри тела. Данное множество ограничено снизу состоянием 
[image: image116.wmf]()
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, соответствующим отсутствию зон разгрузки в момент бифуркации, а сверху состоянием 
[image: image117.wmf]()
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, определяемым при условии полной разгрузки. Некоторому промежуточному распределению зон соответствует определённое критическое состояние 
[image: image118.wmf]r

S

. Это даёт возможность определить промежуточные критические значения, заранее задавая границу раздела зон. Решение такой задачи намного проще, чем определение точки потери устойчивости из системы (17.56), (17.57), когда граница раздела неизвестна.

Неединственность и неустойчивость относительно побочных возмущений заданного направления

Система соотношений (17.55) – (17.57) предполагает в общем случае представление поля побочных скоростей рядами по тем или иным базисным функциям с варьируемыми (неопределенными) коэффициентами. В результате приходим к чрезвычайно сложной системе уравнений относительно указанных коэффициентов. Сложность обусловлена неопределенностью положения нейтральной поверхности, уравнение которой является функцией неизвестных коэффициентов.

Рассмотрим альтернативный подход, существенно упрощающий анализ системы соотношений (17.55) – (17.57). Будем определять критические состояния относительно возмущений заданного направления. Данный подход означает, что побочное возмущение будет определяться в виде
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где 
[image: image120.wmf]k

 – варьируемая неопределенная амплитуда возмущения,
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 – заданная функция (форма возмущения).

Возмущение скорости вдоль основного направления представляется в виде


[image: image122.wmf]v()

mvx

=

rrr

,                                                    (17.62)

где 
[image: image123.wmf]m

 – варьируемая амплитуда основного возмущения.

Поскольку основной процесс полагается однородным, то тензор-градиент поля основных возмущений не зависит от координат.

Запишем систему (17.55) – (17.56), используя модифицированную теорию В.Г. Зубчанинова, когда 
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Полагая в условии равноактивности (17.56) 
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 и приравнивая к нулю коэффициенты при 
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Полагая в соотношении (17.57) 
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 и приравнивая к нулю коэффициенты при 
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При интегрировании используем уравнение нейтральной поверхности (17.55) в виде 
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В результате интегрирования (17.64) находим значения критического напряжения в зависимости от параметра а, определяющего положение нейтральной плоскости. Условие равноактивной бифуркации  (17.63) позволяет установить соответствие между скоростью нагружения 
[image: image138.wmf]t
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 и параметром а. Действительно, поделив левую и правую части (17.63) на 
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, получим уравнение, связывающее 
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Уравнение (17.64) с учетом уравнения поверхности разделения зон догрузки и разгрузки (17.62) позволяет определить критическое напряжение в зависимости от значения параметра а.
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