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Приводятся задачи для самостоятельного решения. Часть задач сопровождается пояснениями хода решения.

 Кинематика

Закон движения задан в следующем виде:
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Здесь 
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 – функции от времени, удовлетворяющие следующим условиям: 
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Задача 1.
Найти уравнения материальных линий, в начальный момент времени совпадавших с декартовой сеткой пространственной системы координат. Построить в момент 
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 границу первоначально кубического (квадратного) материального объема по заданным начальным положениям его угловых точек ( 
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Решение.

Найдем уравнения материальных линий сплошной среды, в начальный момент времени совпадавших с сеткой декартовых прямых пространственной системы координат. Для определения уравнений первоначально горизонтальных прямых (параллельных оси 
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) положим 
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. Далее рассматриваем движение в плоскости 
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 выделяет множество материальных точек, образующих при 
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 горизонтальные прямые. Чтобы найти уравнения линий, которые будут образовывать эти же материальные точки в момент времени t, подставим значение 
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 в уравнение (1). В результате получим:
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где 
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Из уравнения (3) следует, что первоначально горизонтальные материальные прямые остаются горизонтальными (но при этом изменяются точки их пересечения с пространственной осью 
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). В частности, материальные точки, совпадающие при 
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, для которых 
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, в соответствии с уравнениями (3) в произвольный момент времени будут располагаться на этой же прямой, а точки, для которых 
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Рассмотрим теперь уравнения первоначально вертикальных 
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 материальных линий. Полагая в уравнениях (1) 
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Система (4) - искомые уравнения в параметрическом виде, где роль параметра выполняет материальная координата 
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. Уравнения в явном виде получим подстановкой в первое уравнение (4) значения 
[image: image30.wmf]2

2

2

/

x

j

x

=

 из второго уравнения:
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Отметим, что 
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 обозначает действие оператора А на аргумент 
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. Таким образом, первоначально вертикальные материальные прямые в соответствии с уравнением (5) становятся в общем случае кривыми. Материальные точки, совпадавшие при 
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, в соответствии с уравнением (5) в произвольный момент времени будут располагаться на линии 
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Задача 2.
Найти поля перемещений и скоростей в лагранжевых и эйлеровых координатах.

Решение.

Найдем поле скоростей, соответствующее закону (1) в пространственных (эйлеровых) координатах. 

Дифференцируя левую и правую части (1) по времени, находим поле скоростей в материальных (лагранжевых) координатах:
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Из закона (1) определим обратные соотношения между материальными пространственными координатами. В результате получим:
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Подставив соотношения (7) в выражения (6), находим поле скоростей в эйлеровых координатах:
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Поле перемещений в лагранжевых координатах получим из (1):
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То же поле перемещений в эйлеровых координатах с учетом выражений (7) принимает следующий вид:
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Полученное поле перемещений зависит лишь от координаты 
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 и не зависит от 
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. Движение материальных точек, лежащих в плоскости 
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, можно представить как растяжение вдоль оси 
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 (в соответствии с законом (10)),а затем неоднородный сдвиг вдоль оси 
[image: image57.wmf]1
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 (в соответствии с (9)).
Задача 3.
Определить компоненты аффинора деформации и тензора деформаций Коши – Грина, указать слагаемые, образующие линейную часть тензора деформаций.

Решение.

В соответствии с определением аффинор деформации 
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 описывает движение бесконечно малой материальной окрестности точки 
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 и связывает начальное положение элементарного вектор – волокна 
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 этого же волокна в произвольный момент времени, при этом 
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Выражение (11) позволяет определить 
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 в следующих эквивалентных формах: 
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где 
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  –  набла – оператор начального состояния.
Из определений (12) следуют выражения декартовых компонент аффинора деформации:
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Дифференцируя закон движения (1) в соответствии с (13), получим следующую матрицу компонент аффинора деформации: 
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Определим векторы материального (сопутствующего) базиса 
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. Данные векторы определяются разложением по пространственному базису: 
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Из (14) получаем представления векторов 
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Из разложений (16) следует, что материальные векторы 
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 меняются по величине и направлению, а векторы 
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 меняют только длину.
Тензор деформации Коши – Грина 
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 характеризует изменение длин элементарных вектор – волокон и углов между ними. Он определяется следующими выражениями: 
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 В декартовом базисе на основании (17) получим следующие представления компонент тензора деформации: 
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Из (9), (10) или (14) находим, используя (18), компоненты тензора Коши – Грина.  Предварительно  выпишем  матрицу  градиента   перемещений: 
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Используя (19) и (18), находим
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Подчеркнутые в выражениях компоненты тензора 
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 слагаемые опускают в случае его линеаризации. 
Задача 4.
Определить главные значения и ориентацию главных осей тензора деформаций в момент времени 
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, записать разложение тензора деформаций по диадному базису его главных осей. 

Решение.

Из определения главного направления 
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 следует, что вектор-волокно, направленное в начальном состоянии вдоль 
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, не изменяет своей ориентации в результате "чистой" деформации, следовательно, 
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(21) 
где 
[image: image107.wmf]e

 – главное значение тензора деформаций.
Характеристическое уравнение для определения главных значений имеет вид 
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Подставляя (20) в (22), получим:
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Раскрывая определитель по третьей строке, находим
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(23) 
Из (23) следует, что одно из главных значений совпадает с 
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Корни данного уравнения определим по формуле 

[image: image113.wmf]2

4

2

12

2

22

22

2

,

1

e

e

e

e

+

+

-

=

 , 


(25)
где 
[image: image114.wmf]2
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При нумерации главных значений предполагаем, что 
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Полагая вектор 
[image: image117.wmf])
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Отметим, что в нашем случае 
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Из (28) находим косинусы углов между вектором 
[image: image124.wmf])
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Обозначим угол между 
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Так как вектор 
[image: image131.wmf])
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Запишем теперь разложение тензора по базису главных осей: 
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Задача 5. 

Определить левую меру искажения и тензор поворота в момент времени 
[image: image136.wmf]k
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. Изобразить на рисунке фазу " чистой " деформации первоначально кубического элементарного материального объема, выделенного в окрестности точки 
[image: image137.wmf]k
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, и фазу его "вращения" как абсолютно твердого тела. Ребра элемента в начальном состоянии направить вдоль главных осей левой меры.

Решение.

Левая мера 
[image: image138.wmf]U
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 связана с тензором деформаций следующим выражением:
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Согласно теореме Кейли – Гамильтона, главные значения левой меры 
[image: image140.wmf]i
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 связаны с главными значениями 
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 аналогичным образом, следовательно,
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Отметим, что главные значения удовлетворяют условию 
[image: image143.wmf]5
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, поэтому подкоренное выражение в (33) всегда положительно. Таким образом, диадное представление левой меры в базисе главных осей имеет следующий вид:
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Для определения тензора поворота воспользуемся теоремой о полярном разложении аффинора деформации, согласно которой 
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В соответствии с выражением (35) можно представить движение сплошной среды как "чистую" деформацию (происходящую без поворота главных осей) и "вращение" материальной окрестности как абсолютно твердого тела. В процессе "чистой" деформации материальное вектор - волокно движется по закону:
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Если это волокно совпадает в начальный момент времени с главным направлением меры 
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Из формулы (36) следует, что процесс "чистой" деформации можно представить как растяжение – сжатие первоначально кубического материального элемента с ребрами вдоль главных направлений 
[image: image151.wmf]i
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. При этом в произвольный момент времени t он преобразуется в прямоугольный параллелепипед, ребра которого остаются направленными вдоль 
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 и удлиняются (укорачиваются) в 
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Фаза "вращения" ребер материального элемента описывается согласно (35) следующим выражением:
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При этом ребра параллелепипеда, полученного в результате "чистой" деформации, поворачиваются как жесткое целое. На основании выражений (36) и (37) триэдр главных осей 
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Так как в процессе вращения длины волокон не изменяются, то
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Подставляя (36) в (37), получим 

[image: image160.wmf]Φ

R

~

~

x

x

×

=

×

=

i

i

i

i

i

i

a

d

a

d

x

d

r

r

r

l

. 


(40)
Из выражений (38)-(40) находим положения векторов повернутого базиса в следующем виде:
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Компоненты тензора поворота в базисе главных осей, согласно (38) и (41), определяются по формулам
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Тот же самый результат можно получить, определяя тензор поворота непосредственно из разложения (35). Действительно, 
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откуда следуют формулы (42). Из формул (42) следует, что компоненты 
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 тензора поворота совпадают с косинусами углов между векторами 
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Для нахождения угла поворота главных осей запишем диадное представление аффинора деформации в пространственном базисе.
На основании (14) получим: 
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Полагая в (42) i = j = 1 и определяя скалярные произведения 
[image: image178.wmf]j
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Задача 6.
Определить линии тока и траектории. 

Решение.

Найдем линии тока, соответствующие распределению скоростей в форме (8). Как известно, линии тока в фиксированный момент времени 
[image: image180.wmf]k
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 определяются как кривые, касательные к которым совпадают с направлением вектора скорости в данной точке пространственной системы координат. Из определения следует, что элементарный вектор 
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, касательный к линии тока, удовлетворяет следующему условию:
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[image: image183.wmf].
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Запишем систему (45) для поля скоростей (8):
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[image: image186.wmf]3
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Система обыкновенных дифференциальных уравнений (46) относительно неизвестных функций 
[image: image187.wmf])
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 интегрируется с учетом начальных условий, определяющих координаты точек 
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, через которую проходит линия тока. Начальные условия имеют следующий вид:
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Интегрируя второе и третье уравнения системы (46) с учетом (47), получим:
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Подставляя в первое из уравнений системы (46) функцию 
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Уравнения линий тока в параметрическом виде (48), (49) не позволяют получить наглядную информацию об их геометрии. Исключим параметр 
[image: image196.wmf]l

 из системы (46) и представим ее в следующем виде:
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Систему (50) можно трактовать как уравнение линии от пересечения двух цилиндрических поверхностей. В частности, первое равенство соответствует цилиндрической поверхности с образующей, параллельной оси 
[image: image198.wmf]3
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. Уравнение линии от пересечения данной поверхности с плоскостью, перпендикулярной образующей 
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Интегрируя данное уравнение, получим уравнение поверхности в явном виде, которое с учетом начального условия (47) представим в форме
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Из второго равенства системы (50) находим поверхность с образующей параллельной оси 
[image: image203.wmf]1
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. В результате интегрирования, с учетом начальных условий, получим 
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[image: image205.wmf].
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Линии от пересечения цилиндрических поверхностей (51) и (52) являются линиями тока, проходящими через заданные точки. Уравнения траекторий как линий от пересечения двух поверхностей можно определить, исключив время из закона движения (1).

Теория напряжений

В декартовом базисе задано однородное поле тензора напряжений 
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Задача 1.

Определить вектор напряжения и главный вектор нагрузки, действующий на материальную площадку в виде треугольника, координаты вершин которого в эйлеровой системе координат (a,0,0), (0, b,0), (0,0, c). Полученные главный вектор нагрузки и вектор напряжения, действующие на данную площадку, показать на рисунке.

Решение.
Главный вектор нагрузки материального объекта определяется как сумма произведений всех векторов напряжений на различных площадках, соответствующих различным граням рассматриваемого объекта на площади этих граней. Так как рассматриваемый объект есть материальная площадка, то найти главный вектор нагрузки означает найти произведение вектора напряжений на этой площадке на площадь этой площадки.

Для нахождения вектора напряжения, воспользуемся выражением, устанавливаемым связь между тензором напряжений и вектором напряжения на произвольной площадке. Площадка соответствует треугольнику с заданными координатами вершин. Таким образом, вектор напряжения 
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где компоненты вектора 
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 определяются из следующих условий:

· вектор 
[image: image212.wmf]n

r

 есть внешняя нормаль к площадке, определяемой треугольником с заданными координатами вершин;

· вектор 
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 есть единичный вектор.

Определим вектор 
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 как нормальный к плоскости, в которой расположен данный треугольник. В рассматриваемом случае для нахождения уравнения плоскости удобно использовать уравнение плоскости в отрезках:
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Коэффициенты при 
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 задают координаты вектора нормали 
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 к плоскости. Вектор единичной нормали имеет вид
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Главный вектор нагрузки – вектор с началом в точке, соответствующей геометрическому центру треугольника, длиной равной произведению модуля вектора напряжений на площадь рассматриваемого треугольника и совпадающий с вектором напряжений по направлению:
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где 
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 – площадь рассматриваемого треугольника,
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В результате: 
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Определим компоненты векторов напряжения, действующих на другие грани тетраэдра. Нормальные компоненты находим согласно выражения (53):
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Касательные составляющие определяются по формуле
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При построении учитываем, что вектор 
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 действует в плоскости грани i вдоль j оси. Площадка, нормальный вектор 
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, вектор напряжения 
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 на ней, а также составляющие векторов напряжений, действующие на другие площадки тетраэдра, изображены на рис. 1.
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Рис. 1. Вектор напряжения 
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 и составляющие векторов напряжений, 

действующие на площадках тетраэдра 

Задача 2.

Найти главные значения и ориентацию главных осей тензора напряжений относительно декартова базиса. Записать диадное представление тензора напряжений в главных осях. Показать на рисунке главные векторы нагрузки, действующие по граням параллелепипеда, ребра которого направлены по главным осям и имеют размеры  а, b, c.

Решение.

Найдем в общем виде выражения для определения главных значений и главных направлений тензора напряжений. Собственное значение 
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 удовлетворяют уравнению
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или в проекциях на оси отсчетной декартовой системы координат
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Из (55) следует характеристическое уравнение в виде равенства нулю определителя.

Для нахождения главных значений тензора напряжений решим характеристическое уравнение для матрицы, соответствующей заданному тензору:
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Раскрывая определитель, приходим к алгебраическому уравнению третьего порядка относительно переменной 
[image: image237.wmf]s
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 – первый инвариант тензора напряжений,
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 – второй инвариант тензора напряжений,
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 – третий инвариант тензора напряжений.

Известно, что характеристическое уравнение симметричного оператора имеет действительные корни, количество которых равно степени уравнения. Таким образом, в общем случае тензор напряжений имеет три главных значения: 
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Каждому из трех собственных значений (после его подстановки в систему (55)) ставится в соответствие собственный вектор. Так как 
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 единичный вектор, то для определения его ориентации достаточно определить отношение его декартовых  координат, например 
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. Для решения данной задачи можно использовать любые два линейно независимых уравнения из системы трех  линейно зависимых уравнений (55). В результате получим три собственных вектора 
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, которые в случае различных собственных значений линейно независимы и ортогональны.

Диадное представление тензора напряжений в базисе главных осей получает следующий вид:
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Определим главные векторы нагрузки, действующие по граням параллелепипеда, ребра которого направлены по главным осям и имеют размеры  а, b, c. Нормаль к грани параллелепипеда есть 
[image: image252.wmf]i
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. Площади граней представляют произведения длин соответствующих ребер. Например, для грани с нормалью 
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Тогда главные векторы нагрузки, действующие на этой грани
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Аналогично определяются главные векторы нагрузки, действующие по другим граням параллелепипеда. Главные векторы нагрузки, действующие по граням параллелепипеда, показаны на рис. 2.
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Рис. 2. Главные векторы нагрузки, действующие по граням параллелепипеда

Задача 3.

Построить вектор напряжений на октаэдрической площадке, найти и показать его тангенциальную и нормальную составляющие. Определить интенсивность напряжения и угол вида напряженного состояния. Показать на рисунке.

Решение.

Для нахождения вектора напряжения воспользуемся выражением (53), устанавливаемым связь между тензором напряжений и вектором напряжения на произвольной площадке. Октаэдрическими называют материальные площадки, равно наклоненные к главным осям, при этом единичные нормали к таким площадкам определяют следующим выражением:
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Таким образом, вектор напряжения 
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Представим тензор деформации в виде
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где 
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 –  девиатор напряжений,
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 – среднее гидростатическое напряжение.

Таким образом, учитывая (58) и (59), 
[image: image264.wmf])

(

n

i

p

r

 примет вид


[image: image265.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

+

+

=

~

~

0

3

2

1

)

(

)

(

3

1

S

E

s

a

a

a

p

n

r

r

r

r

r

.

Далее имеем:
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Первое слагаемое в (60) есть нормальная составляющая вектора напряжений на октаэдрической площадке 
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, тогда второе слагаемое  –  касательная составляющая  –  
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Разложим девиатор по базису главных осей:
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где

[image: image270.wmf]i
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 – главные значения девиатора.

Главные значения девиатора найдем, используя главные значения тензора напряжений, учитывая, что
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Главные оси тензора напряжений и девиатора, получающегося при разложении тензора напряжений на шаровую и девиаторную составляющие, совпадают.

Найдем касательную составляющую 
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 напряжения, действующего на октаэдрической площадке: 
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Покажем, что векторы 
[image: image275.wmf]n
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 и 
[image: image276.wmf]t
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 ортогональны, для чего рассмотрим их скалярное произведение и учтем, что первый инвариант девиатора равен нулю:
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На рис. 3 показаны вектор напряжения, действующий  на октаэдрической площадке.
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Рис. 3. Вектор напряжения, действующий  на октаэдрической площадке

Определим интенсивность напряжения: 
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Определим угол  вида или фазу 
[image: image280.wmf]g

 напряженного состояния:
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 – третий инвариант девиатора.

Угол вида напряженного состояния имеет область определения 
[image: image283.wmf]3
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Угол вида, тангенциальная и нормальная составляющие вектора напряжения показаны на рис. 10.2.

Задача 1

Относительно совмещенных материальных осей 
[image: image284.wmf]i
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 и пространственных осей 
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 задано поле перемещений сплошной среды
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,  где А – константа. Определить компоненты вектора перемещения в материальной и пространственной форме (в лагранжевых и эйлеровых переменных).

Задача 2

Для поля перемещений 
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,  где А – константа, определить смещенное положение материальных частиц, которые первоначально составляли:

· круг с границей 
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· бесконечно малый куб, ребра которого лежат на осях координат и имеют длину 
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Нарисовать смещенные конфигурации, если 
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Задача 3

Относительно совмещенных материальных и пространственных осей задан вектор перемещения 
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. Определить смещенное положение частицы, первоначально находившейся в точке (1,0,2).

Задача 4

Деформация задана в лагранжевой форме:
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, где е – константа. Показать, что аффинор отличен от нуля и найти эйлеровы уравнения, описывающие эту деформацию.

Задача 5

Некоторый объем сплошной среды совершает перемещение
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Определить смещенное положение вектора, соединяющего частицы А (1, 0, 3) и В (3, 6, 6), считая, что материальные и пространственные оси совпадают.

Задача 6

Для поля перемещений 
[image: image301.wmf](
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 определить смещенное положение радиуса-вектора частицы С (2, 6, 3), который параллелен вектору, соединяющему частицы А (1, 0, 3) и В (3, 6, 6). Показать, что эти два вектора остаются параллельными и после деформации.

Задача 7

Некоторый объем сплошной среды испытывает деформацию 
[image: image302.wmf]1
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,  где А – константа,. Вычислить меру деформации Коши и использовать ее для определения тензора деформации Коши-Грина.

Задача 8

В случае поля перемещений задачи 7 вычислить квадрат длины сторон ОА и ОВ и диагонали ОС малого прямоугольника, изображенного на рисунке, после деформации.

Вычислить изменение квадрата длины линейного элемента и сверить результат с полученным по формуле 
[image: image305.wmf](
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Задача 9

Дано поле перемещений 
[image: image306.wmf]1
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,  где А – константа. Вычислить тензор линейной деформации Коши-Грина.

Задача 10

Для поля перемещений 
[image: image309.wmf](
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 при ограничениях, принятых в теории малых деформаций, определить тензор линейной деформации, тензор линейного поворота и вектор поворота в точке Р с координатами ( 0, 2, -1).

Задача 11

Для поля перемещений 
[image: image310.wmf](
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 найти изменение длины, приходящееся на единицу начальной длины (относительное удлинение), в направлении 
[image: image311.wmf](
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 в точке Р с координатами (0, 2, -1).

Задача 12

Некоторое поле однородной деформации приводит к тензору Коши-Грина
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Определить главные деформации и направления главных осей.

Задача 13

Линейная (малая) деформация задана полем перемещений 
[image: image313.wmf]3
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 . Найти для такой деформации главные деформации и главные значения девиатора деформаций.

Задача 14

Дано поле перемещений 
[image: image316.wmf]3
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 . Показать, что эти перемещения соответствуют повороту абсолютно твердого тела, если константы А, В, С очень малы. Определить вектор поворота для бесконечно малого поворота твердого тела.

Задача 15

Для поля перемещений 
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 определить тензор деформаций Коши-Грина. Показать, что если константа А очень мала, то перемещение представляет поворот абсолютно твердого тела.

Задача 16

В некоторой точке задан тензор деформаций
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Определить относительное удлинение в направлении 
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 и изменение угла между направлениями 
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Задача 17

Вычислить все три инварианта тензора деформаций Коши-Грина задачи 16.

Задача 18

Дан тензор напряжений в точке Р:
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Определить вектор напряжения в точке Р на площадке с единичным вектором нормали
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Задача 19
Для вектора напряжения задачи 1 определить:

· компоненту, перпендикулярную площадке;

· модуль вектора напряжения;

· угол между вектором напряжения и нормалью к площадке.

Задача 20
Напряженное состояние в некоторой точке задано тензором напряжений
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где a, b, c константы, а 
[image: image329.wmf]s

 - некоторое значение напряжения. Определить константы a, b, c так, чтобы вектор напряжения на октаэдрической площадке с единичной нормалью 
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 был равен нулю.

Задача 21
Дан тензор напряжений в точке Р:
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Определить вектор напряжения на площадке, проходящей через точку Р параллельно плоскости АВС, изображенной на рис.

Задача 22
Напряженное состояние в любой точке сплошной среды в декартовой системе координат задано тензором напряжений
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Определить вектор напряжения в точке Р (2, 1, 
[image: image333.wmf]3

) на площадке, касательной в этой точке к цилиндрической поверхности 
[image: image334.wmf]4

2

3

2

2

=

+

x

x

.

Задача 23
Напряженное состояние в некоторой точке сплошной среды в декартовой системе координат 
[image: image335.wmf]3
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 задано тензором напряжений
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Определить тензор напряжений 
[image: image337.wmf]*
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 для повернутых осей 
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, которые связаны с осями без штрихов тензором преобразования
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Задача 24
В системе осей без штрихов тензор напряжения дан в виде
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Определить тензор напряжений в осях со штрихами, направление которых указано на рисунке.

Задача 25
Тензор напряжений в точке Р в декартовых осях 
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Определить главные напряжения и главные оси тензора напряжений, с которыми будет связана система осей координат 
[image: image343.wmf]'
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Задача 26
Показать, что тензор преобразований, состоящий из направляющих косинусов, определенных в задаче 8, приводит первоначальный тензор напряжений к диагональному виду.

Задача 27
Определить главные напряжения и главные оси тензора напряжений
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Задача 28
Непосредственным вычислением найти инварианты 
[image: image345.wmf]1
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 тензора напряжений 
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Найти главные напряжения для этого напряженного состояния и показать, что диагональная форма приводит к тем же самым значениям инвариантов.

Задача 29
Показать, что касательное напряжение на октаэдрической площадке вычисляется по формуле
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Задача 30
В некоторой точке задан тензор напряжений
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Определить максимальное касательное напряжение в этой точке и показать, что оно действует в плоскости, которая делит пополам угол между площадками максимального и минимального нормальных напряжений.

Задача 31
Разложить тензор напряжений 
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на шаровую часть и девиатор и показать, что первый инвариант девиатора равен нулю.

Задача 32
Определить главное значение девиатора напряжений для тензора напряжений
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Задача 33
Показать, что второй инвариант девиатора напряжений выражается через главное значение девиатора следующим образом:
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Задача 34
Главные напряжения в точке Р таковы, что 
[image: image354.wmf]3
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. Определить единичный вектор нормали 
[image: image355.wmf]i

n

 к площадке, на которой 
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Задача 35
Напряженное состояние во всех точках тела заданы тензором напряжений
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где С – произвольная постоянная. Показать, что если массовые силы равны нулю, то уравнения равновесия удовлетворяются.  Определить главные напряжения, максимальное касательное напряжение и главные значения девиатора напряжений в точке Р(4, -4, 7). Вычислить вектор напряжения в точке Р (4, -4, 7) на плоскости 
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 и на сфере 
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Задача 36
В точке Р дан тензор напряжения
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Определить вектор напряжения в точке Р на площадке, параллельной плоскости:

· ВGE
· BGFC 
в элементарном параллелепипеде, изображенном на рисунке.

Задача 37
Определить нормальную и касательную компоненты напряжения на плоскости BGFC задачи 17.

Задача 38
Главные напряжения в точке Р таковы: 
[image: image362.wmf]12
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Определить вектор напряжения и его нормальную компоненту на октаэдрической площадке в точке Р.

Задача 39
Определить величины главных напряжений для тензоров
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и показать, что главные оси этих тензоров совпадают.

Задача 40
Разложить тензор напряжений
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на шаровую часть и девиатор и найти главное значение девиатора напряжения.

Задача 41
В некоторой точке задан тензор напряжений



[image: image368.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

0

1

2

1

1

2

1

0

22

s

ij

S

.

Причем величина 
[image: image369.wmf]22

s

 не указана. Определить 
[image: image370.wmf]22

s

 так, чтобы вектор напряжения на некоторой площадке в этой точке обращался в ноль. Найти единичную нормаль к этой свободной  от напряжения площадке.

Уравнения движений

3.1. Запишите уравнения движения в декартовых координатах пространственной системы.

3.2. Запишите уравнения движения в лагранжевых  координатах в проекциях на оси пространственной декартовой системы.

3.3. Можно ли, зная распределения поля ускорений и массовых сил в момент времени 
[image: image371.wmf]t

, определить распределение напряжений в сплошной среде, исходя из уравнений движения? 

3.4. Можно ли по известному полю ускорений и массовых сил определить главный вектор массовых сил, действующих на выделенный материальный объем сплошной среды (рассмотреть случай сжимаемой и несжимаемой среды)?

3.5. Покажите, что в случае малых перемещений и их градиентов, когда 
[image: image372.wmf]1
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, уравнения движения в лагранжевых и эйлеровых координатах имеют одинаковый вид.

3.6. Среда испытывает однородное напряженное состояние 
[image: image373.wmf])
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. Найти поле скоростей в лагранжевых и эйлеровых координатах, закон движения, полагая распределение аффинора деформаций однородным.

3.7. Определить напряженное состояние в полупространстве 
[image: image374.wmf]0

3

£

x

, если на среду действуют массовые силы с вектором интенсивности 
[image: image375.wmf]3

e

F

r

r

g

-

=

, где 
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– постоянная. Плотность считать постоянной, а среду –  находящейся в равновесии. Вектор напряжений на плоскости 
[image: image377.wmf]3
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 равен нулю.

3.8. Вывести уравнение движения путем рассмотрения движения элементарного прямоугольного параллелепипеда, ограниченного декартовыми плоскостями.

3.9. Доказать симметрию тензора напряжений, рассматривая вращение элементарного прямоугольного параллелепипеда, полагая моментные напряжения и распределенный кинетический момент отсутствующим. Рассмотреть случай плоского напряженного состояния. 

Теорема об изменении кол-ва движения и кинетического момента.

3.10. Записать теорему об изменении количества движения в проекциях на оси декартовой пространственной системы координат.

3.11. Записать теорему об изменении кинетического момента в проекциях на оси декартовой пространственной системы координат.

3.12. Найти закон изменения со временем главного вектора,  действующего на выделенный объем 
[image: image378.wmf]V

. Известно, что поле скоростей изменяется по закону 
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, распределение плотности в начальный момент однородно.

3.13. Решить предыдущую задачу для случая, выделенного в начальный момент материального объема, при этом 
[image: image380.wmf]0
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, Пояснить механический смысл и отличие решений задач 3 и 4. 

3.14. Поле скоростей задано в виде
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Вдоль оси движется волна сжатия (растяжения) со скоростью с. На участке 
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 среда деформирована, а при 
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 в момент 
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 неподвижна. Определить вектор внешних сил, действующих на  плоскость 
[image: image386.wmf]0
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 материального цилиндра с единичной площадью поперечного сечения и с высотой 
[image: image387.wmf]k
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3.15. Поле перемещений задано как функция эйлеровых координат в виде 
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Найти поле перемещений в лагранжевых  координатах и главный вектор внешних сил, действующих на деформируемый цилиндр, ограниченный плоскостями 
[image: image390.wmf]k
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3.16. В бесконечно цилиндрическую трубу с поступательно движущейся жидкостью (скорость 
[image: image391.wmf]V

r

 направлена вдоль оси) помещается неподвижное тело, размеры которого малы по сравнению с размерами трубы. 

Найти:

1) силу, действующую со стороны среды на симметричное тело с осью симметрии вдоль оси трубы.

2) направление силы, действующей на тело, если его форма не симметрична. Считать, что параметры сплошной среды на значительном удлинении от тела те же, что и при его отсутствии.
3.17. Поле скоростей в эйлеровых координатах имеет вид:
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[image: image393.wmf]k

 – постоянная.

Найти главный момент внешних сил относительно начала координат, действующих на объем сплошной среды, занимающий область 
[image: image394.wmf]1
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. Начальная плотность среды 
[image: image395.wmf]0
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, массовые силы не учитывать. 
Дополнительные задачи к разделу.

Теоремы об изменении количества движения и момента количества движения.
Задача №9.

Поле скоростей в сплошной среде распределено по закону:
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где 
[image: image397.wmf]¥
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– постоянная скорость, c – константа.

Определить:

1. Величину циркуляции для круговых контуров, включающих начало координат, выяснить кинематический смысл постоянной c и выразить её через циркуляцию Г.

2. Найти распределение вектора вихря, доказать что циркуляция по произвольному контуру не охватывающему начало координат равна нулю, а по произвольному контуру, включающему начало координат ​постоянна.

3. Найти величину и направление главного вектора и главного момента, действующих на массу жидкости, заключённую в круговом цилиндре единичной длины и радиуса r.
1. Так как вектор 
[image: image398.wmf]¥
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постоянен, то его циркуляция по произвольному контуру равна нулю.

Найдём распределение поля скоростей в полярных координатах для второй составляющей скорости в распределении (1).
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Представим радиус-вектор в виде 
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Таким образом, линии тока, соответствующие полю (2), являются окружностями.

Циркуляция для контура 
[image: image402.wmf]r
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 определяется в виде
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Из формулы (4) следует, что циркуляция не зависит от радиуса, а определяется постоянной c.

2.Определим вектор вихря соответствующий движению (3)
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Оператор 
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 в полярных координатах имеет вид
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Ротор поля 
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 с учётом (3) примет вид


[image: image408.wmf]j

t

t

t

¶

¶

´

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

´

r

r

r

r

2

x

c

x

c

x

n

.

Так как 
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Таким образом, поле является безвихревым во всех точках за исключением начала координат, через которое проходит вихревая нить с интенсивностью 
[image: image411.wmf]с
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.
3. Докажем что циркуляция по произвольному замкнутому контуру, а не только по круговому равна 
[image: image412.wmf]с
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. Для этого рассмотрим область, заключённую между данным контуром 
[image: image413.wmf]l

 и охватывающем его круговым контуром. Соединим точки A и B на этих контурах линией AB.

Так как поле в областях с исключённым началом координат безвихривое, то циркуляция по области, ограниченной контуром не включающем точку 0 равна нулю.

Это следует из теоремы Стокса:
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Так как
[image: image415.wmf]0
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, то и циркуляция отсутствует. Рассмотрим область ограниченную контуром ABMBACKA, включающим внутренний и внешний круговые контуры.
Циркуляция по данному контуру складывается из циркуляции по круговому контуру BMB и циркуляции 
[image: image416.wmf]l
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по рассматриваемому контуру ACKA. Так как в сумме они равны нулю и противоположны по направлению, то 
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4. Найдём величину и направление главного вектора внешних сил, действующих на круговой контур.

Так как течение стационарное, то главный вектор определяется из выражения
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Из (1) и (3) получим
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Полагая среду несжимаемой из (5) и (6) находим главный вектор на единицу длины цилиндрической поверхности, ограниченной рассматриваемым контуром
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Главный вектор, как следует из формулы (7) направлен перпендикулярно направлению скорости 
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 и определяет величину циркуляции. Выражению (7) можно придать инвариантную форму если ввести вектор циркуляции
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Задача №10 к разделу

Теорема об изменении количества движения с использованием интеграла Бернулли.

В поступательно движущуюся с постоянной скоростью 
[image: image429.wmf]¥
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среду помещают абсолютно твёрдое тело конечных размеров. Полагая, что вне тела течение безвихревое, а среда несжимаема, определить главный вектор 
[image: image430.wmf]F
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, действующий со стороны среды на неподвижное тело.

При помещении тела поле скоростей в потоке изменяется на величину 
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)

(

)

x

u

x

v

r

r

r

r

r

=

. Причём данная составляющая движения удовлетворят условию
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Представим абсолютную скорость потока в виде
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где 
[image: image435.wmf]r
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 – относительная скорость.

Так как движение стационарное, для определения главного вектора, действующего на тело, используем контрольные поверхности, ограниченные контуром тела и окружностью радиуса x. (Рис)
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На основании следствия из теоремы об изменении количества движения, главный вектор 
[image: image437.wmf]R
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, действующий на среду, находящийся между контрольными поверхностями определяется выражением
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где 
[image: image439.wmf])

(

e

n

r

– внешняя нормаль; 
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Так как при обтекании тела 
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, то интеграл по внутренней поверхности равен нулю. Вектор 
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складывается из составляющей 
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– действующей со стороны поверхности тела на среду и составляющей 
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, действующей со стороны отброшенной среды на поверхность  
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Из условия несжимаемости
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По определению


[image: image448.wmf]0

cos

2

0

)

(

=

=

×

ò

ò

¥

S

¥

j

j

r

r

p

d

v

ds

n

v

e

r

r

.

Тогда из условия несжимаемости получим
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С учётом данных условий правая часть (4) преобразуется и главный вектор примет вид
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Производя интегрирование по окружности цилиндра радиуса x и переходя к пределу при 
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Здесь используется асимптотическое представление перемещения 
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 на бесконечность в виде
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Так как второе слагаемое в правой части (6) обращается в ноль, то 
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Для определения 
[image: image457.wmf])
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воспользуемся интегралом Бернулли. Интеграл Бернулли позволяет получить распределение давления в системе координат с координатными линиями 
[image: image458.wmf]h

, направленными вдоль линий тока, и линиями 
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, ортогональными к линиям тока. В такой системе на произвольной линии 
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Выбираем начальную точку 
[image: image462.wmf]0
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на бесконечности, где 
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Так как условие (10) выполняется в любой точке среды, то распределение давления с учётом (2) имеет вид
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Используя выражении (11) найдём силу 
[image: image467.wmf])
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, действующую на внешнюю поверхность
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Переходя к пределу при 
[image: image470.wmf]¥
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 на основании (7) получим

                        
[image: image471.wmf]j

j

r

p

d

n

c

v

F

F

e

x

e

r

r

r

r

r

)

(

lim

2

0

)

(

)

(

×

=

=

¥

¥

®

¥

ò

.                                   (12)

На основании выражений (8) и (12) находим силу, действующую со стороны тела на среду
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 EMBED Equation.3  [image: image473.wmf]
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На поверхность тела со стороны среды действует противоположно направленная сила 
[image: image475.wmf]F
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. Найдём составляющие этой силы в проекциях на оси декартовой системы координат:
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Из определения циркуляции следует с учётом (7), что 
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Таким образом, не равна нулю составляющая силы перпендикулярная направлению тока – постоянная сила
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Выражение (14) является формулой Жуковского для подъёмной силы. Эта сила получается поворотом 
[image: image480.wmf]¥
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 в сторону противоположную циркуляции на угол 900.
Теорема об изменении кинетической энергии. Интеграл Бернулли.

3.18. В бесконечной цилиндрической трубе, заполненной несжимаемой жидкостью, тело с площадью поперечного сечения 
[image: image481.wmf]0
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 обтекается потоком со скоростью 
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 перед ним и со скоростью 
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 за телом. При этом в области за телом образуется бесконечная вдоль потока полость. Найти силу сопротивления, действующую на тело со стороны жидкости.
3.19. Поле скоростей в сплошной среде распределено по закону:
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где 
[image: image485.wmf]¥
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– постоянная скорость, c – константа.

Определить:

4. Величину циркуляции для круговых контуров, включающих начало координат, выяснить кинематический смысл постоянной c и выразить её через циркуляцию Г.

5. Найти распределение вектора вихря, доказать что циркуляция по произвольному контуру не охватывающему начало координат равна нулю, а по произвольному контуру, включающему начало координат ​постоянна.

6. Найти величину и направление главного вектора и главного момента, действующих на массу жидкости, заключённую в круговом цилиндре единичной длины и радиуса r.
3.20. В поступательно движущуюся с постоянной скоростью 
[image: image486.wmf]¥
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среду помещают абсолютно твёрдое тело конечных размеров. Полагая, что вне тела течение безвихревое, а среда несжимаема, определить главный вектор 
[image: image487.wmf]F
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, действующий со стороны среды на неподвижное тело.
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4 Раздел. Основные положения термомеханики.


4.1. Деформируемый стержень начинает поступательное движение вдоль своей оси как абсолютно твёрдое тело с ускорением 
[image: image489.wmf]W

. В состоянии покоя напряжения в стержне и массовые силы отсутствовали! Определить, какие внешние массовые силы следует приложить для поддержания такого движения? Каким будет напряжённое состояние стержня при движении?

4.2. Деформируемый стержень совершает вращательное движение вокруг вертикальной оси, проходящей через его центр масс, как абсолютно твёрдое тело. Какие внешние массовые силы следует приложить для поддержания такого движения? Каким будет напряжённое состояние стержня при движении, если в покое напряжения отсутствовали?

4.3. Определить массовые силы, необходимые для поддержания однородного движения среды по закону (14.31). При каких условиях возможно однородное движение среды в отсутствие массовых сил?

4.4. Среда движется из состояния покоя по известному закону 
[image: image490.wmf](
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, массовые силы отсутствуют. Каким условиям должны удовлетворять массовые силы, которые следует приложить, чтобы исключить жёсткое движение среды? Считать, что среда имеет конечный объём, ограниченный материальной поверхностью 
[image: image491.wmf]å

.

4.5. Показать, что если тензор напряжений есть не функционал, а функция аффинора, то в случае начально изотропного материала главные оси «повернутого» тензора напряжений 
[image: image492.wmf]1
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 и левой меры искажения совпадают.

4.6. Показать, что если тензор напряжений есть не функционал, а функция аффинора, то главные оси тензора истинных напряжений и правой меры деформации совпадают.

4.7. Записать связь между тензорами энергетических напряжений в движениях отличающихся на жесткое движение.

4.8. Записать уравнение начальной изотропии среды используя вместо тензора истинных напряжений тензор энергетических напряжений.

4.9. Показать, что в общем случае Яуманновская производная от тензора напряжений, определяемых в виде
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не удовлетворяет принципу материальной объективности.

4.10. Выделите класс однородных движений, для которых «полярная» и «вихревая» производные от тензора напряжений совпадают.

 4.11) Деформируемый стержень начинает поступательное движение вдоль своей оси как абсолютно твёрдое тело с ускорением 
[image: image495.wmf]W

. В состоянии покоя напряжения в стержне и массовые силы отсутствовали! Определить, какие внешние массовые силы следует приложить для поддержания такого движения? Каким будет напряжённое состояние стержня при движении?
4.12) Деформируемый стержень совершает вращательное движение вокруг вертикальной оси, проходящей через его центр масс, как абсолютно твёрдое тело. Какие внешние массовые силы следует приложить для поддержания такого движения? Каким будет напряжённое состояние стержня при движении, если в покое напряжения отсутствовали?
4.13) Среда движется из состояния покоя по известному закону 
[image: image496.wmf](
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, массовые силы отсутствуют. Каким условиям должны удовлетворять массовые силы, которые следует приложить, чтобы исключить жёсткое движение среды? Считать, что среда имеет конечный объём, ограниченный материальной поверхностью 
[image: image497.wmf]å

.
4.14) Показать, что абсолютные производные по времени от тензора напряжений не удовлетворяют условию материальной объективности.
4.15) Показать, что если тензор напряжений есть не функционал, а функция аффинора, то в случае начально изотропного материала главные оси «повёрнутого» тензора напряжений 
[image: image498.wmf]1
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 и левой меры искажения совпадают.

4.16) Показать, что если тензор напряжений есть не функционал, а функция аффинора, то главные оси тензора истинных напряжений и правой меры деформации совпадают.

4.17) Записать связь между тензорами энергетических напряжений в движениях, отличающихся на жёсткое движение.

4.18) Записать уравнение начальной изотропии, используя вместо тензора истинных напряжений тензор энергетических напряжений.

4.19) Показать, что в общем случае Яуманновская производная от тензора напряжений, определяемого в виде
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не удовлетворяет принципу материальной объективности (14.27).

4.20) Выделите класс однородных движений, для которых «полярная» и «вихревая» производные от тензора напряжений совпадают.

4.21) Показать, что абсолютные производные по времени от тензора напряжений не удовлетворяют условию материальной объективности.
Рассмотрим решение задачи №4.13.

Исключение жёсткого движения означает, что центр масс среды должен оставаться неподвижным, а кинетический момент – нулевым, так как они были такими в исходном состоянии покоя. Для этого, согласно теоремам о движении центра масс и об изменении кинетического момента, главный вектор и главный момент внешних напряжений должны равняться нулю. Для определения главных векторов воспользуемся уравнением движения в виде
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Распределении ускорений находим по известному закону движения
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 - поле скоростей.

Интегрируя левую и правую части уравнения движения по объёму и используя теорему Остроградского-Гаусса, получим следующее выражение главного вектора
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где 
[image: image505.wmf]C
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 - ускорение центра масс, 
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 - масса среды.

Домножим векторно левую и правую части уравнения движения на радиус-вектор 
[image: image507.wmf]C
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, соединяющий материальную точку с центром масс. В результате последующего интегрирования по объёму из теоремы Остроградского-Гаусса получим следующее выражение главного момента внешних напряжений относительно центра масс
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Чтобы исключить жёсткое движение, необходимо добавить такие массовые силы 
[image: image509.wmf](
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, главный вектор и главный момент которых относительно центра масс удовлетворяет условиям
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5. Статика сжимаемой (баротропной) жидкости (газа).
Задача №1.

Найти распределение давления и плотности в политропной атмосфере, где 
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. Определить высоту атмосферы.

Решение.
Совместим начало координат и плоскость XY с плоскостью земли. Из уравнения движения сжимаемой жидкости  получим
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где 
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Из (1) полагая 
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Или                                             
[image: image518.wmf]g

dz

dP

r

r

r

g

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

0

0

                                              (2)

Разделяя переменные получим
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Из (3) следует, что
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Начальное условие 
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Из (5) получаем закон распределения плотности баротропной атмосферы
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