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1. Определение напряженного состояния пород вокруг круговой выработки. Постановка задачи
Для определения напряжений в массиве пород вокруг выработки круглого поперечного сечения, расположенной на достаточно большой глубине, рассматривается плоская задача теории упругости для весомой полуплоскости, ослабленной круговым отверстием заданного радиуса. Расчетная схема представлена на рис. 1.
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Рис. 1. Расчетная схема для определения напряжений 

в массиве пород вокруг незакрепленной выработки

Здесь весомая среда 
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, моделирующая массив пород, с деформационными характеристиками – модулем деформации 
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 и коэффициентом Пуассона [image: image4.wmf]0
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, ослаблена круговым отверстием радиуса [image: image5.wmf]0

R

, расположенным на расстоянии [image: image6.wmf]H

 от границы полуплоскости [image: image7.wmf]L
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 отверстия и граница полуплоскости [image: image9.wmf]L

 свободны от действия внешних сил.
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 представляются в соответствии с принципом независимости действия сил и суперпозиции решений (рис. 2) в виде сумм начальных  [image: image14.wmf])
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дополнительных(снимаемых) напряжений в области [image: image20.wmf]0
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, обусловленных наличием выработки.
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Рис. 2. Схема к расчету полных напряжений в весомом массиве 

при образовании выработки (а) как суммы начальных напряжений (б) 
и дополнительных (снимаемых)напряжений (в)
Термин «снимаемые напряжения» («снимаемое поле напряжений») предложен И.В. Родиным в работе [7] и характеризует физический смысл дополнительных напряжений. Действительно, образование выработки означает, что с контура её сечения как бы снимаются напряжения (нормальные и касательные к контуру), действовавшие в ненарушенном массиве пород.

Компоненты полных и начальных напряжений удовлетворяют системе дифференциальных уравнений равновесия
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и условию совместности деформаций
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Компоненты дополнительных напряжений удовлетворяют, в отличие от полных напряжений, однородной системе дифференциальных уравнений равновесия при том же уравнении совместности деформаций (3).

Граничные условия для полных напряжений, отражающие отсутствие напряжений на границе[image: image28.wmf]L
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Условия отсутствия нормальных и касательных полных напряжений на контуре[image: image32.wmf]0
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 (см. рис. 1), записываются в форме
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Выражения (2.5) представим в виде
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Запишем граничные условия для начальных напряжений на границе [image: image39.wmf]L
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В качестве частного решения неоднородной системы уравнений (2.2) можно использовать выражение 
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принимаемое, как выражение для определения начального поля напряжений в ненарушенном массиве пород. Здесь [image: image45.wmf]H

 – глубина заложения выработки, в центр которой помещено начало координат; [image: image46.wmf]g

 –  удельный вес пород; λ  – коэффициент бокового давления в ненарушенном массиве.
Нетрудно заметить, что на величину λ не накладывается никаких ограничений, поскольку при любых λ частное решение (8) удовлетворяет системе (2). Поэтому значение коэффициента бокового λ определяется на основе данных натурных исследований. При отсутствии этих данных величина λ определяется по формуле академика А.Н. Динника
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В результате подстановки формул (8) в выражения (1) граничные условия (5), (6) для дополнительных напряжений [image: image48.wmf])
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- на границе [image: image51.wmf]L
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Из строгого решения задачи для полуплоскости с круговым отверстием, полученного Д.И. Шерманом, следует, что влияние свободной от напряжений земной поверхности можно не учитывать уже при глубине [image: image57.wmf]5
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. Следовательно, величиной ординаты [image: image58.wmf]y

в условиях (11) можно пренебречь, поскольку глубина выработки [image: image59.wmf]Hy
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Тогда условия (2.11) приобретают вид
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Таким образом, полные и дополнительные напряжения определяются не в полуплоскости, а в бесконечной плоскости [image: image62.wmf]0

S

, ограниченной только контуром [image: image63.wmf]0
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, т.е. точным выполнением условий (4) и (10) пренебрегают. В этом случае погрешность, вносимая этим допущением, невелика, поскольку представляет интерес напряженное состояние пород вблизи выработки.  

В результате, решение поставленной задачи сводится к рассмотрению однородной системы дифференциальных уравнений равновесия при условии совместности деформаций (3) и граничных условиях (12).

Задача о распределении напряжений вокруг круглого отверстия является одной из наиболее простых в теории упругости. Впервые такая задача для односторонне растянутой пластинки была решена Э.Г. Киршем в 1898 году. Эту задачу можно решить другими, более простыми методами, однако область их применения ограничивается только указанным классом задач. Для сложных задач, например, о распределении напряжений в окрестности незакрепленного и подкрепленного упругим кольцом некругового отверстия требуется применение общих методов, позволяющих такие задачи свести к краевым задачам теории аналитических функций комплексного переменного. Такой подход был использован для решения целого ряда плоских задач теории упругости, имеющих приложение в механике горных пород. 

2. Определение напряженного состояния пород вокруг круговой выработки. Решение задачи

Для решения поставленной задачи применим метод Колосова-Мусхелишвили и введем комплексные потенциалы [image: image64.wmf](
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 и полностью определяющие напряженное состояние упругой среды из граничных условий (12) с помощью известных формул Колосова-Мусхелишвили:
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Комплексная переменная [image: image69.wmf]z

связана с декартовыми и полярными координатами следующими соотношениями:
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Граничные условия на контуре [image: image74.wmf]0
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 представим в виде
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Преобразуем выражение (2.15), принимая во внимание, что
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тогда
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Воспользовавшись соотношениями
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откуда 
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будем иметь
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Проинтегрировав полученное выражение, получим
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В результате условие (15) приобретает вид
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Таким образом, поставленная задача теории упругости сводится к определению двух комплексных потенциалов [image: image92.wmf](
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 из условия (22), то есть путем решения краевой задачи теории аналитических функций комплексного переменного.

Комплексные потенциалы [image: image94.wmf](
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 включая бесконечно удаленную точку (см. рис. 1), отыскиваются в виде рядов
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В первой формуле коэффициент при нулевой степени [image: image100.wmf]z

отсутствует, поскольку не влияет на напряженное состояние. В силу геометрической и силовой симметрии относительно оси [image: image101.wmf]y
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Воспользуемся очевидными соотношениями
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В результате условие (2.22) на контуре окружности [image: image112.wmf]G

 приобретает вид:
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Для удобства дальнейшего решения отнесем все геометрические параметры задачи к радиусу выработки [image: image114.wmf]0
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. Запишем

[image: image115.wmf]0

z

z

R

=

%


(26)

Принимая во внимание преобразование (26), искомые комплексные  потенциалы представим в виде
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Представления (27) позволяют записать на контуре рассматриваемого отверстия
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Тогда условие (2.24) приобретает вид
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(28)

Затем, сопрягая полученное выражение и принимая во внимание представления (2.24), получим окончательный вид граничного условия решаемой задачи на контуре [image: image123.wmf]0

L
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Задача отыскания функций в некоторой области по её значениям на границе этой области решается с использованием свойств интегралов типа Коши.

Пусть [image: image125.wmf]G

 - окружность радиуса 1 с центром в начале координат. Если [image: image126.wmf](
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 - функция, регулярная внутри [image: image127.wmf]G

 и непрерывная вплоть до [image: image128.wmf]G

, то справедливы равенства
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Здесь [image: image130.wmf]i

e
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 обозначает точку на окружности [image: image131.wmf]G

. В случае, когда функция [image: image132.wmf](
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 регулярна вне [image: image133.wmf]G

, будем иметь
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(31)

Выражения, стоящие в левой части равенства, называются интегралами типа Коши.

Воспользуемся описанными выше правилами. Умножим обе части условия (2.29) на ядро Коши [image: image135.wmf]1

2
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iz
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 и проинтегрируем почленно по контуру единичной окружности [image: image136.wmf]G

 (обход ведется против часовой стрелки). В результате будем иметь равенства
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После подстановки значений интегралов (32) – (36) в проинтегрированные при [image: image142.wmf]z
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 вне контура [image: image143.wmf]0
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условия (29), получим 
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Выполнив подстановку интегралов в условия (29), проинтегрированные при [image: image145.wmf]z

~

 внутри контура [image: image146.wmf]0
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, будем иметь
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На основании первой формулы из (27) и принимая во внимание, что коэффициенты [image: image148.wmf](
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Далее, используя в формуле (39) простую замену [image: image150.wmf]z
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 на[image: image151.wmf]z
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Подставляя соотношения (40) в формулу (37), находим
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Выражения для комплексных потенциалов (40), (41) с учетом представлений (14) и (26) подставляем в формулы (13). 

Следует отметить, что константа В0 в результате решения задачи осталась неопределенной. Однако это не помешает определить искомые напряжения по формулам (13). Так, вводя обозначение 
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получим следующие соотношения для дополнительных напряжений:

[image: image161.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

000

23322

1

2211

2

iiii

rr

ieeHeHe

q-q--q--q

qq

é

s-s+t=rg-lr-g+lr-

ê

ë


[image: image162.wmf](
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Разделяя действительную и мнимую части в первом из выражений (43) и пользуясь формулой Моавра
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получим
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Затем находим компоненты дополнительного поля напряжений:
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Начальные напряжения (8) в точках контура [image: image171.wmf]0

L

 определяем путем перехода к полярной системе координат по следующим формулам
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  (47)

[image: image174.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0000

00

sin2.

2

xy

r

q

s-s

t=-q


Пренебрегая величиной ординаты [image: image175.wmf]y

, подставим выражения (8) в последние формулы. В результате получим 
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      (48)
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Для вычисления компонент полных напряжений в упругой плоскости, ослабленной отверстием радиуса [image: image179.wmf]0

R

 воспользуемся формулами (1). Сложим (46) с (48) и после несложных преобразований получим 
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Определяем компоненты полных напряжений в точках контура [image: image183.wmf]0

L

 выработки, принимая в формулах (49) значение [image: image184.wmf]1

r=

(то есть при [image: image185.wmf]0

rR

=

). После несложных преобразований получим
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Правильность решения задачи устанавливается путем проверки удовлетворения граничных условий (5), отражающих отсутствие напряжений [image: image189.wmf]r

s

и [image: image190.wmf]r

q

t

на контуре сечения выработки. Следовательно, выражения (49) являются решением рассматриваемой задачи.

3. Напряженное состояние массива в окрестности круговой выработки
Вычислим нормальные тангенциальные напряжения на контуре выработки радиуса R0  при [image: image191.wmf]0,

q=p

 (точка А, см. рис 3):
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При [image: image193.wmf]3

,

22

pp

q=

 (точка В, см. рис. 3) напряжения равны
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Из полученного выражения следует, что растягивающие напряжения в точке В возникают при значениях [image: image195.wmf]1

3

l<

.

[image: image196.jpg]



Рис. 3. Распределение напряжений вокруг контура круговой выработки 

для массива с коэффициентами [image: image197.wmf]1

3

l=

 и [image: image198.wmf]1

l=


Напряжения в характерных точках удобно представить в виде безразмерных величин отношений этих напряжений к начальным. Такие величины называются коэффициентами концентрации напряжений.
В рассматриваемой задаче максимальный коэффициент концентрации сжимающих нормальных тангенциальных напряжений в точке А имеет место в «безраспорном массиве» при [image: image199.wmf]0,

q=p

 и равен [image: image200.wmf]3

K

s

=

.

По мере удаления от контура выработки напряжения стремятся к своим начальным значениям, существовавшим в ненарушенном массиве пород. Следовательно, сооружение выработки приводит к перераспределению напряжений в пределах некоторой ограниченной области массива. Такая область называется зоной влияния выработки.

В гидростатическом поле напряжений (при [image: image201.wmf]1
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)  напряжения вокруг круглой выработки определяются соотношениями:
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В качестве примеров рассмотрим результаты определения нормальных тангенциальных напряжений в массиве пород на контуре круговой выработки радиуса [image: image204.wmf]0

R

 при четырех значениях коэффициента бокового давления пород [image: image205.wmf]1

6

l=

, [image: image206.wmf]1

3

l=

, [image: image207.wmf]1

l=

 и [image: image208.wmf]4
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. 

На рис. 4, представлены эпюры нормальных тангенциальных напряжений[image: image209.wmf]H

q

sg

, возникающих на контуре круговой выработки в массиве с коэффициентами бокового давления пород равными [image: image210.wmf]1

6

l=

, [image: image211.wmf]1
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, [image: image212.wmf]1
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 и [image: image213.wmf]4
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.
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Рис. 4. Эпюры нормальных тангенциальных напряжений [image: image215.wmf]H

q

sg

 на контуре круговой выработки для массива с разными значениями коэффициента бокового давления [image: image216.wmf]l

: 1 - [image: image217.wmf]1
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, 2 - [image: image218.wmf]1

3

l=

, 3 - [image: image219.wmf]1

l=

, 4 - [image: image220.wmf]4
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Расчетные нормальные тангенциальные напряжения [image: image221.wmf]H

q

sg

, вычисленные по формуле (50), приведены в таблице 1. Значения напряжений определены для точек контура от 0 до[image: image222.wmf]°

90

, поскольку эпюра [image: image223.wmf]H

q

sg

 симметрична относительно осей x и y.

 Таблица 1

Расчетные нормальные тангенциальные напряжения

	(,

град
	[image: image224.wmf]H
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	[image: image225.wmf]16
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	[image: image226.wmf]13
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	[image: image227.wmf]1
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	[image: image228.wmf]43
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	0
	-2,83
	-2,67
	-2,00
	-1,67

	15
	-2,61
	-2,49
	-2,00
	-1,76

	30
	-2,00
	-2,00
	-2,00
	-2,00

	45
	-1,17
	-1,33
	-2,00
	-2,33

	60
	-0,33
	-0,67
	-2,00
	-2,67

	75
	0,28
	-0,18
	-2,00
	-2,91

	90
	0,50
	0,00
	-2,00
	-3,00


Из рис. 4 видно, максимальные сжимающие напряжения [image: image229.wmf]H

q

sg

возникают в точках горизонтального диаметра ([image: image230.wmf]0
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 и[image: image231.wmf]180
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) при[image: image232.wmf]1
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и [image: image233.wmf]1
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, а в случае [image: image234.wmf]4
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 - в точках вертикального диаметра ([image: image235.wmf]90
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 и[image: image236.wmf]270
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).  В породах с коэффициентом бокового давления [image: image237.wmf]1

l=

 сжимающие напряжения во всех точках контура выработки постоянны (эпюра 3). Растягивающие напряжения возникают в точках вертикального диаметра контура выработки в породах с коэффициентом [image: image238.wmf]1
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(эпюра 1). Следует отметить, что в точках [image: image239.wmf]30,150
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 напряжения [image: image240.wmf]2
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 при всех рассмотренных значениях [image: image241.wmf]l

.

4. Определение напряженного состояния пород вокруг круговой выработки большого поперечного сечения

При определении напряженного состояния массива пород вокруг выработки большого поперечного сечения, даже при глубоком заложении следует учитывать изменение поля начальных напряжений ее высоте (координате y).

В связи с этим обратимся к выражениям (11) на контуре [image: image242.wmf]0
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, которые представим в виде
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Далее, осуществив  переход к краевой задаче теории аналитических функций комплексного переменного, граничные условия на контуре [image: image245.wmf]0

L

 представим в виде
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где [image: image247.wmf])
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 - комплексные потенциалы, характеризующие напряженно-деформированное состояние среды [image: image249.wmf]0
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Поскольку в рассматриваемом случае главный вектор усилий [image: image253.wmf]iY
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 на контуре [image: image254.wmf]0

L

 отличен от нуля (то есть нагрузка, изменяющаяся по координате у, не является самоуравновешенной) комплексные потенциалы [image: image255.wmf])
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где [image: image259.wmf])
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 - функции, регулярные в области [image: image261.wmf]0
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и обращающиеся в нуль в бесконечно удаленной точке,[image: image263.wmf]0
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 - коэффициент вида напряженного состояния области [image: image264.wmf]0
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 (поскольку мы исследуем случай плоской деформации при решении настоящей задачи, принимается[image: image265.wmf]0
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Рассмотрим правую часть условия (5). Учитывая соотношения (16), запишем
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Подставив полученные ранее формулы (19) в выражение (58), будем иметь

[image: image268.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00

22

nn

ii

XiYdsHttdtdtdtdt

g

éù

+=-+-++l-l=

êú

ëû


[image: image269.wmf](

)

(

)

{

(

)

(

)

1111

22

ii

Hdtdttdttdt

g

=-+l+-l++l-+l+

éùé

ëûë

 
(59)

[image: image270.wmf](

)

(

)

}

11

tdttdt

+-l--l

ù

û




В результате будем иметь
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Учитывая, что на контуре [image: image273.wmf]0
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 имеют место соотношения
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и, принимая во внимание формулу
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получим
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Таким образом, запишем
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и, окончательно, придем к формуле
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Вычислим главный вектор действующих усилий на контуре выработки. Воспользуемся известной формулой [6]
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Таким образом, главный вектор действующих усилий может быть найден путем деления правой части выражения (65) на мнимую единицу i и последующим интегрированием полученного выражения по замкнутому контуру [image: image286.wmf]0
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.
При интегрировании учтем, что точка, имеющая комплексную координату (переменную) t, перемещаясь по замкнутому контуру, возвращается в исходное положение, вследствие чего приращения функций t,[image: image287.wmf]1
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при полном обходе контура [image: image289.wmf]0
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 отсутствуют. Функция  же[image: image290.wmf]t
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при полном обходе точки t по замкнутому контуру[image: image291.wmf]0
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получает приращение равное[image: image292.wmf]i
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. При этом знак приращения зависит от направления обхода.

Поскольку, под усилием [image: image293.wmf](
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, действующим на элемент дуги [image: image294.wmf]ds

контура, понимается усилие, обусловленное дополнительными напряжениями (см. рис. 2.2), действующими внутрь выработки – то есть со стороны внешней нормали, зададим положительное направление обхода - походу часовой стрелки (напомним, что в соответствии с принятым правилом, проведенная нормаль должна быть направлена вправо по отношению к наблюдателю, движущемуся в положительном направлении обхода).

Таким образом, при полном обходе точки t по замкнутому контуру[image: image295.wmf]0
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величина [image: image296.wmf]t
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, и формула для определения главного вектора усилий принимает вид
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где введено обозначение
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После подстановки формулы (67) в (56) и (57), получим следующие выражения для комплексных потенциалов [image: image301.wmf])
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С учетом выражений (68) - (70) и (65) граничное условие (55) примет вид
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Преобразуем условие (3.18) с учетом (3.8). Запишем
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Откуда получим
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Далее рассмотрим входящие в правую часть равенства (3.20) выражение, содержащее логарифмические функции. Учтем очевидные равенства
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используя которые получим
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Таким образом, вводя обозначение [image: image317.wmf]0
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и отбрасывая константу, выражение (3.20) представим в виде
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Полученное уравнение (3.21) может быть разрешено, таким же образом, как и рассмотренное в разделе 1 уравнение (2.23).

Ниже приводится более простой способ решения без использования интегралов типа Коши. 

Воспользуемся представлениями для комплексных потенциалов [image: image320.wmf](
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Здесь для удобства введены следующие очевидные представления вида
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Обратимся к входящему в левую часть равенства (75) выражению [image: image327.wmf](
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, которое представим в виде
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Далее выполним изменение порядка суммирования, используя замену в рядах [image: image329.wmf]2
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Тогда выражение (3.22) примет следующий вид
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Приравнивая в левой и правой частях выражения (77) коэффициенты при отрицательных и положительных степенях переменной [image: image334.wmf]s

, получим
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Выразим из (3.26) коэффициенты [image: image337.wmf]k
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По формулам (77) и (80) определяем коэффициенты [image: image340.wmf]k
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 и [image: image341.wmf]k
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С учетом найденных коэффициентов (81) формулы (79) для определения комплексных потенциалов[image: image352.wmf](
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Выражения для дополнительных напряжений в среде [image: image356.wmf]0

S

получим, воспользовавшись формулами Колосова-Мусхелишвили (13). Для этого разделим реальную и мнимую части в первой формуле из (13), будем иметь
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Последовательно сложим, а затем вычтем, левые и правые части выражений (83), включающие напряжения [image: image360.wmf]q

s
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. После несложных преобразований, придем к следующим выражениям для дополнительных напряжений в области [image: image362.wmf]0
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Принимая во внимание представления комплексных потенциалов (3.29), найдем входящие в формулы (84) производные [image: image366.wmf](
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Дополнительные напряжения [image: image372.wmf](
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 определяются по формулам (84) после подстановки в них выражений (85) с учетом представления комплексной координаты [image: image376.wmf]s
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в полярной системе координат.

Для определения начальных напряжений в полярной системе координат воспользуемся формулами (9),  (45). В результате будем иметь
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Принимая во внимание соотношение 
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приведем формулы (3.33) к виду
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Полные напряжения, возникающие в точках среды [image: image384.wmf]0

S

, находятся как суммы дополнительных и начальных напряжений, вычисляемых соответственно на основании выражений (84), (85) и (87), то есть по формулам
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Для вычисления полных напряжений в точках контура [image: image388.wmf]0

L

в выражениях (84), (85) и (87) необходимо воспользоваться подстановкой [image: image389.wmf]q
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В качестве примера расчета рассмотрим круговую выработку радиусом [image: image391.wmf]м
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. С помощью компьютерной программы, реализующей алгоритм расчета, были выполнены многовариантные расчеты и установлены закономерности распределения нормальных тангенциальных напряжений [image: image394.wmf]H
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 на контуре выработки при различных значениях коэффициента бокового давления пород [image: image395.wmf]6
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Расчетные значения напряжений [image: image399.wmf]H
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 представлены в таблице 2.

Таблица 2

Расчетные значения напряжений
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	0
	-1,93
	-1,84
	-1,44
	-1,24

	30
	-1,29
	-1,30
	-1,38
	-1,42

	60
	-0,24
	-0,45
	-1,34
	-1,77

	90
	0,26
	-0,05
	-1,32
	-1,94

	120
	-0,24
	-0,45
	-1,34
	-1,77

	150
	-1,29
	-1,30
	-1,38
	-1,42
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	-1,93
	-1,84
	-1,44
	-1,24

	210
	-1,49
	-1,49
	-1,48
	-1,48
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	-0,34
	-0,57
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	-2,00

	270
	0,28
	-0,07
	-1,53
	-2,24
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	-1,52
	-2,00
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	-1,49
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	-1,93
	-1,84
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Как следует из табл. 2, расчетные напряжения в точках контура[image: image406.wmf]0

L

, симметричных относительно оси [image: image407.wmf]y

 принимают одинаковые значения, что позволяет построить эпюры напряжений [image: image408.wmf]H

g

s

q

на половине контура выработки (см. рис. 3.1). Здесь линии 1,2,3,4 соответствуют коэффициентам бокового давления в ненарушенном массиве пород [image: image409.wmf]6
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Рис. 5. Эпюры напряжений [image: image414.wmf]H
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 на контуре круговой выработки большого поперечного сечения для массива с разными значениями коэффициента бокового давления [image: image415.wmf]l
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Максимальные сжимающие напряжения [image: image420.wmf]H
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5. Определение напряженного состояния пород в окрестности круговой выработки при сейсмическом воздействии
При проектировании подземных сооружений в сейсмически активных районах для обеспечения сейсмостойкости необходимо учитывать особенности распределения напряжений в породах вокруг незакрепленной выработки, возникающих от действия длинных сейсмических волн при землетрясении.

Во время землетрясения в массиве горных пород возникают сейсмические волны различного характера: волны сжатия-растяжения или продольные, вызывающие смещения частиц породы в направлении своего распространения, и волны сдвига – поперечные, вызывающие смещения в направлении, перпендикулярном к их распространению. Скорости распространения упругих волн сжатия–растяжения и сдвига различны, в частности, при плоской деформации они определяются через характеристики породы по формулам:
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где [image: image441.wmf]0
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,

n

E

 - модуль деформации и коэффициент Пуассона породы, [image: image442.wmf]g

 - удельный вес пород, [image: image443.wmf]g

 - ускорение свободного падения тела.

Распространяясь из очага землетрясения с разными скоростями, сейсмические волны, встречая на своем пути свободные поверхности или границы слоев или границы раздела слоев с разными механическими свойствам, претерпевают преломление и отражение, причем волна каждого типа порождает отраженные волны различных типов. Вследствие разных скоростей волн сжатия-растяжения и сдвига, а также многократного преломления и отражения от различного рода преград сейсмические волны могут приходить к подземному сооружению в самых различных сочетаниях и с любого направления. В силу большого разнообразия горно-геологических условий прогнозировать сочетание действия волн разного характера и направление их распространения по отношению к сооружению крайне затруднительно, что и создает основные трудности при оценке напряженного состояния массива пород вокруг горной выработки при землетрясении.

Решение динамической задачи о действии длинной волны сжатия приближаются к получаемому из рассмотрения квазистатической задачи для плоскости (см. рис. 6), имеющей на бесконечности напряженное состояние [image: image444.wmf](
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(в случае плоской деформации, причем ось Oy совпадает с направлением падающей волны (рис. 6, а). Распространение же напряжений при действии длинной волны сдвига приближается к получаемому при чистом сдвиге, то есть когда на бесконечности имеются касательные напряжения [image: image446.wmf](
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 (рис. 6, б). Задаваемые при решении указанных статических напряжения на бесконечности зависят от параметров волн, поэтому эти задачи называются квазистатическими.

В горных породах, особенно в прочных, характеризующихся сравнительно большими значениями модулей деформации, длины упругих сейсмических волн с преобладающим периодом колебаний достигает сотни метров и значительно превосходят поперечные размеры проектируемых сооружений. Например, в породе с модулем деформации[image: image447.wmf]МПа
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Рис. 6. Схемы квазистатических задач для определения концентрации напряжений в окрестности кругового отверстия при действии длинной волны: 

а – продольной, б – поперечной

Задаваемые на бесконечности напряжения определяются по формулам:
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 - коэффициент, принимающий значения 0,1; 0,2; 0,4 соответственно для расчетной интенсивности землетрясений 7, 8 и 9 баллов; [image: image458.wmf]1
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 - коэффициент, учитывающий допускаемые повреждения подземных сооружений, определяемый по нормативным документам ([image: image459.wmf]25
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 - преобладающий период колебаний частиц породы, [image: image463.wmf]0
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 - коэффициент Пуассона породы.

Для исследования напряженного состояния пород вокруг круговой выработки рассматривается плоская задача теории упругости для упругой среды, ослабленной круговым отверстием заданного радиуса[image: image464.wmf]0
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. Расчетная схема показана на рис. 7, а. Среда нагружена на бесконечности сжимающими напряжениями

[image: image465.wmf](

)

P

x

x

-

=

s

¥

;
[image: image466.wmf](

)

P

y

-

=

s

¥

;
[image: image467.wmf](

)

0

=

t

¥

xy

;
(91)

где

[image: image468.wmf]0

0

1

n

-

n

=

x

;
[image: image469.wmf]0

1

1

2

1

T

c

AK

P

g

p

=

. 



(4.4)

[image: image470.jpg]eP

RERRREERRR

a

P
AERRRREERR

-

SERERERRRE
p

SERREREEER

EP

0

-





Рис. 7. Схемы задач для определения концентрации напряжений 

в окрестности кругового отверстия при действии длинной волны:

а – сжатия, б – сдвига

Граничные условия (5), отражающие отсутствие нормальных и касательных полных напряжений на контуре отверстия [image: image471.wmf]0
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Мнимая часть величины [image: image487.wmf]G

, отражающая вращение бесконечно удаленной части плоскости, на напряженное состояние не влияет. 

Учитывая выражения (91), определяющие напряжения на бесконечности, будем иметь
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Воспользуемся выражениями (94) для определения [image: image490.wmf](
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После подстановки формул (97) в условия (4.5) и учитывая, что на контуре  отверстия [image: image494.wmf]0
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Затем, сопрягая полученное выражение и подставив в него формулы (4.8), получим окончательный вид граничного условия решаемой задачи на контуре[image: image497.wmf]0
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Для определения комплексных потенциалов [image: image499.wmf](
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Далее в соответствии с (94) получим
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Полные напряжения [image: image517.wmf](
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 определяются по формулам (84) после подстановки в них выражений (4.14) с учетом представления комплексной координаты [image: image521.wmf]q
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Для вычисления напряжений в точках контура выработки [image: image526.wmf]0
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в выражениях (102) воспользуемся подстановкой [image: image527.wmf]1
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Таким образом, выполнена проверка удовлетворения граничных условий решаемой задачи, отражающих отсутствие нормальных радиальных и касательных напряжений на контуре выработки, то есть [image: image532.wmf](
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Теперь рассмотрим задачу о чистом сдвиге на бесконечности для упругой среды [image: image534.wmf]0
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, ослабленной круговым отверстием радиуса [image: image535.wmf]0
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 (расчетная схема приведена на рис. 6, б). В этом случае напряжения в среде определяются по формуле:
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Переходя к рассмотрению (рис.8) главных напряжений при чистом сдвиге, запишем 
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[image: image539.jpg]



Рис. 8. Напряженное состояние прямоугольного 

элемента при чистом сдвиге

Это позволяет перейти к определению напряжений в среде [image: image540.wmf]0
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Этот прием позволяет воспользоваться решением задачи, рассмотренной ранее, осуществив в формулах (91) замену [image: image546.wmf]P
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Рис. 9. Расчетная схема задачи о чистом сдвиге: 

а – исходная, б – после перехода к главным осям [image: image550.wmf]/
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Отметим, что полученное таким образом решение будет связано с новой системой координат [image: image551.wmf]/
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Определим напряжения в точках контура выработки[image: image559.wmf]0
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 в формулах (107):
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Из выражений (108) следует, что граничные условия задачи на контуре выработки выполняются.
Оценку наиболее неблагоприятного напряженного состояния массива пород, ослабленного круговой выработкой, при сейсмических воздействиях выполним, определив максимальные значения нормальных тангенциальных напряжений в каждой точке массива при совокупном действии продольной  и поперечных волн, распространяющихся в любых направлениях:
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Рассмотрим случай, когда направление распространения волны сжатия совпадает с вертикальной осью 0у, как показано на рис. 4.2.

Из формул (103) и (109) получим выражение для нормальных тангенциальных напряжений:
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где 
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Из формул (89) и (90) несложно получить
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С учетом выражения (4.26)  формулу (4.23) запишем в виде
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Положение точек контура выработки (т.е. значения угла [image: image571.wmf]q

), в которых возникают экстремальные нормальные тангенциальные напряжения [image: image572.wmf](
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то есть из выражения (115) запишем
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откуда получим

[image: image575.wmf]S
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Как известно, периодом тангенса является величина [image: image576.wmf]p

, поэтому нормальные тангенциальные напряжения принимают экстремальные значения в точках контура 
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После подстановки в формулу (4.27) выражений 
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После подстановки выражений (120) в формулу (115) получим значения экстремальных напряжений в виде
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Этим напряжениям соответствуют значения напряжений [image: image584.wmf]r

s

 и [image: image585.wmf]q
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Приняв [image: image588.wmf]1
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в формулах (119) и (120), получим напряжения на контуре рассматриваемой выработки. В результате несложных преобразований получим
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[image: image591.wmf]0
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При рассмотрении действия продольной волны, распространяющейся  под произвольным углом α к вертикали, решение задачи останется без изменений (вследствие осевой симметрии), если ось 0у  совместить с заданным направлением падения волны.

6. Определение напряженного состояния пород вокруг эллиптической выработки 

Напряженное состояние массива пород вокруг незакрепленной эллиптической выработки глубокого заложения определим из решения плоской задача теории упругости для весомой полуплоскости, ослабленной эллиптическим отверстием, оси симметрии которого совпадают с координатными осями [image: image592.wmf]x

,[image: image593.wmf]y

 и расположенного на расстоянии [image: image594.wmf]H

 от границы полуплоскости. Контур [image: image595.wmf]0

L

 отверстия и граница полуплоскости [image: image596.wmf]L

 свободны от действия внешних сил. Таким образом, постановка задачи не отличается от рассмотренного выше случая для полуплоскости, ослабленной круговым отверстием.

Расчетная схема показана на рис. 10.
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Рис. 10. Расчетная схема

При решении задач о распределении напряжений в упругой плоскости, ослабленной некруговым отверстием, в теории упругости используется метод конформных отображений, позволяющий преобразовывать координаты с помощью однозначной аналитической функции
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Суть метода конформных отображений заключается в том, что некруговой контур [image: image599.wmf]0

L

 в плоскости переменной [image: image600.wmf]z

 преобразуется в единичную окружность [image: image601.wmf]0

G

 в плоскости переменной [image: image602.wmf]z

. При этом каждой точке области [image: image603.wmf]S

 на плоскости [image: image604.wmf]z

 соответствует определенная точка в области [image: image605.wmf]S

 на плоскости [image: image606.wmf]z

 и наоборот. Таким образом, функция (5.1) определяет взаимно-однозначное конформное отображение области [image: image607.wmf]S

 в область [image: image608.wmf]S

 и обратно.
Отображение называется конформным благодаря свойствам, характерным для функции (5.1):

1. Свойство консерватизма углов. Если в области [image: image609.wmf]S

рассмотреть две линии, выходящие из некоторой точки [image: image610.wmf]z

 и составляющие между собой некоторый угол [image: image611.wmf]a

, то соответствующие им линии в области [image: image612.wmf]S

будут тоже составлять угол [image: image613.wmf]a

, причем направление отсчета углов сохраняется.
2. Свойство постоянства растяжений. Если в области [image: image614.wmf]S

взять бесконечно малый треугольник  с вершиной в точке [image: image615.wmf]z

, то ему в плоскости[image: image616.wmf]S

будет соответствовать бесконечно малый криволинейный треугольник с вершиной в точке[image: image617.wmf]z

,причем соотношения соответствующих сторон в обоих треугольниках будут с точностью до бесконечно малых равны постоянному числу[image: image618.wmf]0

¹

r

.
Поскольку соответствующие углы в треугольниках раны между собой (в силу свойства консерватизма углов), такие бесконечно малые треугольники являются подобными. Таким образом, конформное отображение является отображением подобия в бесконечно малом (вблизи каждой точки [image: image619.wmf]z

, где производная от функции (122) не равна нулю).

Для выработки эллиптического сечения функция (122) имеет вид:
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.- комплексная переменная в области [image: image624.wmf]S

 (рис. 11).
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тогда
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Разделив действительную и мнимую части комплексной координаты zполучим следующие выражения для x и y:
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[image: image632.jpg]



Рис. 11. Схема конформного отображения внешности 

единичной окружности (б) на внешность эллипса (а)
Таким образом, окружности [image: image633.wmf]1
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r

 на плоскости [image: image634.wmf]z

 (рис. 11, б) соответствует эллипс с полуосями a и b на плоскости z (рис. 11, а). При этом точка z перемещается по контуру [image: image635.wmf]0

L

эллипса против часовой стрелки, если точка [image: image636.wmf]z

 движется по окружности [image: image637.wmf]0

G

 в том же направлении.

Далее рассмотрим на плоскости [image: image638.wmf]z

окружность [image: image639.wmf]1

G

радиуса[image: image640.wmf]1
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, тогда получаем отображение области, заключенной между эллипсами [image: image641.wmf]0

L

и[image: image642.wmf]1
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, на круговое кольцо, заключенное между [image: image643.wmf]0

G

 и [image: image644.wmf]1

G

, причем эллипсы будут конфокальны. Окружностям со значениями радиусов, попадающих в интервал [image: image645.wmf]1
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, будут соответствовать эллипсы, расположенные между [image: image646.wmf]0
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 и [image: image647.wmf]1
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. Лучам [image: image648.wmf]const
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 в плоскости [image: image649.wmf]z

будут соответствовать конфокальные гиперболы, имеющие те же фокусы, что и эллипсы. В силу свойства консерватизма углов эллипсы и гиперболы пересекаются под прямыми углами (рис.11, а).
Преобразуем комплексные потенциалы [image: image650.wmf](
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 к новой независимой переменной [image: image652.wmf]z

, в результате чего сведем задачу для области [image: image653.wmf]S

, ограниченной эллипсом [image: image654.wmf]0
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 (см. рис 11, а) к задаче для области [image: image655.wmf]S

, ограниченной окружностью [image: image656.wmf]0
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(см. рис 5.2, б). Будем иметь
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Обозначим координату точки единичной окружности [image: image661.wmf]0

G

 через [image: image662.wmf]q
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s

i

e

. Представим граничное условие (15) для дополнительных напряжений на контуре [image: image663.wmf]0

G

 с учетом (2.21), (2.23) и (5.6) в следующем виде:
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где 
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Комплексные потенциалы [image: image667.wmf](
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, регулярные вне окружности[image: image669.wmf]0
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, включая бесконечно удаленную точку, отыскиваются в виде рядов
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Как и в рассмотренном в разделе 1 случае, коэффициент при нулевой степени [image: image672.wmf]0
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, так как не влияет напряженное состояние.

Далее выполним преобразования формул Колосова-Мусхелишвили (13), связывающих искомые напряжения с комплексными потенциалами, принимая во внимание соотношения (127).  Тогда в области [image: image673.wmf]S
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Умножим обе части условия (5.7) на ядро Коши [image: image677.wmf]z
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 и проинтегрируем почленно по контуру [image: image678.wmf]0

G

, считая точку [image: image679.wmf]z

 расположенной последовательно вне и внутри контура [image: image680.wmf]0

G

. Результаты  интегрирования представлены ниже:
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После подстановки полученных значений интегралов (132) в граничное условие (128), проинтегрированное при[image: image686.wmf]z

 вне окружности [image: image687.wmf]0

G

, получим
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Аналогично, интегрируя (128) в предположении, что рассматриваемая точка  [image: image689.wmf]z

располагается внутри окружности [image: image690.wmf]0

G

, будем иметь
[image: image691.wmf](

)

(

)

[

]

z

l

-

+

z

l

+

g

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

z

j

R

Rm

H

b

1

1

2

1

0

.
(134)
Далее, сопрягая функции в правой и левой частях равенства (5.13), запишем выражение для [image: image692.wmf](
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Продифференцируем полученное выражение. Будем иметь
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В свою очередь, запишем
[image: image695.wmf](
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Продифференцировав два раза выражение  (123),получим
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Затем, сопрягая функции [image: image698.wmf](
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[image: image701.wmf](

)

2

/

1

1

z

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

z

w

m

R

.
С учетом формул (138), (139)преобразуем отношение[image: image702.wmf](
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После подстановки выражений (5.15) и (5.19) в формулу (5.12) находим 
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Далее, продифференцировав полученное выражение, запишем 
[image: image706.wmf](
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Принимая во внимание формулу (5.17) для [image: image708.wmf](
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Выражения для комплексных потенциалов (5.15),(5.16) и (5.21) с учетом представлений (5.17), (5.22) подставляем в формулы (5.10).В результате несложных преобразований получим следующие выражения для дополнительных напряжений:
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Согласно работе [6], компоненты начальных напряжений [image: image716.wmf](
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Подставив формулы (2.9) для начальных напряжений в среде [image: image725.wmf]0

S

 (при этом пренебрегая величиной ординаты [image: image726.wmf]y

, т.к. [image: image727.wmf]y
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) в соотношения (5.24), будем иметь
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Последовательно сложим, а затем вычтем, левые и правые части выражений (5.26). Принимая во внимание формулу (5.25), придем к следующим выражениям для начальных напряжений в полярной криволинейной системе координат в отображенной области:
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Далее ограничимся отысканием напряжений на контуре эллиптической выработки. Для этого достаточно сложить первую формулу из выражений (5.23) с выражением (5.27). Учитывая, что на контуре [image: image734.wmf]0

G

 справедливо представление (5.3), будем иметь
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Поскольку на контуре [image: image739.wmf]0

L

 полные радиальные напряжения [image: image740.wmf]0
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r

, то в результате получим
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Определим величину напряжений в точках А и В контура эллиптической выработки (см. рис. 5.1).

В точке А при [image: image742.wmf]p

=

q

,

0

 будем иметь:
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В точке В при [image: image746.wmf]2

3

,

2

p
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получим:
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7. Напряженное состояние массива к окрестности эллиптической выработки

Из формулы (143) следует, что растягивающие напряжения в точке В возникают при [image: image750.wmf]a
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. Так, на контуре эллиптической выработки с отношением полуосей [image: image751.wmf]2
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 растяжение в точке В имеет место при значении [image: image752.wmf]2
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В частном случае рассматриваемой задачи при [image: image753.wmf]1
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,  что соответствует круговому контуру, нормальные тангенциальные напряжения принимают положительные значения в точках вертикального диаметра ([image: image754.wmf]2
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), когда выполняется условие [image: image755.wmf]3
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.

В качестве примеров рассмотрим результаты определения нормальных тангенциальных напряжений в массиве пород на контуре эллиптической выработки с отношением полуосей [image: image756.wmf]2
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при четырех значениях коэффициента бокового давления пород [image: image757.wmf]1

4

l=

, [image: image758.wmf]1
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,[image: image759.wmf]1
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 и [image: image760.wmf]3
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. Расчетные нормальные тангенциальные напряжения [image: image761.wmf]H
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, вычисленные по формуле (5.33), приведены в таблице 3. Значения напряжений определены для точек контура от 0 до [image: image762.wmf]°

90

, поскольку эпюра [image: image763.wmf]H
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sg

 симметрична относительно осей x и y.

Таблица 3

Расчетные значения напряжений

	[image: image764.wmf]q

,

град
	Координаты

точек контура, м
	[image: image765.wmf]H
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	x
	y
	[image: image766.wmf]14

l=


	[image: image767.wmf]12

l=


	[image: image768.wmf]1

l=


	[image: image769.wmf]32

l=



	0
	2,00
	0,00
	-4,75
	-4,50
	-4,00
	-3,50

	15
	1,93
	0,26
	-3,58
	-3,50
	-3,33
	-3,17

	30
	1,73
	0,50
	-1,75
	-1,93
	-2,29
	-2,64

	45
	1,41
	0,71
	-0,55
	-0,90
	-1,60
	-2,30

	60
	1,00
	0,87
	0,10
	-0,35
	-1,23
	-2,12

	75
	0,52
	0,97
	0,41
	-0,08
	-1,05
	-2,03

	90
	0,00
	1,00
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Ниже, на рис. 12, представлены эпюры нормальных тангенциальных напряжений[image: image770.wmf]H
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sg

, возникающих на контуре эллиптической выработки в массиве с коэффициентами бокового давления пород равными [image: image771.wmf]1
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, [image: image772.wmf]1
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 и [image: image774.wmf]3
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Рис. 12. Эпюры нормальных тангенциальных напряжений [image: image776.wmf]H

q

sg

 на контуре эллиптической выработки для массива с разными значениями коэффициента бокового давления [image: image777.wmf]l

: 1 - [image: image778.wmf]1
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l=

, 2 - [image: image779.wmf]1
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l=

, 3 - [image: image780.wmf]1

l=

, 4 - [image: image781.wmf]3
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Из рис. 12 видно, максимальные сжимающие напряжения [image: image782.wmf]H

q

sg

возникают в точках горизонтального диаметра ([image: image783.wmf]0

q=

 и[image: image784.wmf]180

°

q=

) при всех рассмотренных значениях коэффициента бокового давления [image: image785.wmf]l

. Растягивающие напряжения возникают в точках вертикального диаметра контура выработки в породах с коэффициентом [image: image786.wmf]1
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l=

 (эпюра 1). Следует отметить, что в точках [image: image787.wmf]90
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 и [image: image788.wmf]270
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 напряжения [image: image789.wmf]H
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равны нулю при значении[image: image790.wmf]1
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 (эпюра 2).
Рассмотрим задачу, связанную с определением напряженного состояния массива в заданных точкахi(с координатами [image: image791.wmf],

ii

xy

), расположенными в окрестности эллиптической выработки глубокого заложения. 

Пусть рассматриваемые точки располагаются на прямых, первая из которых параллельна действительной оси x, а вторая -является лучом, проведенным из начала координат под некоторым углом φ (см. рис. 5.4). 
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Рис. 13. Расчетная схема для определения напряжений в массиве пород 

вокруг эллиптической выработки

Точки, принадлежащие прямой, параллельной действительной оси x, имеют аффиксы [image: image793.wmf]jj

zxih

=+

. В свою очередь, точки [image: image794.wmf](
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, принадлежат лучу, положение которого определяется значением угла [image: image795.wmf]j

(здесь [image: image796.wmf]j

=

=

tg

x

kx

y

).

Обратимся к выражениям для напряжений (1), (144), (148). Очевидно, что воспользоваться этими формулами можно только в случае, если определена комплексная переменная [image: image797.wmf]i

z

, связанная с положением рассматриваемой точки [image: image798.wmf]ii

zxih

=+

соотношением (123).

Таким образом, решение поставленной задачи связано с необходимостью отыскания обратной отображающей функции
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Представим функцию (123), отображающую внешность единичной окружности на внешность эллипса, в виде
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и разрешим полученное уравнение относительно  ζ.  Запишем
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Это уравнение имеет два корня
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Говорят, что функция [image: image803.wmf](
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 является двухзначной (имеем две ветви). Несложно заметить, что требуемому условию отображения удовлетворяет только первая ветвь функции
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поскольку анализ второй ветви 
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показывает, что в окрестности удаленной точки, то есть при[image: image806.wmf]z
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, когда можно положить [image: image807.wmf]2
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, будет выполняться условие[image: image808.wmf]0
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, и, следовательно, внешность эллипса переходит не во внешность, а во внутренность круга.

Рассмотрим задачу определения положения точки пересечения луча, проведенного под заданным углом φ из начала координат, с  контуром эллипса. Обозначим эту точку [image: image809.wmf]000

txiy
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 (рис.5.4), и, принимая во внимание выражение (126), запишем на[image: image810.wmf]0
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Далее учтем, что[image: image814.wmf]0
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. Тогда, на основании (161) запишем
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Откуда будем иметь
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И, следовательно, на основании представлении (160) положение точки[image: image817.wmf]000

txiy
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 определено.

Таким образом, подстановка значений [image: image818.wmf]i

z

в формулу (159) позволяет определить соответствующие комплексные величины, которые, в свою очередь, будучи подставленными в формулы для напряжений, приведут к решению поставленной задачи.  Следует отметить, что применение формул (146), (148) целесообразно только при рассмотрении точек, расположенных на контуре  эллипса, поскольку направления найденных напряжений будут известны. Так, напряжения[image: image819.wmf],

rrq
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 будут направлены соответственно по нормали и по касательной к контуру, а напряжения [image: image820.wmf]q
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будут действовать на нормальных к контуру площадках. Формулы (144), (138) можно также применять при оценке прочности пород, когда достаточно определить лишь соответствующие величины компонент тензора напряжений в рассматриваемой точке массива, при этом направления (изменяющиеся в зависимости от положения точки) этих составляющих напряжений не представляет практического интереса. 

В связи с этим, при анализе напряженного состояния пород в окрестности выработки следует перейти к координатным напряжениям [image: image821.wmf],,
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, используя общие формулы, аналогичные (135). Таким образом, зная полные напряжения[image: image822.wmf],,
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, запишем
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где [image: image825.wmf]2

2

1

i

i

e

e

-a

a

=

, причем для определения величины [image: image826.wmf]2
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 следует использовать формулу (146).

Используя формулу Моавра введем представление
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В результате получим
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В связи с тем, что выражения для напряжений (144), (151), (164), (1656) являются весьма громоздкими, решение поставленной задачи представим в виде алгоритма расчета, который несложно реализовать с применением вычислительной техники.

Проиллюстрируем решение задачи, рассмотрев в качестве примера результаты определения напряжений в массиве  пород  вокруг эллиптической выработки с отношением полуосей  [image: image834.wmf]2
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. Коэффициент бокового давления в ненарушенном массиве принимался [image: image835.wmf]1
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.  Рассматривались точки, расположенные на лучах при[image: image836.wmf]0
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. 

Расчетные значения безразмерных напряжений (в долях γН) в криволинейной и декартовой системах координат представлены таблице 5.2.
Распределение нормальных и касательных напряжений, вычисленных в декартовой системе координат [image: image839.wmf]H
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, действующие в массиве пород вдоль рассмотренных лучей при[image: image842.wmf]0
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, [image: image843.wmf]о
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,[image: image844.wmf]о
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, представлены на рис. 14 пунктирными, сплошными и штрихпунктирными линиями соответственно.
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Рис.14. Распределение нормальных напряжений [image: image846.wmf]s
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x

, [image: image847.wmf]s
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y

и касательных напряжений [image: image848.wmf]t

%

xy

в массиве пород в окрестности эллиптической выработки

На основе анализа распределения расчетных напряжений (см. рис 14) можно сделать следующие выводы:

- на горизонтальном луче (при [image: image849.wmf]0
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) напряжения [image: image850.wmf]s
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 сначала увеличиваются от нуля до своего максимального значения (при [image: image851.wmf]2,4
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), а затем по мере удаления от выработки снижаются; напряжения [image: image852.wmf]s
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 принимают максимальные значения на контуре эллиптической выработки и далее уменьшаются, при этом касательные напряжения отсутствуют (в силу геометрической и силовой симметрии задачи относительно оси х);

- на наклонном луче (при[image: image853.wmf]45
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) напряжений[image: image854.wmf]s
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монотонно возрастают с удалением от контура выработки; напряжения [image: image855.wmf]s
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возрастают и, достигнув максимального значения в точке с координатами[image: image856.wmf]2,69
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, начинают снижаться, при этом касательные напряжения [image: image857.wmf]t
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 соизмеримы с напряжениями [image: image858.wmf]s
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.
- на вертикальном луче (при[image: image859.wmf]90

°
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) наблюдается увеличение напряжений как [image: image860.wmf]s
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, так и [image: image861.wmf]s
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 с удалением от контура выработки вглубь массива; касательные напряжения (в силу симметрии)отсутствуют.

Следует отметить, что с удалением от контура выработки ее влияние напряженное состояние массива снижается. При этом на расстоянии порядка трех средних радиусов поперечного сечения выработки напряжения стремятся к начальным напряжениям в ненарушенном массиве.
Далее рассмотрим характер распределения напряжений [image: image862.wmf]s
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 в массиве пород вдоль прямых, параллельных действительной оси x, проведенных на расстояниях [image: image865.wmf]м
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Значения расчетных напряжений [image: image867.wmf]r
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 приведены в табл. 5.3. Графическое представление распределений напряжений в массиве пород вдоль горизонтальных прямых  при[image: image877.wmf]м
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Как видно из рис. 15, на горизонтальной прямой, проведенной на уровне свода рассмотренной эллиптической выработки, вертикальные напряжения [image: image882.wmf]y
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(сжимающие) с ростом координаты x сначала увеличиваются от нуля до максимальных значений при x= [image: image883.wmf]1,2
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 также на первом этапе увеличиваются, а затем уменьшаются до минимальных значений в точках с координатами [image: image887.wmf]м
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, после чего снова увеличиваются, стремясь к величине  [image: image888.wmf]x
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 , оставаясь при этом сжимающими, Касательные напряжений [image: image889.wmf]t
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 с ростом координаты x изменяют знак и, достигнув максимального значения, стремятся к величине [image: image890.wmf]0
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На основе анализа распределения напряжений вдоль прямой, проведенной на расстоянии [image: image891.wmf]2
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, можно сделать аналогичные выводы. Так, с удалением от вертикальной оси симметрии выработки (при увеличении координаты x) сжимающие напряжения [image: image892.wmf]s
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Рис. 15. Распределение напряжений [image: image907.wmf]s
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 в  массиве пород

вдоль горизонтальных прямых при [image: image910.wmf]1
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8. Определение напряженного состояния пород вокруг эллиптической выработки, нагруженной внутренним локальным давлением

Рассмотрим случай, когда равномерному давлению P подвержена часть  контура  [image: image912.wmf]2

1

Mt

t

 эллиптической выработки, а напряжения на бесконечности равны нулю. Расчетная схема приведена на рис.  16.
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Рис. 16. Расчетная схема

Воспользуемся отображающей функцией (5.2)и запишем граничное условие, которое имеет вид, аналогичный (5.7):
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Здесь функция f введена для учета действующей на контуре нагрузки.
Принимая во внимание соотношения (5.2), (5.8), представим
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С учетом (166) граничное условие (6.1) запишем в виде:
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или, переходя к сопряженным значениям,
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Таким образом, учитывая, что
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 выражение (168) представим в виде:
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

f

m

m

=

s

y

+

s

j

¢

-

s

s

+

s

+

s

j

~

~

1

~

2

2


(170)

В рассмотренном случае, принимая во внимание представление
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на дуге [image: image921.wmf]1

g

, соответствующей части контура [image: image922.wmf]2
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Дуга [image: image924.wmf]2
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, соответствующая оставшейся части контура [image: image925.wmf]1
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и, поскольку, в точке [image: image928.wmf]2
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Таким образом, запишем
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Если описать весь контур (против хода часовой стрелки) и вернуться к точке [image: image932.wmf]1
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, выражение [image: image933.wmf]f

 получит приращение, равное
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На основании представления [image: image935.wmf](
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Комплексные потенциалы в рассмотренной задаче имеют вид, аналогичный (56) – (57):
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а также  в результате использования представления
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выражения для комплексных потенциалов принимают вид
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С учетом (6.15) условие (6.6) может быть представлено в виде:
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где

[image: image946.wmf](
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Принимая во внимание очевидное равенство [image: image947.wmf]s
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, а также выражение (177), перепишем (180) в форме:
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Умножим, далее, правую и левую части выражения (180) на ядро Коши [image: image949.wmf]z
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Далее обратимся к слагаемому [image: image954.wmf](
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Таким образом, как несложно показать, функция [image: image959.wmf](
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 раскладывается в ряд по положительным степеням переменной (, и, следовательно, она регулярна внутри (. Из этого следует
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Аналогичные рассуждения приводят к выражению [image: image961.wmf]0
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Обратимся теперь к интегралу [image: image962.wmf]z
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. На основании (6.18) запишем:
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Первые два определенных интеграла  правой части приведенного выше выражения следует взять в обычном смысле. Здесь [image: image964.wmf]1
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 и [image: image965.wmf]2
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Таким образом, имеем
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Далее вычислим определенный интеграл вида [image: image970.wmf](
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Воспользуемся разложением

[image: image971.wmf])

(

)

(

)

(

1

a

x

x

Bx

a

x

A

a

x

B

x

A

a

x

x

-

+

-

=

-

+

=

-

 ,
(189)

где величины [image: image972.wmf]B
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откуда
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В результате получим
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Возвращаясь к нашему случаю, представим
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Таким образом, первый интеграл правой части (186) вычисляется следующим образом
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Следующий интеграл в (186) вычисляется аналогично:
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Выражение [image: image994.wmf](
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Наконец, вычислим интеграл [image: image997.wmf](
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Таким образом, имеем  
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Очевидно, подынтегральная функция [image: image1018.wmf]s
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Таким образом,  запишем
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и, следовательно, 
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В результате, отбрасывая константы, из (180) получим
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Окончательно запишем
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Далее обратимся к выражению (180), которое после очевидных преобразований принимает вид
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Как и раньше, умножим правую и левую части выражения (206) на ядро Коши [image: image1052.wmf]z
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Далее запишем
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Наконец, рассмотрим интеграл
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Опуская выкладки, аналогичные описанным выше, запишем

[image: image1063.wmf]z

-

s

s

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

+

s

p

ò

s

s

d

m

i

PR

2

1

1

2

=[image: image1064.wmf]i

PR

p

2

[image: image1065.wmf](

)

(

)

î

í

ì

þ

ý

ü

z

-

s

z

-

s

÷

ø

ö

ç

è

æ

z

+

z

+

s

s

z

-

1

2

1

2

ln

1

ln

1

m

,

[image: image1066.wmf]z

-

s

s

p

ò

s

s

d

i

t

P

1

2

2

2

=[image: image1067.wmf]i

t

P

p

2

2

[image: image1068.wmf])

(

)

(

ln

2

1

z

-

s

z

-

s

,
(211)

[image: image1069.wmf]z

-

s

s

-

s

+

s

p

ò

g

d

m

m

i

2

2

1

2

1

=[image: image1070.wmf]m

m

m

m

m

m

m

m

m

-

z

+

=

-

z

+

z

-

+

z

-

=

+

-

z

+

z

-

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

.

Таким образом, получим
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В результате будем иметь
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Далее воспользуемся выражением  (204), на основании которого запишем
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Учтем очевидные соотношения
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и рассмотрим слагаемое в правой части (214)
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аналогично запишем
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Откуда, после очевидных преобразований будем иметь
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Далее, воспользовавшись (215), представим
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Таким образом,  выражение (218) преобразуется к виду
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Рассмотрим далее произведение [image: image1116.wmf](

)

z

j

¢

-

z

z

+

z

-

m

m

2

2

1


[image: image1117.wmf](

)

z

j

¢

-

z

z

+

z

-

m

m

2

2

1

=[image: image1118.wmf]i

PR

p

2

[image: image1119.wmf](

)

-

î

í

ì

z

-

s

z

z

+

-

s

s

z

-

z

z

+

-

2

2

1

2

2

2

ln

1

ln

1

m

m

m

m


[image: image1120.wmf](

)

þ

ý

ü

s

-

s

-

z

z

+

+

z

-

s

z

z

+

+

)

(

1

ln

1

2

1

2

2

1

2

m

m

m


(221)

и выражение(213) перепишем в виде
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Преобразуем полученное выражение. Запишем
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Таким образом, потенциалы 
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определены.

Принимая во внимание представления (205) и (223) окончательно запишем
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Чтобы воспользоваться формулами для напряжений, для удобства введем обозначения
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где на основании (224) запишем
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В свою очередь, на основании (225) представим
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С учетом (227)-(230) формулы (133) для напряжений запишем в виде
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Рассмотрим производные функций [image: image1165.wmf](
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Аналогичным образом получим
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Принимая во внимание (215), преобразуем входящее в (6.69) произведение
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и, совершенно аналогично, выполним преобразование
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Таким образом, принимая во внимание выражение (215), представим (233) в виде

[image: image1179.wmf](

)

=

z

j

¢

2

[image: image1180.wmf]i

PR

p

2

[image: image1181.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

ï

î

ï

í

ì

þ

ý

ü

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

s

-

s

z

+

z

-

s

-

z

-

s

z

w

¢

2

1

1

2

1

1

ln

ln

m

R


(235)

В свою очередь, на основании (232), (236) запишем
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и аналогичным образом получим
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Далее обратимся к выражению (230), на основании которого можно записать
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Таким образом, окончательно будем иметь
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Наконец, запишем
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Подставим далее выражения (232), (236) - (241) в формулы (231). Очевидно, вычисление напряжений [image: image1203.wmf])
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Далее проанализируем произведение[image: image1209.wmf])
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Теперь обратимся к произведению [image: image1215.wmf])
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Наконец, на основании (6.77) представим
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Таким образом, на основании общего выражения (5.10) запишем
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Здесь под выражением [image: image1231.wmf](
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Рис. 17. Схема к определению [image: image1237.wmf])
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Таким образом, запишем
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Несложно заметить, что после приведенных рассуждений формула для определения напряжений принимает вид
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Таким образом, трудности вычисления напряжений [image: image1250.wmf])
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которые с учетом представления
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принимают вид
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Таким образом, запишем на контуре 
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и в результате очевидных преобразований придем к формуле

[image: image1268.wmf]=

s

r

)

2

(

[image: image1269.wmf](

)

**

12

P

-q-q

p

[image: image1270.wmf]Re

)

(

2

2

z

w

¢

p

+

PR

[image: image1271.wmf](

)

-

î

í

ì

s

s

w

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

s

s

s

-

s

m

i

2

2

1

1

2

[image: image1272.wmf](

)

[

-

s

w

m


[image: image1273.wmf]s

s

w

¢

s

w

¢

¢

s

w

-

m

)

(

)

(

)

(

[image: image1274.wmf](

)

þ

ý

ü

ú

û

ù

s

w

¢

s

-

.    (252)
В результате, задача сводится к определению угла  [image: image1275.wmf](
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Рис. 18. Схема к определению угла [image: image1283.wmf]*
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Очевидно, сказанное выше можно повторить при рассмотрении окрестности второй граничной точки [image: image1284.wmf]2
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Из полученного выражения следует, что напряжения [image: image1300.wmf](2)
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в точках [image: image1301.wmf]j
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(j=1, 2) также претерпевают разрыв, равный по величине [image: image1302.wmf]P
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Касательные напряжения находятся по формуле
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и разрывов в точках начала  и конца действующей нагрузки не имеют.

9. Определение напряженного состояния весомого массива пород вокруг круговой выработки, поверхность которой имеет периодические неровности

Проходка горизонтальных горных выработок и вертикальных стволов в прочных скальных породах, как правило, осуществляется с применением буровзрывных работ. При этом поверхности создаваемых породных обнажений имеют неровности (рис. 19), которые являются концентраторами дополнительных напряжений и, в ряде случаев, могут стать причиной потери устойчивости выработок.
[image: image1309.jpg]



Рис. 19. Вид горной выработки, пройденной буровзрывным способом

С целью оценки влияния неровностей поверхности выработки на напряженное состояние окружающего массива рассматривается плоская задача теории упругости о напряжённом состоянии бесконечной весомой среды, ослабленной круговым отверстием (радиуса R), имеющим неровности, аппроксимируемые гипотрохоидальной кривой1).  Параметры неровностей – их количество n и амплитуда δ (отклонение от проектного «гладкого» контура) задаются на основе обработки натурных данных. 

Для определения напряжений в массиве пород вокруг выработки, расположенной на достаточно большой глубине, рассматривается плоская задача теории упругости для бесконечной однородной весомой среды, ослабленной круговым отверстием заданного радиуса. Расчетная схема представлена на рис. 20.
[image: image1310.jpg]



Рис. 20. Расчётная схема круговой выработки с неровностями контура
Здесь весомая среда S, моделирующая массив пород, с деформационные свойства которой характеризуются коэффициентом Пуассона ν, ослаблена круговым отверстием радиуса R, расположенным на глубине H. 

Дальнейшая постановка задачи, а также формулировка граничных условий полностью соответствует описанию, приведенному в разделе 2. При этом в данной задаче удобно действительную ось 0х направить вверх. 

Представим полные напряжения [image: image1311.wmf]x
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 в среде S,  в виде сумм начальных  [image: image1314.wmf](0)
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(снимаемых) напряжений, обусловленных наличием выработки (рис. 20).
Действие собственного веса пород моделируется наличием в бесконечной среде, моделирующей массив пород поля начальных напряжений, в общем случае являющегося неравнокомпонентным:
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где H – глубина заложения выработки, λ – коэффициент бокового давления в ненарушенном массиве пород.

Таким образом, полные напряжения вокруг выработки представляются в виде сумм:
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где σx, σy - дополнительные напряжения, обусловленные образованием выработки, контур которой имеет неровности.
С целью математического моделирования формирования напряжённого состояния массива пород вокруг выработки рассматривается соответствующая плоская задача теории упругости, граничные условия которой отражают отсутствие полных нормальных ([image: image1322.wmf]n
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) и касательных ([image: image1323.wmf]n
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) напряжений на контуре отверстия с неровностями в бесконечной среде и записываются в виде:
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Применим метод Колосова - Мусхелишвили и введём комплексные потенциалы [image: image1325.wmf](
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, регулярные в области S вне отверстия, обращающиеся в ноль на бесконечности и связанные с дополнительными напряжениями и смещениями известными формулами Колосова – Мусхелишвили 
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Напомним, что комплексная переменная z связана с декартовыми и полярными координатами следующими соотношениями:
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Таким образом, поставленная задача теории упругости сводится к краевой задаче теории аналитических функций комплексного переменного при следующих граничных условиях:
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где t – аффикс (комплексная координата) точки контура отверстия; F(t) –  функция, определяемая через начальные напряжения:
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   (на контуре L).
(262)

Принимая во внимание принятое направление осей в введенной системе координат определим выражение (262) для функции F(t). Запишем
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Тогда, учитывая, что 
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Проинтегрируем полученное выражение (7.8), как это сделано в разделе 2:
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Таким образом, граничное условие принимает вид:
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Далее введем в рассмотрение рациональную функцию  z = ω(ζ) , с помощью которой произведем конформное отображение внешности круга единичного радиуса в плоскости переменной ( на внешность заданного контура кругового отверстия c неровностями в плоскости z.
Поскольку неровности контура круговой выработки аппроксимируются гипотрохоидальной кривой, параметры которой – число неровностей n амплитуду (отклонение от проектного «гладкого» контура) δ, (см. рис. 21), отображающая функция принимает вид
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Здесь первое слагаемое в правой части функции (265) позволяет осуществить переход единичной окружности в окружность радиуса R, а второе слагаемое введено с целью учёта наличия n​ неровностей контура с амплитудой (. Следует отметить, что на значения n, ( накладывается ограничение (n-1)δ<R, которое, впрочем, применительно к реальным выработкам, как правило, выполняется.
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Рис. 21. Фрагмент гипотрохоидальной кривой

Далее по формулам (5.6) преобразуем комплексные потенциалы φ(z) и ψ(z) к новой независимой переменной ζ, благодаря чему задача для внешности контура, имеющего n неровностей с амплитудой δ сводится к задаче для бесконечной среды с круговым отверстием единичного радиуса. 
Таким образом,  воспользовавшись представлением
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и, принимая во внимание, что на контуре L отверстия имеет место соотношение [image: image1340.wmf]()
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- точка единичной окружности), преобразуем граничные условия (258) применительно к отображенной области. В результате приходим к краевой задаче теории аналитических функций комплексного переменного, в которой на контуре единичной окружности Г выполняется условие:
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Таким образом, задача сводится к отысканию двух комплексных потенциалов φ(() и ψ((), связанных с напряжениями и смещениями формулами Колосова-Мусхелишвили, из граничного условия (267).

Для удобства дальнейшего решения преобразуем отображающую функцию (265) к виду
[image: image1343.wmf]-(-1)
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где [image: image1344.wmf]  /

R

d=d
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Далее воспользуемся очевидными соотношениями:
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и произведём над условием (267) операцию комплексного сопряжения. В результате будем иметь:
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Поскольку комплексные потенциалы φ(() и ψ(() регулярны во всей области S, включая бесконечно удалённую точку; следовательно, они могут быть представлены в форме комплексных рядов вида:
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Домножим левую и правую части граничного условия (270) на [image: image1349.wmf]'()

ws

, и представим комплексные потенциалы в виде рядов:
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Рассмотрим первое слагаемое левой части уравнения (272).  Выполнив операцию сопряжения для [image: image1351.wmf]()

jz

 на основании выражения (271) на контуре отверстия запишем:
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С учётом полученных выражений (269) и (263) представим: 
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Нетрудно заметить, что показатели степени переменной σ второго слагаемого правой части полученного равенства могут быть как отрицательными, так и положительными. Так, если переменная k при суммировании изменяется в диапазоне значений [image: image1354.wmf]1,2...1
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С целью выделения отрицательных и положительных показателей степеней переменной σ, ряд, входящий в правую часть выражения (274), запишем в виде:
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Далее введём новую переменную s ([image: image1359.wmf]1,2,...,
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) и произведём замену старой переменной k на новую s. Так, вводя обозначения 
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запишем
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Таким образом, возвращаясь к использованной ранее переменной суммирования k, выражение (7.19) представим в виде
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Далее, принимая во внимание, что на основании (271) можно записать
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рассмотрим второе слагаемое уравнения (272). 
С учётом выражений (270) и (278) будем иметь на контуре Г: 
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Выполним с полученным выражением преобразования, аналогичные описанным выше. После выделения отрицательных и положительных показателей степеней переменной σ, ряд, входящий в правую часть выражения (7.24), можно записать в виде:
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Аналогичным образом преобразуем третье слагаемое уравнения (272). С учётом выражений (269) и (271) запишем
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В результате очевидных преобразований, связанных с заменой переменной суммирования получим
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Далее рассмотрим слагаемые правой части уравнения (272). С учётом выражений (7.14) будем иметь:
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Аналогично запишем
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       (284)

Таким образом, граничное условие краевой задачи теории функций комплексного переменного (272) можно представить следующим образом:
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Поделим обе части уравнения (285) на R, перенесём в правую часть все слагаемые с рядами, а в левой части оставим только три слагаемых с искомыми комплексными потенциалами: 
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Заметим, что любой ряд вида [image: image1373.wmf]k
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 можно представить в виде:
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Аналогичным образом можно представить
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Тогда, с учётом (7.32), (7.33) выражение (7.31) можно записать в виде, аналогичном (2.25):

[image: image1376.wmf]10

11111

()()

22

(1)

kk

kk

kk

RH

nDD

¥¥

-

-

==

ì+-

æöæö

¢

++=-+

í

ç÷ç÷

èøèø

î

ü

éù

+-+

ý

êú

ëû

þ

åå

%

ll

jjsysgs

sss

dss




       (289)

где
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Заметим, что вводя представление
[image: image1378.wmf]10
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запись уравнения (7.34) упрощается
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Отметим, что при отсутствии неровностей (это достигается, если положить [image: image1380.wmf]%

d

=0) граничное условие (7.37) становится таким же, как в задаче для бесконечной весомой среды, ослабленной круговым отверстием, рассмотренной в разделе 2. Этим мы воспользуемся в дальнейшем. 

Сопрягая выражение (7.37), получим:
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Как отмечалось ранее, данная задача сводится к отысканию двух комплексных потенциалов φ(σ), ψ(σ), связанных с напряжениями формулами (7.4).

Умножим, как и ранее, обе части уравнения (293) на ядро Коши [image: image1382.wmf]1
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 и проинтегрируем почленно по контуру единичной окружности Г (обход контура ведётся против часовой стрелки) с использованием формул (283), (284). Отметим, что функция φ(σ) является граничным значением функции φ(ζ) на контуре круга, причём функция φ(ζ)  регулярна вне Г, а [image: image1383.wmf](
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  регулярна внутри круга Г. Очевидно, что [image: image1384.wmf]_______
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 представляет собой граничное значение на Г функции [image: image1385.wmf]_______
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yz

, регулярной внутри Г.

Ниже приведены результаты позленного интегрирования условия  (293) в предположении, что рассматриваемая точка ζ  находится вне Г. 
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Подставляя значения интегралов в  (7.38) и изменяя знаки в левой и правой частях полученного равенства, приходим к формуле для вычисления комплексного потенциала φ(ζ):
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Далее принимая во внимание представление (7.16), запишем полученную формулу в виде
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После приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях переменной ( в правой и левой частях полученного равенства, придем к выражению
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Введем для удобства обозначение
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с учетом  которого представим формулу (7.42) в виде
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Таким образом, возвращаясь к представлениям (7.16), запишем
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Далее, с целью определения комплексного потенциала ψ(ζ) домножим обе части условия (292) на ядро Коши и произведем почленное интегрирование полученного выражения. 

Результаты почленного интегрирования в предположении, что рассматриваемая точка ζ находится вне Г, приводятся ниже
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В результате получим формулу для вычисления ψ(ζ):
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Принимая во внимание (278), и введенное представление (300) запишем
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и формулу (7.47) представим в виде
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Далее, вводя аналогичное (298) обозначение

[image: image1407.wmf](2)

(2)

g

=

%

k

k

c

c

HR

,
(305)
выражение (7.49) можно записать в долях величины ([image: image1408.wmf]HR

g

)
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После приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях переменной ( будем иметь
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Таким образом, если считать, что коэффициенты Dk ([image: image1411.wmf]1,2,3,...,

=±±±±¥

k

) известны, комплексные потенциалы  φ(ζ) и ψ(ζ) определены. 

Особенностью полученного решения является то, что коэффициенты Dk зависят от коэффициентов разложений функций φ(ζ) и ψ(ζ). С целью определения искомых комплексных потенциалов воспользуемся методом последовательных приближений, в каждой итерации которого будем вычислять коэффициенты[image: image1412.wmf]()
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 В первом приближении положим

Dk=0 ([image: image1413.wmf]1,2,3,...,
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и по формулам (7.44), (7.52) вычислим коэффициенты [image: image1414.wmf]()

j

k

c

%

 [image: image1415.wmf](1,2;

j

=

 [image: image1416.wmf]1,2,...,)

k

=¥

. 

Найденные коэффициенты [image: image1417.wmf]()
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 позволяют с использованием выражений (290) определить  Dk ([image: image1420.wmf]1,2,3,...,
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) в следующем приближении.
Вычисления продолжаются до тех пор, пока разница между соответствующими значениями коэффициентов [image: image1421.wmf]()
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в двух смежных итерациях не будет превышать заданную малую величину – погрешность, например, (=10-7.
Далее, с помощью формул Колосова-Мусхелишвили можно перейти к вычислению дополнительных напряжений в массиве в окрестности выработки, а затем к определению полных напряжений и к оценке устойчивости породного обнажения в целом. 
Переходя к полярной системе координат в отображенной области переменного ( будем иметь:
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Откуда получим:
[image: image1424.wmf](
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Компоненты полных напряжений [image: image1429.wmf]r
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 в произвольной точке ( массива определяются как сумма дополнительных напряжений [image: image1432.wmf]r
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 и начальных напряжений [image: image1435.wmf](
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Найденные полные напряжения в произвольной точке ( массива в окрестности выработки позволяют перейти к оценке устойчивости породного обнажения на основе построения границ так называемых условных зон неупругих деформаций (зон разрушения), под которыми понимаются области в массиве пород вокруг выработки, в которых нарушается условие прочности Кулона - Мора. 
Следует отметить, что поставленная задача существенно упрощается, если целью расчета является определение напряжений только на контуре выработки. В этом случае, принимая во внимание необходимость выполнения граничного условия (3.5), полные напряжения можно определять по упрощенной формуле:
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10. Определение напряженного состояния весомого массива пород   вокруг незакрепленной  выработки некругового поперечного сечения

С целью исследования напряженного состояния горного массива в окрестности выработки произвольного поперечного сечения (с одной осью симметрии) обратимся к решению плоской задачи теории упругости для весомой плоскости, ослабленной некруговым отверстием заданной формы. Расчетная схема представлена на рис. 22.
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Рис. 22. Расчетная схема

Поскольку полное описание постановки рассматриваемой задачи и граничные условия приведены в предыдущих разделах 2-3, 5, 7, далее перейдем непосредственно к ее решению в предположении глубокого заложения выработки. Как было показано, решения таких задач строятся на основе применения аппарата конформных отображений. При этом отображающие функции имели простой вид двучленов и их задание в каждом конкретном случае рассмотрения той или иной формы контуров не вызвало затруднений.

Если выработки имеют более сложные сечения, например, сводчатые, с обратным сводом или прямолинейной подошвой, построение аналитических функций, осуществляющих заданное конформное отображение внешности единичной окружности на внешность замкнутой кривой заданной формы, является самостоятельной задачей, которая решается на первом этапе расчета.

При существующих формах поперечных сечений подземных сооружений различного назначения отображающая функция, обеспечивающая достаточную для практических расчетов точность, может быть представлена в виде ряда
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где число n определяет точность отображения.

Так, квадратный контур, полученный при отображении с помощью функции (8.1) при n=19, имеющей вид 
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показан на рис. 8.2, а. 

Фрагменты контуров, полученные при удержании в ряде (312) двух, трех и четырех коэффициентов, обозначены на рис. 23, б цифрами 1, 2, 3.
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Рис. 23.  Форма контура, полученного в результате отображения

с применением функции (312)

Рассмотрим задачу построения конформного отображения внешности единичной окружности на внешность заданного контура поперечного сечения выработки на конкретном примере. Пусть контур L выработки не имеет осей симметрии при этом его форма и размеры, показаны на рис. 24. 
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Рис. 24.  Форма и размеры заданного контура 

Как указывалось выше, для достижения поставленной цели необходимо найти коэффициенты [image: image1444.wmf](0,...,1)
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 функции (311), обеспечивающей переход точек единичной окружности  в соответствующие точки, лежащие на заданном контуре (или достаточно близко к нему). Сложность решения этой задачи обусловлена тем, что сами положения точек контура, в которые должны перейти при отображении рассматриваемые (узловые) точки единичной окружности, являются неизвестными и должны быть также определены в процессе расчета. 

В связи с этим для нахождения коэффициентов ak формируется итерационный процесс, в первом приближении которого принимается, что точкам, равномерно распределенным по контуру единичной окружности, соответствуют некоторые точки рассматриваемого контура, которые распределяются также равномерно.

Исходя из этого, на начальном этапе равномерно нанесем на контур Г единичной окружности, расположенной в области переменных (, узловые точки  Аj [image: image1445.wmf](0,...,1)
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, разделив его на n+2 равных дуг. Поскольку эти точки располагаются на окружности единичного радиуса, они будут иметь аффиксы [image: image1446.wmf]2
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. Далее, внутри заданного контура L, который мы поместим в область переменных z, примерно в его центре, выберем начало координат O* и проведем из него n + 2 луча. На рис. 25 показан пример подобного разбиения при n = 4.
Аффиксы точек  Вj [image: image1447.wmf](0,...,5)
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, равномерной распределенных по контуру L, в которые на первом этапе расчета должны перейти узловые точки Aj [image: image1448.wmf](0,...,5)
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, обозначим [image: image1449.wmf](0,...,5)
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. В результате на основании представления (311) приходим к системе уравнений относительно искомых коэффициентов [image: image1450.wmf](0,...,5)
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(313) 
Выделив действительные и мнимые части всех комплексных величин, систему (313) можно представить в следующем виде [image: image1452.wmf](0,...,5)
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:
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Таким образом, используя представления для комплексных величин
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придем к системе, составлений из 6 линейных алгебраических уравнений [image: image1456.wmf](0,...,5)
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Рис. 25.  Выбор точек на единичной окружности (а) и контуре L (б) 

на первом этапе расчета

В рассматриваемом примере система решается при данных, приведенных в таблице 4.

Таблица 4
Координаты точек единичной окружности Г и контура L
	Номера точек j
	Единичная окружность
	Заданный контур

	
	[image: image1459.wmf]2

cos

2

j

n

p

+


	[image: image1460.wmf]2

sin

2

j

n

p

+


	xj, м
	yj, м

	0
	1,0
	0
	1,5
	0

	1
	0,5
	0,866
	1,01
	1,75

	2
	0,5
	0,866
	-0,99
	1,74

	3
	-1,0
	0
	-1,5
	0

	4
	0,5
	0,866
	-1,01
	-1,75

	5
	0,5
	0,866
	1,07
	-1,75


Разрешив полученную систему (314), приходим к искомым значениям действительных и мнимых частей коэффициентов [image: image1461.wmf]***
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 отображающей функции (311) в первом приближении (см.табл.5).


Таблица 5
Коэффициенты отображающей функции в 1-м приближении
	Номера

j 
	Коэффициенты

отображающей функции

	
	[image: image1462.wmf]*

j

a


	[image: image1463.wmf]**

j

a



	0
	1,84892
	0,00661

	1
	0,01333
	-0,00167

	2
	-0,16892
	-0,00494

	3
	-0,00811
	-0,01071

	4
	-0,18000
	-0,0017

	5
	-0,00522
	0,01238


В связи с тем, что в первом приближении принято равномерное разбиение контуров, форма контура на первом этапе отображения будет отличаться от заданного (рис. 26).

[image: image1464.png]



Рис. 26.  Контур, полученный в первом приближении

Теперь повернем каждый из лучей, фиксирующих соответствующую узловую точку на угол [image: image1465.wmf]2

n

p

+

, как показано на рис. 8.5 а. В результате получим узловые точки [image: image1466.wmf]/

j
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 (j = 0, …, n+1). С использованием найденных в первом приближении коэффициентов функции (311) получим, что рассматриваемые точки [image: image1467.wmf]/

j
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 единичной окружности в результате отображения перейдут в некоторые точки [image: image1468.wmf]/

j

B

, которые не попадают на заданный контур L (рис. 27 б).
С целью построения второго приближения осуществим снос полученных точек на контур L. Для этого из каждой точки [image: image1469.wmf]/

j

B

 (j = 0, …, n+1) восстановим перпендикуляр на заданный контур, и определим положения соответствующих точек [image: image1470.wmf]j

C

(j = 0, …, n+1).
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Рис. 27. Снос точек, с целью построения второго приближения 
при конформном отображении:  а – расположение новых узловых точек;

 б – отображенная область

В результате составляется новая система линейных алгебраических уравнений, аналогичная системе (31.4). Коэффициенты и свободные члены этой системы, а также найденные в результате решения корни приведены в табл. 6. Контур выработки, построенный по результатам второго приближения, показан на рис. 28.
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Рис. 28.  Контур, построенный по результатам второго приближения

Таблица 6
Исходные данные и результаты решения системы уравнений 
на втором этапе построения конформного отображения
	Номера 

точек j
	Единичная окружность
	Заданный контур
	Решение

	
	[image: image1473.wmf](
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	[image: image1474.wmf](
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	xj, м
	yj, м
	[image: image1475.wmf]*

j
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	[image: image1476.wmf]**
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	0
	0,866
	0,500
	1,507
	0,642
	1,8367
	-0,0667

	1
	0,00
	1,00
	0,557
	1,750
	0,0092
	-0,0380

	2
	-0,866
	0,500
	-1,078
	1,477
	-0,1577
	0,00674

	3
	-0,866
	-0,500
	-1,670
	-0,597
	-0,0728
	-0,04348

	4
	0,00
	-1,000
	-0,5573
	-1,750
	-0,1504
	0,07712

	5
	0,866
	-0,500
	1,296
	-1,750
	-0,0565
	0,02571


Теперь вернем лучи в первоначальное положение. Используя уточненные коэффициенты, приведенные в табл. 6, и принимая в качестве узловых точки [image: image1477.wmf]011
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, определим положения соответствующих точек [image: image1478.wmf]//////
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 второго приближения. Если какие-то из этих точек снова не попадут на заданный контур L, осуществим их последующий снос, как описано выше, и сформируем правые части уравнений системы (313) в следующем приближении. Таким образом, итерационный процесс уточнения искомых коэффициентов отображающей функции продолжается до тех пор, пока в двух последующих приближениях вид отображаемого контура практически не изменяется. 

Нетрудно заметить, что несмотря на простоту описанного метода построения конформного отображения, он имеет недостаток, связанный с ограничением, накладываемым на число рассматриваемых узловых точек. Так, чтобы определить 6 коэффициентов отображающей функции (313) из системы линейных алгебраических уравнений (314), число узловых точек также не может превышать 6. Этого числа хватает при рассмотрении относительно простых форм контуров, в том числе - имеющих оси симметрии. В последнем случае, совместив действительную ось х с осью симметрии, можно рассматривать, только часть контура, ограниченный этой осью (при этом в силу симметрии все коэффициенты отображающей функции будут вещественными). 

Если же контур имеет достаточно сложную форму, форма отображенного контура после завершения итерационного процесса может существенно отличается от заданной. Так, в рассмотренном примере были получено, что единичная окружность переходит в контур, показанный на рис. 29. 

[image: image1479.png]



Рис. 29.  Результат конформного отображения (сплошная линия) 
и заданный контур (пунктирная линия)

Из рис. 29 видно, что точность произведенного отображения  невысока, в частности, не удалось отобразить острый угол контура. Причина этого заключается в небольшом числе точек, которые используются для построения отображающей функции. Однако увеличение числа узловых точек  без соответствующего увеличения числа определяемых коэффициентов отображающей функции в рамках рассмотренного метода не представляется возможным. Полученные коэффициенты отображающей функции, приведены в табл. 7. 

Таблица7
Вычисленные коэффициенты отображающей функции 
	Номера

j 


	Коэффициенты

отображающей функции

	
	[image: image1480.wmf]*

j

a


	[image: image1481.wmf]**

j
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	0
	1,84892
	0,00661

	1
	0,01333
	-0,00167

	2
	-0,16892
	-0,00494

	3
	-0,00811
	-0,01071

	4
	-0,18000
	-0,0017

	5
	-0,00522
	0,01238


Так, если в рассмотренном примере число узловых точек на окружности увеличить до [image: image1482.wmf]2

mn

>+

, то система (314), составленная при изменении j=0, 1,…m станет несовместной, поскольку количество уравнений будет превышать количество искомых неизвестных (такие системы называют переопределенными). В этом случае определить искомые коэффициенты функции (313) можно приближенно. В терминах линейной алгебры, решение полученной системы (которого в общепринятом смысле не существует) заменяется ее псевдорешением.

Очевидно, что составление переопределенных систем при большом числе точек m весьма трудоемко, и не может быть проделано вручную, как вычисления в предыдущем примере. Поэтому метод определения коэффициентов отображающих функций, который будет описан ниже, должен быть реализован в виде компьютерной программы.

После разбиения окружности в области переменного ( большим числом точек [image: image1483.wmf]011
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, и определения координат соответствующих точек [image: image1484.wmf]011
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 в области z, составляется переопределенная система уравнений вида (314) при [image: image1485.wmf]0,1,...,1
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Получив общее решение системы, точки  [image: image1486.wmf]011
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 можно отобразить без поворота лучей на область z. Далее осуществляется снос получившихся точек [image: image1487.wmf]011
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 на заданный контур, и производится определение координат снесенных точек [image: image1488.wmf]///

011
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, которые используются для составления переопределенной системы уравнений вида (8.4) в следующем приближении. Итерационный процесс, построенный аналогично рассмотренному ранее, продолжается до тех пор, пока отличие между коэффициентами, полученными в двух соседних приближениях, не станет меньше заранее заданной величины (.

Контур, полученный в результате применения описанного метода к задаче поиска коэффициентов функции, отображающей внешность единичного круга на внешность трапеции, показан на рис. 30. 
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Рис. 30.  Контур, полученный с использованием решения 
переопределенной системы уравнений
Полученные коэффициенты отображающей функции даны в таблице 8.


Таблица 8

Вычисленные коэффициенты отображающей функции 
	Номера

j 


	Коэффициенты

отображающей функции

	
	[image: image1490.wmf]*

j

a


	[image: image1491.wmf]**

j

a



	0
	1,866
	-0,1262

	1
	0,0010
	-0,1084

	2
	-0,126
	-0,0580

	3
	-0,0190
	-0, 1481

	4
	-0,2353
	-0,0460

	5
	0,0023
	-0,0360


Из сравнения очертания контуров, представленных на рис. 29 и 30, видно, что использование переопределенных систем уравнений при нахождении неизвестных коэффициентов отображающей функции позволяет обеспечить лучшее соответствии получаемого контура заданному при том же числе членов, удерживаемых в рядах разложения.

Отметим, что поскольку горные выработки, как правило, имеют поперечные сечения, симметричные относительно вертикальной оси, при решении задач механики горных пород действительную ось 0х проводят вертикально.
После введения комплексных потенциалов [image: image1492.wmf](
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, [image: image1493.wmf](
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 и перехода по формулам (4.6) к новой независимой переменной [image: image1494.wmf]z

, придем к граничному условию для дополнительных напряжений в отображенной области
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На основании (311) запишем
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Искомые комплексные потенциалы [image: image1498.wmf](), ()

jzyz

, регулярные в бесконечной области S и обращающиеся в нуль на бесконечности, отыскиваются в виде рядов 
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Принимая во внимание выражение (8.6) для отображающей функции [image: image1501.wmf]()
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, входящее в (315) виде:
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где коэффициенты в правой части hk полученного равенства подлежат определению.

С этой целью выражение (8.8) запишем в виде
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Далее выделим в правой и левой частях полученного равенства  (319)  члены, содержащие только отрицательные и только положительные степени переменной (. С этой целью, вводя оператор 
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запишем 
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Заменяя в сумме левой части равенства (321) [image: image1510.wmf]n
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Применение оператора (320) позволяет перейти в выражении (322) к рассмотрению бесконечных сумм
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Приравнивая в левой и правой частях (323) коэффициенты при одинаковых степенях (, получим:

- при одинаковых положительных степенях
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- при  одинаковых отрицательных степенях
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Из (324) имеем рекуррентные формулы для определения коэффициентов [image: image1518.wmf]k

h

(k ( 0)

[image: image1519.wmf]1

,1

1

00

(1)

nk

k

knkk

аa

hh

аa

-

+n

n-++n

n=

=-d-n

å

    (k = n,...,0;).
(326)

Тогда из равенства (325) с учетом (326), а также оператора
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получим рекуррентные формулы для определения остальных коэффициентов [image: image1521.wmf]k
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Объединив выражения (326),(328), запишем
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                                          (k=n, n(1,...,0,(1, (2,...,( () .

 Рассмотрим далее произведение  [image: image1524.wmf]1
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имеем 
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где 
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Затем обратимся к условию (315). На первом этапе запишем вытекающее из (317) выражение
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Далее воспользуемся оператором (320), с помощью которого представим вытекающие из (316) формулы в виде
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В результате подстановки в условие (315) выражений (317), (318), (333), (334) запишем
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После приравнивания коэффициентов при одинаковых положительных степенях переменного  в левой и правой частях полученного равенства запишем при k = 1,…, ∞
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С учетом (320) и (332), полученное выражение можно записать в виде
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Таким образом, полученное выражение (337) позволяет определить искомые коэффициенты  [image: image1543.wmf](1)
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при изменении (k = 1,…, ∞), составив и решив систему линейных алгебраических уравнений.

Так, первое уравнение системы получим, положив в (337)  k = 1. Будем иметь
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Аналогично, положив в (337) k = 2 будем иметь уравнение (заметим, что при этом должно выполняться условие n > 2)
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Таким же образом можно поступать, изменяя k=3,…, n  (где n – определяет число удерживаемых коэффициентов в отображающей функции (316)). Дальнейшее увеличение k=  n+1, n+2,…,∞ , как несложно заметить, переводит уравнение (337) в тождество
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С учетом этого обстоятельства решение уравнений (337) можно записать в виде (k=n, n-1, n-2,…,1)
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Так, при удержании в отображающей функции (8.6) n=4 коэффициентов, на основании формулы (340) запишем
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Далее, положив k=4 в формуле (8.31) придем к выражению
[image: image1555.wmf](1)

4

b

[image: image1556.wmf](

)

5

1

2

H

a

g

=-l

 .
(343)

Аналогично, при k=3 будем иметь
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Наконец, рассмотрим уравнения, вытекающие из (337) при k=2 и  k=1.

Так,  при k=2 будем иметь
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В свою очередь, при k=1 запишем
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Далее введем представления для комплексных коэффициентов
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на основе которых  запишем
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Используя представления (347), (348) из уравнений (345) и (346) составим систему
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В результате выделения действительных и мнимых частей в каждом уравнении этой системы (349) будем иметь систему четырех уравнений, которые решаются совместно относительно четырех неизвестных [image: image1573.wmf](1)(1)
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(350)

Далее обратимся к уравнению (335), в котором приравняем коэффициенты при одинаковых отрицательных степенях переменного  в левой и правой частях.  Получим
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Откуда, принимая во внимание, что коэффициенты [image: image1581.wmf](1)
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 уже определены из условий (342) – (344) и из решения системы (8.40), запишем
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Таким образом, задача определения комплексных потенциалов решена поскольку мы определили все искомые коэффициенты их разложений в ряды.

Нетрудно заметить, что в случае, когда сечение выработки (в задаче теории упругости - отверстие) имеет ось симметрии, которая совпадает с действительной осью 0x (при этом коэффициенты отображающей функции [image: image1585.wmf](
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, существенно упрощается, поскольку при совместном решении уравнений (8.33) – (8.34), (8.40)  мы можем и должны положить мнимые части коэффициентов отображающей функции (8.6) равными нулю, то есть [image: image1587.wmf](2)
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 действительными величинами, применяя формулу (8.19) мы можем определить коэффициенты [image: image1590.wmf](
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. Таким образом, в результате указанной подстановки разрешающая система уравнений (350) принимает вид
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Очевидно, система (351) распадается на две независимые системы, каждая из  которых состоит из двух уравнений. При этом система
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является однородной и корни этой системы будут 
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Вторая система
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имеет простое решение. При  этом корни удобно отыскивать в долях величины [image: image1597.wmf]2
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В результате получим
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Далее запишем формулы для  вычисления остальных искомых коэффициентов (также в долях  [image: image1599.wmf]2
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Таким образом, поставленная задача определения коэффициентов разложения в ряды искомых комплексных потенциалов решена. При этом, как было отмечено, количество ненулевых коэффициентов [image: image1605.wmf](
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 разложения потенциала [image: image1606.wmf](
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 ограничено числом n  - количеством членов в отображающей функции (311). В то же время, потенциал [image: image1607.wmf](
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, определяемый  в виде бесконечного ряда (8.7), имеет коэффициенты разложения [image: image1608.wmf](
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, вычисляемые по формуле (351). Таким образом, для того, чтобы  перейти к практическому определению напряженного состояния рассматриваемой области (массива) с  отверстием, моделирующим выработку, необходимо ограничить бесконечный ряд (317) некоторым большим числом N членов. На первом этапе это число задается произвольным образом, например N=30. Далее, решив задачу с удержанием в бесконечных рядах  (317), (318), (320)  заданного числа N членов, определяются нормальные и касательные напряжения на контуре отверстия (выработки), и осуществляется проверка граничных условий (58). Если точность удовлетворения граничных условий недостаточна, число N увеличивается, и расчет повторяется.

11. Напряженное состояние массива пород в окрестности выработки некругоого поперечного сечения
С целью определения напряжений воспользуемся формулами  Колосова-Мусхелишвили, связывающими искомые напряжения с найденными комплексными потенциалами в области переменной (. 
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Напомним, что здесь [image: image1614.wmf]i
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 - аффикс (комплексная координата) рассматриваемой точки в отображенной плоскости. При этом, если точка располагается на контуре выработки, следует положить ρ=1.

Ниже приводится полный алгоритм определения напряжений на контуре выработки и в точках окружающего массива.

В качестве примера рассмотрим результаты определения напряжений в окрестности сводчатой выработки, пройденной в породах с коэффициентом бокового давления в ненарушенном массиве [image: image1615.wmf]0,33

l=

. Форма поперечного сечения и размеры выработки представлены на рис. 31) . Рассматривались точки, расположенные на контуре выработки и на лучах при [image: image1616.wmf]0
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Рис. 31. Расчетная схема к определению напряжений 

в окрестности сводчатой выработки

Геометрия поперечного сечения выработки задается длинами 13- ти лучей, проведенных из центра (совмещенным с началом координатных осей x, y), до пересечения с вычерченного в определенном масштабе контуром (см. рис. 32). 
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Рис. 32. Схема для определения длин лучей, отсчитываемых

от оси симметрии контура сводчатой выработки

От первого луча, совпадающего с вертикальной осью симметрии и направленного верх, проводят 13 лучей под углом 15 град. друг к другу из точки центра до пересечения с контуром выработки. Затем измеряют длины лучей и с учетом масштаба построения переводят их в метры. Длины лучей для контура рассматриваемой выработки приведены в табл. 9.

Таблица 9
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	4.60
	4.40
	3.90
	3.40
	3.10
	2.90
	2.80
	2.95
	3.30
	3.90
	3.20
	2.80
	2.70


Длины лучей

Коэффициенты [image: image1624.wmf]j

a

 функции, отображающей внешность единичного круга на внешность рассматриваемого контура, получены на первом этапе решения задачи и записаны в табл. 10. 

Таблица 10 
Коэффициенты отображающей функции

	Номера

j
	[image: image1625.wmf]j

a



	0
	3,4625    

	1
	0,4935

	2
	0,4372

	3
	0,3580

	4
	-0,2373

	5
	0,0985

	6
	-0,0124


Распределение напряжений (в долях [image: image1626.wmf]H

g

) в массиве пород вокруг сводчатой выработки показаны на рис. 33.
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Рис. 33. Распределение напряжений в массиве пород вокруг сводчатой 
выработки: а – нормальные тангенциальные напряжения 
[image: image1629.wmf]H

q

sg

 на контуре 
выработки и в массиве; б – радиальные 
[image: image1630.wmf]r
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  и касательные напряжения 
[image: image1631.wmf]rq
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Как видно из рис. 33 a, максимальные сжимающие нормальные тангенциальные напряжения на контуре сводчатой выработки, возникают в угловых точках, а максимальные растягивающие - в центре лотка. 

В породах, окружающих рассматриваемую выработку, сжимающие нормальные тангенциальные напряжения [image: image1632.wmf]H

g

s

q

 изменяются по мере удаления вглубь массива по-разному в зависимости от положения рассматриваемого луча. Так, при [image: image1633.wmf]30
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, [image: image1635.wmf]90
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, максимальные значения напряжений возникают на контуре выработки, и при удалении в массив уменьшаются. В тоже время, на лучах [image: image1636.wmf]0
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 и [image: image1637.wmf]150
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 напряжения [image: image1638.wmf]H
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 возрастают до точек, расположенных на расстоянии 0,6 м и 0,8 м от контура выработки соответственно, и затем также снижаются. В точках массива, расположенных на вертикальном луче [image: image1639.wmf]180
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, напряжения  [image: image1640.wmf]H
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 изменяют знак, достигая максимального значения на расстоянии 3,4 м от контура выработки, и далее уменьшаются.

Из эпюр распределения нормальных напряжений [image: image1641.wmf]H
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 в окрестности выработки, представленных в правой части рис. 33, б, следует, что принимая нулевые значения на контуре, указанные напряжения монотонно увеличивается с удалением вглубь массива. Касательные напряжения [image: image1642.wmf]H
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 , представлены слева на том же рис. 33, б.  На лучах, совпадающих с осью симметрии выработки эти напряжения отсутствуют ([image: image1643.wmf]H
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=0). В точках, лежащих на горизонтальных лучах (при [image: image1644.wmf]90,270
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) напряжения [image: image1645.wmf]H

g

t

rq

 также являются малыми величинами.  

В окрестности сводовой части выработки (на лучах [image: image1646.wmf]30,
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 [image: image1647.wmf]60
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) касательные напряжения [image: image1648.wmf]H
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, равномерно возрастают по мере удаления от рассматриваемого контура вглубь массива; в окрестности угловой точки контура (при [image: image1649.wmf]150
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) – распределение указанных напряжений носит экстремальный характер.
12. Мониторинг подземных объектов
Общей тенденцией развития горной промышленности во всём мире является увеличение объёмов добычи полезных ископаемых, вовлечение в эксплуатацию всё более бедных руд, проведение горных работ во всё более тяжёлых горно-геологических условиях. Это приводит к всё более возрастающим воздействиям на окружающую среду, что проявляется в резком ухудшении экологического состояния окружающей среды со всеми отсюда вытекающими последствиями для живой и неживой природы, а также для человека. Подобное состояние характерно для всех регионов мира, при этом в отдельных случаях, уже достаточно многочисленных, ситуация становится катастрофической или весьма близкой к ней. В создавшейся ситуации выходом является разработка специального комплексного подхода к оценке уровня воздействий на окружающую среду, непрерывный контроль её состояния с выдачей своевременных прогнозов и разработкой необходимых профилактических мер по предотвращению различного рода катастрофических явлений.

Применительно к вопросам механики горных пород подобный подход реализуется путём организации комплексного мониторинга деформационных процессов, происходящих в массиве горных пород.

Современная концепция мониторинга каких-либо процессов или явлений, в том числе и деформационных процессов в массиве горных пород, включает в себя следующие обязательные компоненты:

- первоочередную разработку математических или иных моделей контролируемых процессов;

- выбор и расчет приоритетных контролируемых параметров;

- измерение этих параметров в натурных условиях;

- сопоставление расчетных и измеренных величин с целью внесения необходимой коррекции принятых моделей;

- оценку современного состояния контролируемого объекта путём сопоставления измеренных и прогнозно-критических значений наблюдаемых параметров;

- разработку технических мер по обеспечению эффективности и безопасности горных работ;

- контроль реализации разработанных технических мер и их корректировка.

Как видим, здесь натурные измерения являются одной из необходимых, может быть даже основных, но отнюдь не исчерпывающих частей мониторинга массива горных пород. Между тем необходимо отметить, что до сих пор весьма распространены попытки свести мониторинг только к непрерывным натурным наблюдениям, чем существенно сужается общий подход к решению этой проблемы и наносится определённый ущерб в виде напрасно затраченных средств, времени и труда без надлежащего успеха.

Надо сказать, что первые попытки решения проблем организации мониторинга состояния внешней среды относятся к весьма недавнему времени и пока нельзя привести ни одного примера её окончательного решения. В основном предложены лишь общие подходы и в большинстве случаев работы по организации мониторинга находятся в самой начальной стадии. Эта ситуация в полной мере относится и к вопросам мониторинга деформационных процессов в массивах пород, т.е. к вопросам организации геомеханического мониторинга.

Внимание к вопросам резкого повышения уровня безопасности ядерной энергетики существенно повысился после Чернобыльской катастрофы 1986 г. Тогда же произошёл возврат к идее использования подземного пространства для размещения сначала атомных станций, а несколько позже и хранилищ радиоактивных отходов. К этому времени был достигнут существенный прогресс в строительстве подземных сооружений вообще, появились и стали широко использоваться новые технологии строительства, высокопроизводительное оборудование, всё это позволило резко повысить эффективность строительства подземных сооружений и улучшить их конкурентноспособность по сравнению с обычными сооружениями на поверхности. В свою очередь, это позволило по новому подойти к общей проблеме использования подземного пространства, особенно актуальной для стран и регионов, испытывающих дефицит территории и проблемы с экологией.

Вообще подземные сооружения для размещения ядерных объектов представляют собой отдельный специфический класс подземных сооружений, отличающийся комплексным воздействием на окружающую среду, в том числе и на массив вмещающих пород. К их числу относятся:

 - механическое, обусловленное процессами деформирования и разрушения пород вокруг сооружений;

 - тепловое, вследствие большого тепловыделения, в частности, при размещении высокоактивных радиоактивных отходов;

 - радиационное, от поступления в окружающую среду радионуклидов при эксплуатации объектов.

В таких условиях наиболее прогрессивным подходом обеспечения надёжной эксплуатации подземных ядерных объектов является получение необходимой информации о состоянии окружающей среды и сопоставление её с заранее рассчитанными параметрами, обеспечивающими необходимый уровень безопасности. Другими словами, необходима организация комплексного геоэкологического мониторинга сложной геотехнологической системы «подземное сооружение - массив вмещающих пород».

Применительно к подземным атомным станциям общий объект мониторинга может быть подразделен на следующие группы:

1) внутренняя атмосфера в подземных помещениях станции;

2) внутренние конструкции, крепи, обделки горных выработок;

3) приконтурная область массива пород вокруг основных сооружений;

4) весь структурный блок (или несколько блоков), в которых размещается подземный комплекс;

5) вся толща массива пород, включая подземные воды и газы, а также дневную поверхность;

6) приземный слой атмосферы.

В каждой из перечисленных групп выявляются возможности использования систем, разработанных и используемых в настоящее время на обычных атомных станциях или в горнорудной практике и подземном строительстве. В то же время весьма существенно сказывается специфика рассматриваемых объектов и отсюда возникает необходимость адаптации имеющихся разработок к этим специфическим условиям или же создание принципиально новых систем.

Так, в первой группе (внутренняя атмосфера в подземных помещениях атомной станции) специфическим по отношению к обычным горным выработкам является радиационный контроль подземной атмосферы. Поэтому здесь можно говорить лишь о некотором дополнении существующих систем контроля вентиляционных параметров, которые широко используются на горных предприятиях.

Для второй и третьей групп (внутренние конструкции и приконтурная область массива) в существенной степени (с небольшими дополнениями в отношении радиационных воздействий) применимы методы и системы, контролирующие состояние горных выработок и сооружений и применяемые в горнорудной промышленности и подземном строительстве.

Для четвертой группы (весь структурный блок) специфичными будут оценки пространственной устойчивости, неизменности положения и целостности структурного блока (или блоков), в котором располагается комплекс подземных сооружений атомных станций или хранилищ.

Пятая группа (вся толща массива) характеризуется необходимостью применения методов контроля состояния массива пород, достаточно широко применяемых при разработке месторождений полезных ископаемых и строительстве подземных сооружений. Однако и здесь потребуются специальные усилия для совершенствования известных методов и комплексирования разнородных методик наблюдений с целью получения необходимой и целенаправленной информации о возможном проникновении и перемещении основных вредностей, в частности, радионуклидов, в толще массива пород.

Для шестой группы (приземного слоя атмосферы), очевидно, перенос опыта организации обычных метеорологических наблюдений возможен в полной мере.

Таким образом, в общей проблеме организации комплексного геоэкологического мониторинга контроль геомеханических процессов, или геомеханический мониторинг занимает весьма существенное место и характерен для подавляющего большинства выделенных звеньев общего объекта мониторинга.

Поскольку основной задачей любой системы мониторинга окружающей среды является получение объективной информации о состоянии контролируемых объектов, весьма существенным является вопрос о своевременности ее получения. С этой точки зрения основным принципом мониторинга должно явиться проведение постоянных наблюдений в течение всей "жизни" объекта, начиная с момента проведения изысканий и выбора площадки строительства и кончая демонтажом оборудования отработанного сооружения или его консервацией. При этом, очевидно, на различных этапах строительства объектов задачи и содержание работ по организации и проведению мониторинга будут различными.

В частности, для подземных атомных станций и хранилищ радиоактивных отходов в соответствии со стадиями и этапами их строительства и эксплуатации выделяются следующие основные этапы мониторинга, каждый из которых имеет свои особенности:

1) мониторинг на стадии инженерных изысканий;

2) мониторинг при строительстве подземных сооружений подземных атомных станций или хранилищ;

3) мониторинг при эксплуатации подземных атомных станций или хранилищ;

4) мониторинг на стадии демонтажа оборудования или консервации объекта.

Основной задачей мониторинга на этапе инженерных изысканий является получение фоновых параметров геофизической среды для рассматриваемого региона, пункта, площадки строительства объекта, т.е. характеристик, присущих окружающей среде, и, в первую очередь, массиву вмещающих пород в его естественном состоянии, еще до возмущения процессами строительства и эксплуатации подземных сооружений атомных станций или хранилищ.

Полученные фоновые значения будут являться впоследствии базовыми для оценки степени воздействия процессов строительства и эксплуатации контролируемых объектов на окружающую среду, а также степени опасности возникающей ситуации. С этой целью должен быть выполнен анализ и обобщение результатов инженерных изысканий по изучению фондовых и архивных материалов, по определению свойств пород и грунтов, структурных особенностей и естественного напряженного состояния массива, а также организованы специальные долговременные наблюдения за проявлениями сверхмедленных тектонических процессов с закладкой и оборудованием соответствующих полигонов и пунктов наблюдений. Одновременно с этим должны быть оценены и исследованы вопросы влияния специфических воздействий сооружений объектов ядерных технологий - теплового и радиационного, на основные параметры окружающей геофизической среды.

На основании полученных результатов начинают формироваться специализированные базы данных, пополняемые в дальнейшем по мере проведения последующих этапов мониторинга.

На этапе строительства подземных сооружений атомных станций или хранилищ радиоактивных отходов основными задачами мониторинга являются оценка степени воздействия процессов строительства на окружающую среду с целью обеспечения безопасности горных работ, оптимизации параметров подземных выработок и методов их проведения.

На данной стадии работы по организации мониторинга должны включать:

1) физическое и математическое моделирование подземных сооружений;

2) натурные измерения напряжений или деформаций в ненарушенном массиве, а также в наиболее ответственных конструктивных элементах подземных сооружений;

3) измерение параметров и контроль состояния зоны неупругих деформаций вокруг основных горных выработок;

4) проведение специальных горных выработок и камер с бурением наблюдательных скважин и закладкой сети датчиков для контроля состояния приконтурных областей массива вокруг основных сооружений подземных атомных станций и хранилищ отходов, а также закладка полигонов для контроля неотектонических процессов, состояния всего структурного блока, в котором размещается подземный комплекс контролируемого объекта, и дневной поверхности.

Фактически на этой стадии должно быть завершено формирование всех основных систем мониторинга с прокладкой коммуникационных линий связи, оборудованием центра сбора и обработки информации, установкой и сдачей в эксплуатацию вычислительной техники.

Мониторинг на этапе эксплуатации подземных атомных станций или хранилищ отходов должен обеспечить контроль за состоянием системы "сооружение - среда" и отслеживание процессов, происходящих в ней. При этом он должен включать:

1) контроль состояния обделок (крепей) и приконтурной области массива (в пределах одного - двух пролетов выработок) для всех основных подземных сооружений объекта;

2) контроль состояния всей толщи пород и дневной поверхности в пределах всего структурного блока (или блоков), в котором размещается весь подземный комплекс объекта.

На этапе консервации основными задачами мониторинга являются контроль направления и скорости возвращения параметров внешней среды после прекращения эксплуатации сооружений к её первоначальному состоянию.

Контроль состояния системы "сооружение-среда" должен осуществляться при трех основных возможных видах воздействий на массив, характерных для рассматриваемых объектов - механическом, тепловом и радиационном. При этом механические воздействия по отношению к контролируемым областям могут быть внешними (от внешних источников типа землетрясений, приливных волн, падения летательных аппаратов или взрывов на поверхности и т.п.) или внутренними (от установленного оборудования или динамических нагрузок при аварийных ситуациях).

Также необходимо различать три режима эксплуатации подземных атомных станций или хранилищ радиоактивных отходов:

а) режим нормальной эксплуатации;

б) режим аварийных ситуаций, включая максимально возможную аварию;

в) режим консервации или вывода из эксплуатации объектов.

При нормальной эксплуатации рассматриваемых сооружений все системы мониторинга должны работать в основном режиме, определяемом главной (штатной) программой, где отражены периодичность опроса датчиков и проведения натурных измерений и наблюдений, порядок обработки первичной информации и ее свертывания, периодичность передачи свернутой информации в вышестоящие инстанции.

При аварийных ситуациях системы мониторинга работают по специальным программам в зависимости от класса аварий, с задействованием резервных систем измерений и выдачей оперативных данных, например, о радиационной обстановке.

При консервации сооружений системы мониторинга также должны работать по измененным (по отношению к штатной) программам, учитывающим специфику выполняемых работ и их влияние на окружающую среду.

Таким образом мониторинг окружающей среды, в частности, геомеханический мониторинг применительно к подземным сооружениям с ядерными технологиями, представляет собой комплекс работ и методов контроля состояния массива пород и включает определения всех главных характеристик массива - свойств, структурных особенностей и напряжённого состояния. Исходя из этого все методы определения этих характеристик, которые рассматривались выше, принципиально применимы и для целей мониторинга на этапах проведения инженерных изысканий и строительства сооружений.

Однако на этапе эксплуатации сооружений к методам мониторинга и применяемой аппаратуре должны предъявляться некоторые специфические требования.

Прежде всего эти требования определяются главными целями мониторинга - получать объективную, представительную и непрерывную информацию о состоянии контролируемого объекта.

Здесь объективность информации определяется обоснованным выбором измеряемых параметров, изменение которых однозначно характеризует состояние объекта.

Представительность информации определяется числом наблюдаемых пунктов (датчиков), т.е. степенью охвата наблюдениями контролируемого объекта. Непосредственно с представительностью информации связаны требования обеспечения однородности информации, т.е. измерения одних и тех же параметров, относящихся к одним и тем же точкам или пунктам объекта.

Непрерывность информации означает принципиальную возможность получения информации в любой момент времени, при этом дискретность наблюдений назначается, исходя из степени монотонности и скорости наблюдаемого процесса, а также точности применяемой аппаратуры.

Эти общие требования обычно дополняются некоторыми специфическими требованиями, которые определяются особенностями контролируемых процессов и объектов.

В частности, для рассматриваемого примера, учитывая радиационную опасность, необходимо применять системы наблюдений, обеспечивающие возможность дистанционного измерения тех или иных параметров. Непосредственно это требование относится к звеньям мониторинга второй и третьей групп. Подобные же условия часто возникают и в обычной горной практике при необходимости проведения измерений в недоступных или опасных местах.

В наибольшей степени указанным требованиям отвечают автоматизированные системы контроля состояния массива.

К настоящему моменту имеется достаточно большое количество разработанных систем контроля состояния массива горных пород применительно к различным горно-геологическим и техническим условиям эксплуатации горнорудных предприятий и подземных сооружений. При этом, не смотря на всё многообразие технического исполнения и применяемой аппаратуры, общая структура всех систем практически одинакова и состоит из группы первичных датчиков, блока регистрирующей аппаратуры, блока обработки и анализа полученных данных, линий связи и питания. Основным назначением разработанных и установленных систем являлось получение конкретной исходной информации для последующих расчётов и оценки степени устойчивости горных выработок и безопасного проведения основных технологических работ.
В соответствии с этим назначением определялся набор методов, положенных в основу созданных систем контроля, которые подразделяются на две большие группы:

- группа прямых деформационных методов, когда измеряемыми параметрами являются деформации пород (иногда элементов крепи) и их производные - перемещения, наклоны, кривизны, конвергенция, нагрузки или напряжения;

- группа косвенных измерений геофизическими методами, главным образом, сейсмическим, сесмоакустическим; реже - электрометрическим, ультразвуковым, радиометрическим, гравиметрическим.

Также все разработанные и применяющиеся системы подразделяются с точки зрения скорости контролируемых процессов:

- контроля медленно протекающих процессов - статических и квазистатических;

- контроля динамических процессов.

Наконец, системы резко различаются по способу передачи информации от первичных датчиков к регистрирующей и обрабатывающей аппаратуре:

- системы, использующие проводную связь (их большинство);

- системы, использующие радиосвязь;

- системы, в которых применяются оба вида связи, в частности, от датчиков к регистрирующей аппаратуре - радиосвязь, далее к вычислительному центру - проводная; или наоборот, сначала проводная, а затем радиосвязь.

Эффективность данной информационно-вычислительной системы наглядно может быть проиллюстрирована примером наблюдений за состоянием вертикального ствола (ГОК "Печенганикель") при сдвижении пород в пределах охранного целика из-за отработки междукамерных целиков.

Анализ результатов непрерывных измерений сдвижений пород на расстоянии 20-40 м от контура ствола по специальным реперным станциям, оборудованным на различных горизонтах, позволил обнаружить зоны интенсивного трещинообразования и своевременно приостановить эксплуатацию ствола. В дальнейшем в связи с затуханием этого процесса было решено возобновить эксплуатацию грузового отделения ствола при систематическом оперативном контроле состояния охранного целика.

В США на рудниках "Star" и "Lucky Friday" с 1973 г. применяется сейсмоакустическая система, контролирующая степень напряженности массива кварцитов по сигналам геофонов, установленных в горных выработках.

На этом же принципе организована служба прогнозирования опасных ситуаций, связанных с возможностью реализации газодинамических явлений в угле или обрушением вмещающих пород на шахтах Донбасса. К 1978 г. система охватывала 40 шахт, осуществляя контроль состояния в 180 очистных выработках.

Широкое использование измерительно-вычислительных комплексов при сейсмоакустическом контроле напряженности угольного массива осуществлется в Польской Народной Республике на шахтах Нижнесилезского бассейна. Были разработаны основные положения централизованной системы сбора и преобразования информации, которая на первом этапе объединяла семь шахтных центров по борьбе с горными ударами и Главный институт горного дела в г. Катовице. В шахтных центрах, на конечных станциях системы вводилась микросейсмическая и сейсмоакустическая информация, а также основные горно-геологические данные. В центральном органе информации все данные подвергались обработке и на этом основании выполнялся прогноз ударной ситуации, т. е. определялось время возможного удара, его эпицентр и энергия.

При этом функционирование комплекса технических средств заключается в приеме сейсмических колебаний, преобразовании их в электрические сигналы достаточного уровня и мощности и передачи их в вычислительный центр. Аппаратура приема и аналоговой обработки сигналов обеспечивает частотную фильтрацию принимаемой информации, восстановление сейсмического фона по каждому каналу регистрации и выделение полезных сигналов, в результате чего осуществляется формирование запросов на ввод в ЭВМ. Информация вводится через модули аналого-цифрового преобразования и коммутации и после обработки накапливается в буфере исходных данных на магнитном диске. Одновременно осуществляется управление каналами аппаратурного выделения полезных сигналов, накапливаемая информация анализируется, результаты обработки образуют базу данных на магнитной ленте и выводятся в виде протокола наблюдений на устройстве широкой печати. Кроме того, на планшетный построитель выводится карта сейсмоактивности зоны наблюдения с отметками зафиксированных сейсмособытий.

Комплекс технических средств размешается в сейсмопунктах, охватывающих контролируемую зону, и в вычислительном центре. Сейсмопункты оборудованы в технологических нишах и камерах откаточных горизонтов. Выбор расположения сейсмопунктов на контролируемой зоне осуществлен из условий заданной точности регистрации источников сейсмовозмущений, в данном случае в точках, удаленных друг от друга не более чем на 500 м.

Вычислительный центр располагается на расстоянии 2,5 км от наиболее удаленного сейсмопункта и связан с пунктами кабельными линиями, по которым осуществляются передача информации, а также электропитание оборудования сейсмопунктов и дистанционный контроль оборудования.

На каждом сейсмопункте установлен трехкомпонентный комплект серийных маятниковых сейсмоприемников СМ-ЗКВ с встроенными усилителями, питание которых осуществляется по кабельной линии напряжением 24 В постоянного тока. На рис 9.2 показан общий вид регистрирующей аппаратуры и схема гор +252 м Кировского рудника (ОАО "Апатит") с эпицентрами динамических проявлений горного давления, полученная на графопостроителе в автоматическом режиме работы системы.

Наряду с указанными системами получили распространение также системы долговременных наблюдений за состоянием и, в частности, за устойчивостью горных пород в обнажениях путем высокоточных деформационных и наклономерных измерений с помощью кварцевых экстензометров, наклономеров различных конструкций. 
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1Гипотрохоида – плоская кривая, образуемая фиксированной точкой, расположенной на радиальной прямой к окружности, катящейся по внутренней стороне другой окружности
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