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ПРЕДИСЛОВИЕ

Цель практических занятий - научить студентов использовать изученный самостоятельно теоретический  материал курса «Основные задачи математической теории упругости» при решении прикладных задач, связанных с проектированием и расчетом подземных сооружений различного назначения, творчески применять полученные знания, заложить основы самоорганизации и самовоспитания с тем, чтобы привить умение в дальнейшем непрерывно повышать свою квалификацию.

Методические указания по решению задач теории упругости предназначены для оказания помощи студентам при подготовке к практическим занятиям.

С этой целью в методические указания включены основные теоретические положения и расчетные формулы, а также примеры решения задач с использованием методов математической теории упругости. 

Тема 1. Метод решения задач теории упругости

Уравнения теории упругости содержат 15 неизвестных функций:

-
шесть составляющих напряжений;

-
шесть составляющих деформаций;

-
три составляющие перемещений.

Мы имеем 15 дифференциальных уравнений:

-
три дифференциальных уравнения равновесия;

-
шесть формул Коши;

-
шесть формул закона Гука.

Неизвестные константы определяются из условий на поверхности.

Решения указанных задач можно вести тремя способами:

1)
решение в перемещениях – за основные неизвестные приняты три составляющие перемещений;

2)
решение в напряжениях – за основные неизвестные приняты 6 составляющих напряжений;

3)
решения в смешанной форме.

Задача теории упругости имеет единственное решение.

Предположим обратное: под действием заданных нагрузок в теле могут возникнуть две различные системы напряжений. В таком случае, эти напряжения должны удовлетворять уравнениям равновесия, условиям на поверхности. Вычитая из одних условий другие, получим новую систему напряжений, представляющую собой отличие системы (1) от системы (2). Полученные уравнения имеют только одно решение – напряжения равны нулю; следовательно, системы напряжений (1) и (2) совпадают, т.е. решение задачи теории упругости единственно.

Задачи теории упругости можно решать тремя разными методами:

1.
Прямой метод – непосредственное интегрирование уравнений теории упругости совместно с заданными условиями на поверхности.

2.
Обратный метод – задаются функции напряжений или перемещений, удовлетворяющие дифференциальным уравнениям, и смотрят, каким внешним нагрузкам они соответствуют.

3.
Полуобратный метод Сен-Венана. Делаются допущения о виде функций напряжений или перемещений, при этом дифференциальные уравнения значительно упрощаются.

Тема 2. Комплексное представление смещений и напряжений

Для определения напряженно-деформированного состояния линейно-деформируемой среды удобно использовать комплексные потенциалы Колосова-Мусхелишвили 
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, регулярные в рассматриваемой области и обращающиеся в нуль на бесконечности.

Комплексные потенциалы Колосова-Мусхелишвили связаны с напряжениями и деформациями линейно-деформируемой среды с помощью следующих соотношений:
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где 
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 – соответственно нормальные тангенциальные (окружные), нормальные (радиальные) и касательные напряжения в криволинейной (полярной) системах координат; 
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 – горизонтальные и вертикальные смещения точки области, 
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– коэффициент Ламэ (Е – модуль упругости; ( – коэффициент Пуассона); 
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 – коэффициент вида напряженного состояния.

Комплексные потенциалы Колосова-Мусхелишвили удовлетворяют бигармоническому уравнению
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и уравнениям сплошности, таким образом, при отыскании напряжений и смещений упругого тела с помощью комплексных потенциалов отпадает необходимость проверять выполнение условий
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Тема 3. Использование конформного отображения для решения плоских задач теории упругости. Построение рациональных функций, осуществляющих конформное отображение заданных областей.

Конформным отображением называется взаимное однозначное отображение области D на некоторую область D0, дифференциал которого в окрестности любой точки рассматриваемой области есть композиция ортогонального преобразования и гомотетии.

Конформное отображение сохраняет форму бесконечно малых фигур и углы между кривыми в точках их пересечения.

С помощью конформного отображения можно определять напряженно-деформированное состояние областей сложной формы. Для конформного отображения может использоваться функция вида 
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устанавливающая соотношение между точками областей переменных ( и z.

Коэффициенты отображающей функции 
[image: image12.wmf],(0,...,1)
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 могут быть определены одним из известных методов.

С использованием конформных отображений можно решить, например, задачу об определении напряженного состояния кольца, подкрепляющего отверстие в линейно-деформируемой плоскости (рис. 2).
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Рисунок 1 – Схема задачи теории упругости о кольце произвольной формы, подкрепляющем отверстие в линейно-деформируемой плоскости

Граничные условия задачи, схема которой представлена на рис. 1 идентичны условиям (5) – (6) и (7) – (9), однако для ее решения следует записать указанные условия для преобразуемой области (, отображаемой на рассматриваемую область z.

Условия (7) – (9) в преобразуемой области приобретут следующий вид:

 - на линии контакта 
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– на контуре 
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Здесь использовано соотношение
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Тема 4. Решение задачи о круговом кольце, подкрепляющем отверстие в упругой плоскости
Напряженное состояние полуплоскости, ослабленной некруговым отверстием
Граничные условия для задачи теории упругости, схема которой представлена на рис. 2, имеют вид:

– на контуре 
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Рисунок 2 – Схема задачи теории упругости о напряженном состоянии плоскости, ослабленном круговым отверстием

Эти же условия с использованием комплексных потенциалов Колосова-Мусхелишвили можно записать в виде:
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где t – комплексная координата точки соответствующего контура;
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интегральное выражение компонент усилий, приложенных к контуру 
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Следует отметить, что на контуре 
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Комплексные потенциалы, регулярные в среде S0, отыскиваются в виде главных частей рядов Лорана


[image: image30.wmf](1)(0)(2)(0)

00

11

();()

kk

kk

kk

tcttct

¥¥

--

==

j=y=

åå







     (12)

 с неизвестными коэффициентами.

Подставляя выражения (12) в граничные условия (10), выполняя несложные преобразования, приравнивая коэффициенты при одинаковых положительных степенях комплексного переменного, после разделения действительных и мнимых частей решение рассматриваемой задачи можно свести к решению системы линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов разложения в ряды искомых комплексных потенциалов.

Напряжения и смещения в рассматриваемых областях определяются из формул (1).

 Решение задачи для плоскости с круговым отверстием при действии объемных сил

При действии объемных сил комплексные потенциалы, характеризующие напряженное состояние рассматриваемых областей, включают в себя логарифмические слагаемые:
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где 
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 – главный вектор усилий, приложенных к контуру L:
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Очевидно, что 
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Решение задачи в этом случае можно получить, используя методику, изложенную в п. 4.

Следует отметить, что при действии объемных сил к рассматриваемой области прикладывается несамоуравновешенная нагрузка и определение перемещений точек рассматриваемой среды не представляется возможным, т.к. логарифмы в выражениях (22), (23) определяются с точностью до константы.

 Решение задачи о круговом кольце, подкрепляющем отверстие в упругой плоскости 

Граничные условия для задачи теории упругости, схема которой представлена на рис. 3, имеют вид:

- на линии контакта 
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– на контуре 
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Рисунок 3 – Схема рассматриваемой задачи теории упругости

Эти же условия с использованием комплексных потенциалов Колосова-Мусхелишвили можно записать в виде:

- на линии контакта 
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– на контуре 
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где t – комплексная координата точки соответствующего контура;
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интегральное выражение компонент усилий, приложенных к контурам 
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 и 
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Следует отметить, что на контуре 
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Комплексные потенциалы, регулярные в среде S0, отыскиваются в виде главных частей рядов Лорана
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 с неизвестными коэффициентами.

Комплексные потенциалы, регулярные в среде S1, отыскиваются в виде рядов Лорана
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Подставляя выражения (22), (23) в граничные условия (18) – (20), выполняя несложные преобразования, приравнивая коэффициенты при одинаковых положительных степенях комплексного переменного, после разделения действительных и мнимых частей решение рассматриваемой задачи можно свести к решению системы линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов разложения в ряды искомых комплексных потенциалов.

Напряжения и смещения в рассматриваемых областях определяются из формул (1).

Тема 5. Решение задачи о некруговом кольце, подкрепляющем отверстие в упругой плоскости
Напряженное состояние полуплоскости, ослабленной некруговым отверстием
С использованием конформных отображений можно решить, например, задачу об определении напряженного состояния кольца, подкрепляющего отверстие в линейно-деформируемой плоскости (рис. 4).
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Рисунок 4 – Схема задачи теории упругости о кольце произвольной формы, подкрепляющем отверстие в линейно-деформируемой плоскости

Граничные условия задачи, схема которой представлена на рис. 4 идентичны условиям задачи, рассмотренной в п. 4, , однако для ее решения следует записать указанные условия для преобразуемой области (, отображаемой на рассматриваемую область z.

Условия (7) – (9) в преобразуемой области приобретут следующий вид:

 - на линии контакта 
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– на контуре 
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Здесь использовано соотношение
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Комплексные потенциалы, входящие в граничные условия (24) – (26) можно представить в виде рядов по степеням переменной отображенной области:
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В этом случае граничные условия (24) – (26) примут вид

- на линии контакта 
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– на контуре 
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После определенных математических преобразований решение поставленной задачи сводится к определению неизвестных коэффициентов рядов (28), (29) из решения соответствующим образом укороченной системы линейных алгебраических уравнений, аналогично п .3.2.

Напряженное состояние некругового кольца, подкрепляющего отверстие в упругой плоскости

С использованием конформных отображений можно решить, например, задачу об определении напряженного состояния кольца, подкрепляющего отверстие в линейно-деформируемой плоскости (рис. 5).
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Рисунок 5 –Схема задачи теории упругости о кольце произвольной формы, подкрепляющем отверстие в линейно-деформируемой плоскости

Граничные условия задачи, схема которой представлена на рис. 6 идентичны условиям (25), (26) и (27) – (28), однако для ее решения следует записать указанные условия для преобразуемой области (, отображаемой на рассматриваемую область z.

Условия (27) – (28) в преобразуемой области приобретут следующий вид:

 - на линии контакта 
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– на контуре 
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Здесь использовано соотношение
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Комплексные потенциалы, входящие в граничные условия (41) – (43) можно представить в виде рядов по степеням переменной отображенной области:
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В этом случае граничные условия (41) – (43) примут вид

- на линии контакта 
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– на контуре 
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После определенных математических преобразований решение поставленной задачи сводится к определению неизвестных коэффициентов рядов (31), (32) из решения соответствующим образом укороченной системы линейных алгебраических уравнений, аналогично п .7.
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