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Тема 1. Комплексные числа. Операции над комплексными числами. 
Комплексные числовые ряды. 

Существует понятие равенства двух комплексных чисел: 
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. Однако отношения ( или ( для них не определены.

Сумма двух чисел:
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Геометрически сумму можно изобразить так:


[image: image4.wmf]1112

2122

121122

()()

xy

xy

xxyy

=+

=+

=+

=+++

cab

ajj

bjj

cjj



[image: image5]
Рис. 1. Геометрическая иллюстрация суммирования комплексных чисел

Таким образом, существует взаимно однозначное соответствие между сложением комплексных чисел и сложением векторов.

Аналогично выполняется операция разности:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image7.wmf]1231122121233

312

312

, 

или x()()

xxx

где 

zzziyxiyxxiyyxiy

yyy

-=+-+=-+-=+

=-

ì

í

=-

î


Умножение комплексных чисел:
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При этом произведение мнимой единицы на себя определяется соотношением 
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Частным случаем является умножение комплексного числа на действительное:
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Существует взаимно однозначное соответствие между умножением вектора на действительное число и комплексного числа на действительное число:
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Деление комплексных чисел (
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Пусть 
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 - комплексный числовой ряд, где 
[image: image15.wmf]zaib

=+

. Тогда 
[image: image16.wmf]12312

......(......)

nn

Saaaaibbb

=++++++++++

 - сумма числового ряда, или 
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Для того чтобы комплексный числовой ряд сходился, необходимо и достаточно, чтобы сходились ряды из его действительных и мнимых величин
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Ряд 
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 - ряд из положительных членов. Если он сходится, то ряд 
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 сходится абсолютно, т.к. 
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Аналогично, если ряд 
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 сходится, то ряд 
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 сходится абсолютно.

Таким образом, комплексный ряд сходится абсолютно, если сходится ряд из модулей.

Тема 2. Предел функции комплексного переменного. Непрерывность в точке. Дифференцирование функций комплексной переменной
Если функция в точке а не является аналитической, то эта точка называется особой. Пусть в окрестности 
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 точки а функция f(z) является однозначной и голоморфной. В этом случае особая точка называется изолированной особой точкой.

Рассмотрим поведение функции при стремлении аргумента к особой точке 
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, если b – конечное число, то а – устранимая особая точка. Если при этом функция f(z) не определена в точке а, то ее можно доопределить: f(a)=b.

Если  
[image: image26.wmf]lim()
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, то особая точка называется полюсом.

Если предел не существует, то особая точка называется существенно особой точкой.

Пусть 
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. Запишем часть ряда Лорана:
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При 
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 - к бесконечности. Поэтому для того чтобы особая точка была устранимой необходимо, чтобы 
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Пусть число слагаемых с отрицательными индексами конечно.
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При 
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  - полюс.  
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Число m называется порядком полюса.
Если разложение функции в ряд Лорана содержит бесконечное число слагаемых с отрицательными n, то точка z=a – существенно особая точка.
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Пусть в области D задана последовательность голоморфных функций:
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Последовательность сходится равномерно, если для 
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 и некоторого произвольного числа 
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, такое, что 
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Функция 
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 называется пределом последовательности: 
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Если функции, из которых составлена равномерно сходящаяся последовательность, непрерывные, то и предел этих функций также является непрерывной функцией.

Пусть дана равномерно сходящаяся последовательность функций 
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или иначе
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  - функциональный ряд.

Если 
[image: image49.wmf]0  

и   :  ,  

zDNnN

"e>"Î$>

, такое что 
[image: image50.wmf]()()

n

SzSz

-<e

, где 
[image: image51.wmf]0

()()

n

nk

k

Szfz

=

=

å

 - частичная сумма, то такой функциональный ряд сходится равномерно.

Рассмотрим понятие мажорирующего ряда: пусть 
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- мажорирующий ряд, а 
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 - мажорируемый ряд. Всякий мажорируемый ряд равномерно сходится.

Равномерно сходящийся функциональный ряд можно почленно интегрировать.

Частным случаем функционального ряда является степенной ряд:
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. Коэффициенты этого ряда – произвольные комплексные числа, а – фиксированное комплексное число.

Пусть степенной ряд сходится на окружности 
[image: image59.wmf]zaR

-=

. В этом случае он будет сходиться в любой точке, лежащей внутри этой окружности, причём сходимость будет равномерной (теорема Абеля).
.
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Рассмотрим односвязную область D и функцию f(z), голоморфную в области D  и непрерывную в области D вплоть до границы L. Внутри области D выберем (произвольно) точки a и z, а на границе - точку t.
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Сравним это выражение с геометрической прогрессией:
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Получаем
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 - формула Тейлора, где
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Пусть L – граница окружности радиусом R с центром в точке а, z – некоторая точка внутри круга.
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 EMBED Equation.DSMT4  
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где М – максимум модуля функции f(z) в круге. 

Так как 
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Функция f(z) является голоморфной в некотором круге с радиусом R и центром в точке а и непрерывна на его границе. Тогда для этой функции справедливо разложение в ряд Тейлора:
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функция, разложимая в ряд Тейлора в окрестности точки a, называется аналитической в этой точке. Если функция разложима в ряд Тейлора во всех точках области D, она называется аналитической в области D.

Всякая голоморфная функция одновременно является аналитической. Эти термины используются как синонимы.

Степенной ряд является рядом Тейлора своей суммы.
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Пусть функция f(z) аналитична в кольце 
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 и непрерывна на границе. Точка z – внутренняя точка кольца. Проведем разрезы как показано на втором рисунке. В результате область аналитичности функции 
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По теореме Коши: 
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Знак минус появляется из-за изменения направления обхода.
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Совершим предельный переход: 
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Далее
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так как 
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где 
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Такой ряд можно почленно интегрировать, так как он равномерно сходящийся. Однако в данном случае коэффициенты 
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 не являются коэффициентами ряда Тейлора. Таким образом,
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Найдем второе слагаемое
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так как 
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Пусть m = - n, тогда n = - m:
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Так как функция 
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 голоморфна в кольце, ограниченном контурами L и C, то по теореме Коши:
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то есть эти интегралы равны между собой и равны интегралу по любому замкнутому непересекающемуся контуру, лежащему в области аналитичности подынтегральной функции. Обозначим
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Второе слагаемое будет иметь такое разложение: 
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Подставим всё это в формулу для 
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Часть ряда Лорана 
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 (правильная) – обычный степенной ряд, к которому применима теорема Абеля. Следовательно, ряд сходится в круге 
[image: image100.wmf]zaR
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  (главная) - также степенной ряд, равномерно сходящийся вне круга 
[image: image102.wmf]za
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. Таким образом, ряд Лорана равномерно сходится в кольце 
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Тема 3. Интегрирование функций комплексного переменного.
 Теорема Коши и её следствия
[image: image459.wmf]1

j

r

Пусть f(z) – функция, аналитическая в области D, за исключением точки z=a. 

Найдём интеграл: 
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Е – кольцо, в котором функция f(z) аналитична. Область Е – двусвязная. По теореме Коши для многосвязных областей
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где 
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 - произвольный контур, окружающий точку а и лежащий внутри контура С. Пусть 
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 - окружность радиуса R.

Пусть 
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Выполним преобразования:
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Возможны два случая

1) 
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2) 
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Таким образом, 
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Получили формулу:
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 - вычет функции 
[image: image119.wmf](
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 в особой точке z=a.

Вычетом аналитической функции в изолированной особой точке 
[image: image120.wmf]za
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 называется деленный на 
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 интеграл по произвольному замкнутому контуру, окружающему эту точку и лежащему в области аналитичности функции f(z).

Пусть особая точка – полюс порядка n. Разложение функции f(z) имеет вид:
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Умножим левую и правую части на 
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Продифференцируем это выражение n-1 раз:
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откуда следует, что
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[image: image461.wmf]r

В области D функция 
[image: image127.wmf](
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 голоморфна повсюду за исключением m изолированных особых точек (если эти точки – полюсы, то такая функция называется мероморфной). Найдём интеграл  
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Каждую особую точку окружим контуром. Получится многосвязная область, в которой f(z) аналитична. Тогда по теореме Коши для многосвязных областей имеем:
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Интегралы по внутренним контурам берутся против часовой стрелки. Получим
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Под бесконечно удалённой точкой понимается множество точек, таких, что 


[image: image131.wmf]z
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Комплексная плоскость с включённой бесконечно удалённой точкой называется полной комплексной плоскостью
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Все слагаемые с отрицательными n при 
[image: image133.wmf]z
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 стремятся к нулю.

Все слагаемые с положительными n при 
[image: image134.wmf]z
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 стремятся к бесконечности.

Если в разложении функции в ряд Лорана имеются положительные степени z, то эта функция не является аналитической в бесконечно удалённой точке.

 Если функция является аналитической в полной комплексной плоскости, то она постоянна (теорема Лиувилля). 
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Пусть в односвязной области 
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 задана функция 
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Если можно ввести такую функцию, то говорят, что 
[image: image139.wmf]2
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 является аналитическим продолжением функции 
[image: image140.wmf]1
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 в области 
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 и наоборот.

Достаточный признак существования аналитического продолжения:

Пусть 
[image: image142.wmf]g

 - граница раздела 
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 и 
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. Пусть функции 
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 непрерывны на границе 
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. Кроме того, пусть на границе 
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 выполнено условие 
[image: image149.wmf]12
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; в этом случае существует аналитическое продолжение.

Тема 4. Интеграл типа Коши и его применение
[image: image463.wmf]B
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Пусть АВ – кусочно-гладкая кривая. В частном случае контур АВ может быть замкнут. Определим на нём функцию f(t), которая необязательно аналитическая. Проведём из точки М окружность радиуса R. Сингулярный интеграл определяется формулой
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Если точка t – регулярная точка функции f(t), то определение сингулярного интеграла совпадает с определением обычного интеграла. 

Интеграл типа Коши является обобщением интеграла Коши.

[image: image464.wmf]D
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На дуге АВ задана функция f(t), не обязательно аналитическая, удовлетворяющая дуге АВ условию Гельдера:
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где 
[image: image152.wmf]M

 - некоторое положительное число. Построим аналитическую функцию
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 - интеграл типа Коши.

F(z) является аналитической во всей плоскости за исключением контура L. В бесконечно удалённой точке 
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Найдём предельное значение функции F(z) при 
[image: image155.wmf]zt
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, где t – точка контура, не совпадающая с точками А и В. 

Пусть 
[image: image156.wmf]zt
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 слева от контура.
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Первое слагаемое – сингулярный интеграл.
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[image: image159.wmf]()
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Получим
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Аналогично находим
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Объединяя полученные равенства, получим
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 - формулы Сохоцкого-Племеля.

Рассмотрим частный случай: контур 
[image: image163.wmf]L

 замкнут, а функция 
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 является граничным значением функции 
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. В этом случае интеграл типа Коши переходит в интеграл Коши. Кроме того, теперь если точка 
[image: image167.wmf]z

 лежит вне контура 
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, то, в соответствии с теоремой Коши
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Следовательно, 
[image: image170.wmf]()0
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. Из формул Сохоцкого-Племеля следует
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Полученное соотношение, справедливое для граничных значений аналитической функции, называется тождеством Племеля.
Рассмотрим задачу вычисления сингулярного интеграла
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Рассмотрим первый интеграл:
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Таким образом, первый интеграл не является несобственным.
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- точка 
[image: image175.wmf]t

 обходится слева. Окончательно получим
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В односвязной области 
[image: image177.wmf]D

 задана голоморфная функция 
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. Тогда интеграл от этой функции не зависит от пути интегрирования, если тот не выходит за пределы области 
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 - теорема Коши.
Следовательно:
1. 
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, где f(t) – голоморфная функция. 
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, t – координаты точек контура Г. Из теоремы Коши следует, что функция 
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2. f(z) – функция, голоморфная в некоторой области D.

Пусть Г замкнут. Тогда интеграл вдоль Г
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Формулировка теоремы Коши для многосвязных областей: пусть область D – двусвязная, ее нельзя стянуть в точку за счет деформации граничного контура 
[image: image185.wmf]L

. Пример такой области приведен на рисунке: внутри области 
[image: image186.wmf]D

 содержится область 
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, ограниченная контуром Г.


[image: image188]
Для вычисления контурного интеграла


[image: image189.wmf]()

L

Iftdt

=

ò


выберем произвольную точку А на L и соединим её с точкой В на Г. По отрезку АВ выполним математический разрез (разрез, не имеющий ширины), как показано на рисунке справа. Точка А совпадает с точкой 
[image: image190.wmf]A
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, а В – с 
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. Разрезанная таким образом область превращается в односвязную с граничным контуром 
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Будем двигаться так (вдоль контура): 
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. В этом случае разобранная выше теорема Коши дает:
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В общем случае, когда область D есть 
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Тема 5.  Основные уравнения плоской теории упругости в функциях комплексного переменного в прямоугольной и полярной системе 
координат

При решении задач теории упругости для общего случая трехмерных тел обнаруживаются большие математические трудности. Это обстоятельство приводит к необходимости перехода к решению частных задач, например, задач плоской теории упругости, имеющей большое значение для практики. В плоской задаче теории упругости рассматриваются три случая упругого равновесия тела: плоская деформация, плоское напряженное состояние и обобщенное плоское напряженное состояние.

При рассмотрении задач о напряженном состоянии конструкций достаточно протяженных подземных сооружений и окружающего выработки массива пород (грунта), являющихся предметом изучения в механике подземных сооружений и в геомеханике, общепринятым является использование плоской расчетной схемы.

Деформация называется плоской, если вектор перемещения любой точки параллелен некоторой плоскости, называемой плоскостью деформации, и не зависит от расстояния от рассматриваемой точки до этой плоскости. Пусть тело находится в состоянии плоской деформации в плоскости 
[image: image198.wmf](;)
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, тогда каждый из компонентов вектора перемещений вдоль соответствующих координатных осей являются функциями двух переменных
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Компоненты тензора деформаций имеют вид
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величины 
[image: image201.wmf]xy
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 в общем случае отличны от нуля, а для остальных справедливо
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Объемная деформация равна 


[image: image203.wmf]uv

xy

¶¶

q=+

¶¶

                                                      


и также является функцией двух переменных.

Формулы обобщенного закона Гука  имеют вид
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Таким образом, при плоской деформации имеется четыре отличных от нуля в общем случае компонентов, являющихся функциями двух переменных. Можно показать, что число независимых компонентов при плоской деформации равно трем, т.к. 
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Дифференциальные уравнения равновесия принимают вид
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где 
[image: image208.wmf],,
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 - проекции на координатные оси массовых (объемных) сил, отнесенных к единице объема.

Уравнения Ламе записываются в виде
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Из условий совместности деформаций Сен-Венана остается одно
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остальные пять условий удовлетворяются тождественно.

Уравнение совместности (сплошности) для изотропного однородного тела при отсутствии массовых сил примет вид
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Из определения плоской деформации следует, что она возникает в призматическом теле бесконечно большой длины с прямолинейной осью. Поверхностные и массовые силы должны лежать в плоскостях поперечных сечений и не должны зависеть от координаты вдоль оси тела. 

Если призматическое тело имеет конечную длину, плоская деформация в нем реализуется не точно, причем, чем длиннее тело, тем точнее реализуется плоская деформация при условии, что на его торцах приложены силы, распределенные по закону 
[image: image212.wmf]z
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Граничные условия задачи о плоской деформации задаются на контуре одного из поперечных сечений или на нескольких контурах, если сечение многосвязное. 

Различают три основные двумерные краевые задачи.

В первой краевой задаче необходимо найти упругое равновесие области 
[image: image213.wmf]S

 при заданных внешних напряжениях 
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, приложенных к границе 
[image: image215.wmf]L

 этой области. Граничные условия записываются в виде
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где 
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, 
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 - косинусы углов между нормалью и соответственно осями 
[image: image219.wmf],
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.

Во второй краевой задаче предполагается нахождение упругого равновесия области 
[image: image220.wmf]S

 при заданных смещениях 
[image: image221.wmf]u

 и 
[image: image222.wmf]v

 точек границы 
[image: image223.wmf]L

 этой области.

Рассматривается также смешанная краевая задача, в которой на одних частях границы области задаются напряжения, а на другой – смещения.

Следует отметить, что дифференциальные уравнения равновесия, уравнение сплошности при отсутствии массовых сил не содержат упругих постоянных материала. Это означает, что при плоской деформации при отсутствии массовых сил напряженное состояние тела в любом его односвязном сечении, параллельном плоскости деформации, не зависят от свойств материала, а определяются формой сечения и заданными на контуре этого сечения силами. Если сечение представляет многосвязную область, то независимость напряженного состояния от свойств материала обеспечивается при дополнительном условии, заключающемся в уравновешивании внешних сил, приложенных к каждой из границ (теорема Мориса Леви).

Решение плоской задачи для тел, ограниченных поверхностями кругового цилиндра и радиально расходящимися плоскостями, существенно упрощается при переходе от прямоугольной системы координат к полярной.

На рисунке показаны напряжения на гранях малого элемента abcd,  выбранного в полярной системе координат.

[image: image224.png]



На гранях выделенного элемента действуют следующие составляющие напряжений:
[image: image225.wmf]r

s

 - радиальное нормальное напряжение; 
[image: image226.wmf]j
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 - тангенциальное нормальное напряжение; 
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 - касательные напряжения.

Дифференциальные уравнения равновесия примут вид
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В плоской задаче в каждой точке сумма нормальных напряжений по двум взаимно перпендикулярным площадкам есть величина постоянная, поэтому уравнение сплошности  запишется в виде
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В развернутом виде это уравнение можно представить, используя выражение оператора Лапласа в полярной системе координат:
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Формулы Коши для плоской задачи в полярной системе координат получим как частный случай формул Коши в цилиндрической системе координат, сохраняя в них только составляющие деформации и перемещений в плоскости 
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где 
[image: image233.wmf]w

 – составляющая перемещения вдоль оси 
[image: image234.wmf]r

, а 
[image: image235.wmf]v

 – составляющая перемещения, перпендикулярная к оси 
[image: image236.wmf]r

.

В случае плоской деформации формулы закона Гука примут вид
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в которых упругие постоянные 
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 определяются согласно формулам
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Ниже приведены формулы, устанавливающие связь между компонентами напряжений в декартовой и полярной системах координат:


[image: image241.wmf]22

22

22

cossin2sincos;

sincos2sincos;

()sincos(cossin);

rxyxy

xyxy

ryxxy

j

j

ì

s=sj+sj+tjj

ï

ï

s=sj+sj-tjj

í

ï

t=s-sjj+tj-j

ï

î

    



[image: image242.wmf]22
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Тема 6-7. Функция напряжений. Комплексное представление бигармонической функции. Комплексное представление смещений и
 напряжений
Решение уравнений плоской теории упругости при отсутствии массовых сил, либо в случае, когда этими силами можно пренебречь в виду их малости, можно свести к граничной задаче для бигармонического уравнения, которому удовлетворяет некоторая функция, впервые введенная Эри в 1862 г. Эта вспомогательная функция играет в плоской задаче теории упругости большую роль, т.к. благодаря этой функции был создан плодотворный метод решения соответствующих задач.

Если массовые силы отсутствуют, дифференциальные уравнения равновесия примут вид
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Первое уравнение из (1.111) показывает, что выражение 
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 является полным дифференциалом некоторой функции 
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Из второго уравнения в для функции 
[image: image247.wmf](,)

Pxy

 получим
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Сравнение формул (1.112) и (1.113) дает соотношение
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которое показывает, что выражение 
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 представляет собой дифференциал некоторой функции двух переменных 
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откуда


[image: image253.wmf];

UU

PQ

xy

¶¶

==

¶¶

.                                                

В результате несложной подстановки получим
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Функция 
[image: image255.wmf](,)

Uxy

 называется функцией напряжений Эри.

Функция напряжений в рассматриваемой области имеет непрерывные производные вплоть до четвертого порядка. Таким образом, для того чтобы функция напряжений определяла напряженное состояние некоторой области, необходимо и достаточно, чтобы она была бигармонической.

Задавая функцию Эри в виде полиномов различных степеней, либо в виде тригонометрических рядов, можно получить решения задач для односвязных прямоугольных областей.

Рассмотрим случай, когда область S (конечная или бесконечная) ограничена одним простым замкнутым контуром L. Отобразим эту область на круг радиуса 1 или на бесконечную область, находящуюся вне этого круга (принципиально безразлично, каким отображением пользоваться, но вообще в практических вопросах удобнее брать первое отображение в случае конечной области S, а второе - в случае бесконечной).

Граничные условия первой основной задачи (заданы внешние напряжения, действующие на границу) могут быть выражены двояко. Во первых, можно записать:

[image: image256.emf]
Введя сюда переменную 
[image: image257.wmf]z

 соотношением z = w (
[image: image258.wmf]z

) и обозначая через [image: image259.emf] произвольную точку на окружности 
[image: image260.wmf]g

 соответствующей контуру L, придадим этому условию вид 

[image: image261.emf]
Выражение в правой части этой формулы следует рассматривать  как заданную функцию точки z = w (
[image: image262.wmf]z

) окружности 
[image: image263.wmf]g

 или как функцию дуги  этой окружности. Функция f1 + if2  определяется на 
[image: image264.wmf]g

следующим образом:

[image: image265.emf]
Граничное условие первой основной задачи можно выразить и при помощи функций Ф и 
[image: image266.wmf]Y


[image: image267.emf]
причем [image: image268.emf]следует считать заданными функциями точки а или, что

все равно, дуги контура 
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[image: image270.emf]
Граничное условие второй основной задачи

[image: image271.emf]
где g1 , g2 представляют собой граничные значения компонент смещения и и v (относительно старых осей координат Ох, Оу), представляющие собой заданные функции точки а или дуги контура 
[image: image272.wmf]g

.

Тема 8-9. Основные уравнения плоской задачи теории упругости в функциях комплексного переменного. Приведение основных плоских задач теории упругости к краевым задачам теории функций 
комплексного переменного
Первая основная задача: Найти упругое равновесие при заданных внешних напряжениях, приложенных к границе L области S.

Вторая основная задача: Найти упругое равновесие при заданных смещениях точек границы L.
Так как напряженное состояние и смещения могут быть выражены через две функции комплексного переменного 
[image: image273.wmf]()
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, то формулированные в предыдущем параграфе задачи сводятся к отысканию этих функций по некоторым условиям, которым они должны удовлетворять на границе области, занятой телом.

Будем считать, что компоненты смещений и напряжений непрерывны вплоть до границы L области S. Точки границы L обозначать через t, так что t= х+iy, где х и у — координаты рассматриваемой точки границы
Рассмотрим случай, когда S — конечная область, ограниченная одним простым замкнутым контуром L.
В случае задачи II граничное условие выразится следующим образом:

[image: image275.emf]
где g1=g1(s) = g1(t) и g2—g2(s) = g2(t) — значения заданных на L компонент смещения. Они представляют собой заданные и в силу принятых выше условий непрерывные функции точки t контура L области S или соответствующей дуги s этого контура. Положительное направление на L может быть выбрано произвольно.

Задача I. Рассматриваемый способ заключается в следующем. Пусть Хп(t), Yn(t) или, при иных обозначениях, Хп(s), Yn(s) - заданные значения компонент внешнего напряжения в данной точке t контура; через s обозначена, как всегда, дуга контура, соответствующая точке t, отсчитываемая в положительном направлении от некоторой фиксированной точки t0- За положительное направление на L мы примем теперь то, которое оставляет область S слева

[image: image276.emf]
где положено:

[image: image277.emf]
Выражение в левой части формулы следует понимать как граничное значение выражения

[image: image278.emf]
при стремлении z к точке t контура L. Это граничное значение существует вследствие принятого нами условия относительно непрерывности компонент напряжения вплоть до контура L. 

В случае задачи II граничные задания вполне определяют смещения во всех точках тела. Поэтому можно произвольно зафиксировать заранее только одну из величин 
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 (мы считаем, что начало координат находится в области). Будем полагать в зависимости от удобства:
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В случае задачи I, когда граничные условия вполне определяют напряженное состояние тела (но не смещения), можно произвольно зафиксировать обе величины 
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 и мнимую часть величины 
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Но если определенным образом зафиксируем постоянную, фигурирующую в правой части формулы, то из двух величин 
[image: image286.wmf]()
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[image: image287.wmf]()

z

y

 можно произвольно фиксировать только одну

Поэтому в случае задачи I мы можем считать, например,
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Задача I может иметь решение лишь при условии, что главный вектор и главный момент внешних усилий, приложенных к границе области S, равны нулю. Условие равенства нулю главного вектора можно выразить равенством

[image: image291.emf]
Что равносильно выполнению условия:

[image: image292.emf]
Тема 10. Конформные отображения и их приложения к задачам теории упругости. Понятие конформного отображения. Преобразование формул плоской задачи теории упругости

Пусть z и 
[image: image293.wmf]z

 - две комплексные переменные, связанные соотношением


[image: image294.wmf]()

zw

z

=

,

где 
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 — однозначная аналитическая функция в некоторой области S на плоскости переменной z.

Соотношение, указанное выше приводит в соответствие каждой точке 
[image: image296.wmf]z

. области E вполне определенную точку z на плоскости S этой последней переменной. Эти точки заполняют на плоскости z некоторую определенную область S. Предположим, что, и обратно, каждой точке z области S в силу соотношения, соответствует одна вполне определенная точка 
[image: image297.wmf]z

 области Е. В этом случае говорят, что это соотношение определяет взаимно однозначное конформное преобразование или конформное отображение области S на область Е.

Основные свойства конформного отображения:

1. Конформное отображение преобразует бесконечно малые окружности в окружности с точностью до малых высших порядков.

2. Конформное отображение сохраняет углы между кривыми в точках их пересечений.

Для того, чтобы функция 
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 реализовала конформное отображение в области Е, необходимо и достаточно, чтобы в этой области она была однолистной, аналитической и 
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 для любых 
[image: image300.wmf]z

.

Используем конформное отображение к преобразованию формул плоской теории упругости. В дальнейшем нам потребуются выражения величин

[image: image301.emf]
(производные функции Эри), компонент смещения и напряжения, через новую переменную 
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, вводимую соотношением
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Обозначим через
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то, что раньше было обозначено соответственно через
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и введем новые обозначения:
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При этих обозначениях запишем:
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Тема 11.  Аналитическое продолжение и его применение для решения задач о напряженном состоянии полубесконечной среды
Функции 
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, через которые выражается общее решение плоской задачи теории упругости, являются аналитическими функциями переменной 
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 во всей области 
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 и в том случае, если она многосвязна. Разница с односвязной областью заключается в том, что функции 
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 могут оказаться неоднозначными вследствие присутствия логарифмических членов. 

Так как аналитическая функция переменного 
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 является аналитической функцией действительных переменных 
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 являются аналитическими функциями переменных 
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 во всей области 
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Пусть имеются две области 
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 и 
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, не перекрывающие друг друга, но границы которых имеют общую часть, представляющую собой некоторую гладкую линию 
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. Компоненты смещения и напряжения удовлетворяют в каждой из областей 
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 и 
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 основным соотношениям плоской задачи теории упругости. Поэтому они будут аналитическими в каждой из отдельных областей 
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Если компоненты смещения и напряжения 
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, причем их граничные значения с обеих сторон от 
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 равны между собой.

Доказывается, что необходимым и достаточным условиями того, чтобы функции 
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 были аналитическими в области 
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, является выполнение равенств


[image: image354.wmf]-

+

=

u

u

, 
[image: image355.wmf]-

+

=

v

v

, 
[image: image356.wmf]-

+

=

n

n

X

X

, 
[image: image357.wmf]-

+

=

n

n

Y

Y

    на 
[image: image358.wmf]L

.                                         
В (8.1) значками «+» и «-» обозначены граничные значения, получаемые переходом соответственно от 
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 - соответственно векторы напряжений, приложенных в данной точке к элементу этой линии, вычисленные соответственно в предположении
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Функции 
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 непрерывно продолжимы на 
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 и из 
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 и что их граничные значения с обеих сторон равны. 

Аналитичность продолжения функций 
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 позволяет заменить условия (8.1) следующими:
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 - главные векторы усилий приложенных со стороны 
[image: image385.wmf]S

~

 и 
[image: image386.wmf]S

 к произвольной дуге 
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 линии 
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Тема 12. Общий алгоритм решения задач для бесконечной и 
полубесконечной многосвязных областей
Рассмотрим общие представления введенных ранее комплексных потенциалов для конечной многосвязной области. Такая область может быть ограничена несколькими простыми замкнутыми контурами 
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, причем последний контур охватывает все предыдущие, контуры не имеют общих точек. Это может быть примером, например, пластинки с отверстиями.
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Компоненты напряжений и смещений в этой области являются однозначными функциями.

Функции 
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 могут оказаться многозначными, т.к. определяются выражениями
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где функции 
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 - функции, регулярные в области 
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 - главный вектор внешних усилий, приложенных к контуру 
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, вычисляемый из соотношения
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Направление обхода должно быть выбрано так, чтобы усилия действовали на контур 
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 справа.

С точки зрения практических приложений большой интерес представляет рассмотрение бесконечной области. Ограничимся рассмотрением области 
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, представляющей собой всю плоскость 
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, из которой удалены конечные области, ограниченные простыми замкнутыми контурами (бесконечная пластинка с отверстиями).

Граница такой области состоит из одного или нескольких простых замкнутых контуров 
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. Такая область есть предельный случай области, когда контур 
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 стремится в бесконечность.

Для комплексных потенциалов 
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 при условии ограниченности в области 
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 компонент напряжений будут справедливы следующие соотношения


[image: image414.wmf]0

()ln()

2(1ae)

XiY

zzzz

+

j=-+G+j

p+

;                              


[image: image415.wmf]'

0

ae()

()ln()

2(1ae)

XiY

zzzz

-

y=+G+y

p+

,                             


где 
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 - компоненты главного вектора всех внешних усилий, приложенных к границе области 
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, т.е. к совокупности контуров 
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 - в общем случае комплексные постоянные; 
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 - функции, регулярные в области 
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, включая бесконечно удаленную точку, т.е. имеющие при достаточно больших 
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 разложения вида 
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Не изменяя напряженного состояния, можно положить 
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откуда следует
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кроме того 
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Действительные постоянные 
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 имеют простой физический смысл: они отвечают за равномерное распределение напряжений в бесконечно удаленных частях плоскости, постоянная 
[image: image435.wmf]C

, не влияющая на напряжения, может быть связана с вращением бесконечно удаленной части плоскости.

Напряженное состояние, характеризуемое линейными функциями вида 
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, является однородным – напряжения распределены равномерно, т.е. компоненты напряжений (а, следовательно, и компоненты деформаций) являются постоянными величинами.

Пусть 
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 - значения главных напряжений на бесконечности и 
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 - угол между направлением 
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. Запишем известные из плоской теории упругости формулы
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На основании этих формул можно получить
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После преобразований выше приведенных формул при 
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Это означает, что в бесконечно удаленных точках плоскости распределение напряжений бесконечно мало отличается от равномерного.

После соответствующей подстановки при 
[image: image449.wmf]z
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 в формулах для определения компонент смещений появляются неограниченно возрастающие слагаемые. Таким образом, перемещение на бесконечности не ограничено.

Чтобы они оставались ограниченными, необходимо равенство нулю главного вектора усилий, приложенных к границе области, а также равенство нулю напряжений на бесконечности, т.е. выполнение 
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, кроме того, бесконечно удаленная точка не испытывает вращения.

Если главный вектор 
[image: image451.wmf](,)
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 не равен нулю, то даже в случае обращения в нуль напряжений на бесконечности и отсутствия вращения, смещения на бесконечности неограниченно возрастают.
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