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Тема 1. Вывод основных формул теории напряжений
1.1. Дифференциальные уравнения равновесия.

Выделим из тела бесконечно малый параллелепипед с гранями, параллельными координатным плоскостям. Длины ребер параллелепипеда обозначим dx, dy, dz. Напряжения на противоположных гранях параллелепипеда будут отличаться на бесконечно малую величину – приращение напряжения, связанное с изменением координаты.

Приравняв проекции сил, действующих на грани параллелепипеда, можно получить т.н. дифференциальные уравнений равновесия:
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Записав суммы моментов сил, действующих на параллелепипед, относительно координатных осей, получим соотношения 
[image: image2.wmf],,
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(закон парности касательных напряжений.

Таким образом, имеем 6 неизвестных функций, определяющих напряженное состояние тела.

При решении некоторых задач вместо декартовой СК удобно использовать цилиндрическую СК.

Рассмотрев бесконечно малый элемент тела, придем к следующим уравнениям:
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1.2. Напряжения на наклонных площадках.

Для определения напряженного состояния тела необходимо определять напряжения на площадках, наклоненных к координатным осям. Рассмотрим элементарный тетраэдр, образованный координатными плоскостями и некоторой наклонной плоскостью, положение которой задается направляющими косинусами 
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Обозначим площадь большей грани за dF, тогда площадь остальных граней будет равна dFl, dFm, dFn.

Приравнивая к нулю суммы проекций сил, действующие на гранях тетраэдра, на координатные оси, получим:
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(2)

Если наклонная площадка совпадает с поверхностью тела, то записанные уравнения  являются условиями на поверхности тела, связывающими внешние силы с внутренними.

Уравнения (1) и (2) являются достаточными для определения напряженного состояния тела при заданных нагрузках на поверхности. С другой стороны, напряжения внутри тела должны отвечать условиям (1), а на его поверхности – условиям (2).

1.3. Исследование напряженного состояния в точке тела.

Полное напряжение, действующее на любой наклонной площадке, можно выразить через проекции, определяемые формулами (2): 
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Нормальное напряжение можно получить, спроецировав проекции полного на направление нормали: 
[image: image7.wmf]XlYmZn
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. Подставляя в это соотношение выражения проекций из условий (2), получим 
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Касательное напряжение можно найти по теореме Пифагора 
[image: image9.wmf]22
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, однако его направление будет неизвестно.

Если задать в плоскости площадки направление ( с направляющими косинусами 
[image: image10.wmf]111
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, касательное напряжение по этому направлению можно найти по формуле: 
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Площадка, на которой касательные напряжения равны нулю, называется главной.

Допустим, существует площадка, на которой действует главное напряжение (. Тогда его проекции на координатные оси равны 
[image: image12.wmf],,
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. Подставляя эти соотношения в условие (2), получим
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  или  
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Решая уравнение (3) относительно неизвестных направляющих косинусов l, m, n, можно найти положение главных площадок. Тривиальное решение l = m = n = 0 не подходит, так как 
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Для существования других решений системы (3) необходимо, чтобы её определитель был равен нулю, т.е.
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Имеем: 


[image: image17.wmf]32222

222

()()

20.

xyzxyyzxzxyxzyzxyz

xyxzyzxyzyxzzxy

s-s+s+ss+ss+ss+ss-t-t-ts-sss-

-ttt+st+st+st=


Это кубическое уравнение имеет три корня, которые принято обозначать 
[image: image18.wmf]123
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, при этом  
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Величина главных напряжений не зависит от выбора системы координат, т.е. корни уравнения (4) должны быть одинаковы при всех возможных значениях напряжений в данной точке. Поэтому коэффициенты уравнения (4) инвариантны относительно выбора СК. Различают три инварианта главных напряжений:
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Тема 2. Вывод основных формул теории деформаций
2.1. Перемещения, деформации и связь между ними

Рассмотрим тело, нагруженное системой внешних сил. Зафиксируем в теле точку А(x,y,z). В результате деформации эта точка примет новое положение А/ (x1,y1,z1). Отрезок АА/ представляет собой перемещение точки А в результате деформации тела (предполагается, что тело неподвижно). Проекции перемещения точки А на координатные оси обозначим 
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. Очевидно, что проекции перемещений являются функциями координат точки, при этом разница в перемещениях в разных точках тела вызывает его деформацию 
[image: image22.wmf](,,),(,,),(,,)

uuxyzvvxyzwwxyz

===

.

Рассмотрим, как деформируются грани бесконечно малого параллелепипеда. Точка А получит перемещения u и v в плоскости xOz, точка В -  перемещения 
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Длина ребра АВ, равная dx до деформации, после деформации будет равна 
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. Отсюда относительное удлинение ребра АВ 
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. Поскольку ребро параллельно оси х, его относительное удлинение есть линейная деформация тела в точке А по направлению x 
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Линейная деформация по любому направлению равна  частной производной составляющей перемещения в этом направлении по переменной в этом направлении.

Рассмотрим изменение углов между ребрами параллелепипеда. угловая деформация складывается из двух углов 
[image: image29.wmf]1212
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Угловая деформация в любой плоскости равна  сумме частных производных составляющих перемещения в этой плоскости по переменным в перпендикулярных направлениях.

Полученные формулы, связывающие деформации с перемещениями, называются формулами Коши.
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Формулы Коши в цилиндрической системе координат будут иметь вид:
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2.2. Объемная деформация

Подсчитаем изменение бесконечно малого объема при деформации. Изменение объема элементарного параллелепипеда зависит от изменения длины ребер и не зависит (с точностью до бесконечно малых) от угловых деформаций.

Длины ребер до деформации равны dx, dy, dz, после деформации – соответственно 
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Относительная объемная деформация с точностью до бесконечно малых большего порядка равна 
[image: image35.wmf]1
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Таким образом, объемная деформация равна сумме трех относительных линейных деформаций по взаимно перпендикулярным направлениям.

Аналогично главным напряжениям можно найти главные деформации, в плоскости которых отсутствуют сдвиги. Также определяются инварианты деформированного состояния.

2.3. Уравнения сплошности

Формулы Коши связывают три составляющих перемещения с шестью деформациями. Таким образом, при известных перемещениях деформации определяются однозначно, однако, деформации тела не могут быть заданы произвольным образом, между ними должны быть какие-то дополнительные соотношения.

Продифференцируем первую формулу Коши дважды по у, вторую – дважды по х, результаты сложим. Получаем: 
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. Аналогично получаем: 
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. Полученные формулы не обеспечивают однозначно определить смещения, т.к. получены дифференцированием. Необходимы дополнительные условия. 

Продифференцируем три последних формулы Коши по z, x и y. Сложим две первые строки и вычтем третью. 
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Продифференцируем это выражение еще раз по у
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Аналогично получим
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Уравнения совместности деформаций (уравнения Сен-Венана)
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Тема 3. Вывод закона Гука в обратной форме, уравнений Ламэ и Бельтрами-Митчела
3. 1. Выражение составляющих деформации через составляющие напряжений

Для решения задач ТУ необходимо связать напряжения с деформациями. В самом общем случае для связи напряжений с деформациями необходимо 36 независимых констант. Если считать деформации обратимыми (т.е. тело должно быть упругим), число констант уменьшается до 21. Поворачивая образец на 180 град., можно заметить, что угловые деформации не связаны с линейными напряжениями. Дальнейшие рассуждения приводят к тому, что для описания механических свойств упругой среды достаточно двух констант.

Рассматривая деформации элементарного параллелепипеда, можно придти к формулам обобщенного закона Гука:
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Аналогично можно записать уравнения обобщенного закона Гука в цилиндрической системе координат
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3.2. Обратная форма закона Гука

Сложив три первых формулы закону Гука, получим:
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Или 
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 и наоборот 
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Введя коэффициент 
[image: image57.wmf]3(12)
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 (коэффициент объемного расширения), запишем 
[image: image58.wmf]1
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 - среднее напряжение в точке.

Запишем первую формулу закона Гука следующим образом:


[image: image61.wmf](

)

[

]

1

111

12

xxxxyzxxxx

E

S

EEE

éù

éù

e=s+ns-ns-ns+s=s+ns-n=s+ns-nq

êú

ëû

-n

ëû

.

Отсюда находим напряжение
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Введя коэффициенты 
[image: image63.wmf],
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 (коэффициенты Ляме), и проделав аналогичные операции с остальными выражениями, можем записать:
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3.3. Работа упругих сил

Найдем работу, совершаемую упругими силами на возможных перемещениях, возникающих при деформации малого параллелепипеда.

Пара сил, сжимающая параллелепипед вдоль оси х, совершает работу 
[image: image65.wmf]xx
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 на возможном перемещении 
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.

Касательные напряжения в плоскости xy совершают работу 
[image: image67.wmf]xyxy
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 на возможном угловом перемещении 
[image: image68.wmf]xy
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.

Рассуждая аналогично, найдем возможную работу всех сил, приложенных к параллелепипеду 
[image: image69.wmf](
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Посчитаем работу, отнесенную к единице объема параллелепипеда
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Очевидно, что работа внешних сил идет на приращение потенциальной энергии системы 
[image: image71.wmf]WA
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(1)

Правая часть формулы (1) может быть представлена через деформации(с помощью закона Гука), а функция W – как функция от шести составляющих деформаций  
[image: image73.wmf](,,,,,)
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. Приращение функции можно заменить ее первым дифференциалом с точностью до величин второго порядка малости.
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(2)

Сравнивая формулы (1) и (2), имеем
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(3)

Частные производные функции W по составляющим деформации представляют собой однородные линейные функции составляющих деформации, а функция W является однородной функцией второй степени этих составляющих. Следовательно, к ф-и W применима теорема Эйлера.

Теорема Эйлера: пусть F(x,y,z,...) есть ОФ степени n, тогда 
[image: image76.wmf]...
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Применяя теорему Эйлера к ф-и W имеем:
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Используя формулы (3), получим:


[image: image78.wmf](
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Удельная потенциальная энергия, накапливаемая в упругом теле, равна половине суммы произведений составляющих напряжений на соответствующие им составляющие деформации (формула Клапейрона).

С помощью формул закона Гука потенциальную энергию деформации можно выразить через деформации либо через напряжения. Удельная потенциальная энергия является положительной величиной. Потенциальная энергия, накапливая во всем теле, определяется интегрированием 
[image: image79.wmf]V
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Тема 4. Вывод основных формул для решения плоских задач теории упругости
4.1. Основные уравнения теории упругости и способы из решения
Основные уравнения ТУ можно разделить на три группы.

1. Группа статических уравнений

- три дифференциальных уравнения равновесия
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- условия на поверхности
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2. Группа геометрических уравнений

- формулы Коши
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- уравнения сплошности
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3. Группа физических уравнений

формулы Гука в прямой
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и обратной форме
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Полученные уравнения содержат 15 неизвестных функций:

· шесть составляющих напряжений;

· шесть составляющих деформаций;

· три составляющие перемещений.

Мы имеем 15 дифференциальных уравнений:

· три дифференциальных уравнения равновесия;

· шесть формул Коши;

· шесть формул закона Гука.

Неизвестные константы определяются из условий на поверхности.

Решения указанных задач можно вести тремя способами:

1) решение в перемещениях – за основные неизвестные приняты три составляющие перемещений;

2) решение в напряжениях – за основные неизвестные приняты 6 составляющих напряжений;

3) решения в смешанной форме.

4.2. Решение задачи теории упругости в перемещениях

За неизвестные принимаются функции 
[image: image92.wmf](,,),(,,),(,,)
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.

В первое уравнение равновесия подставляем напряжения из форул закона Гука в обратной форме:
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Приходим к группе уравнений (уравнения Ламэ)
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Аналогично преобразуем условия на поверхности
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Здесь использована формула 
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 Для отыскания перемещений интегрируем три уравнения Ламэ при удовлетворении условий на поверхности. По найденным перемещения определяют деформации и перемещения.

4.3. Решение задачи теории упругости  в напряжениях

Если предположить, что объемные силы постоянны, решение задачи ТУ значительно упрощается (производные от объемных сил обращаются в нуль).

Продифференцировав уравнения Ламе по x, y, z и сложив их, получим
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Имеем:


[image: image100.wmf](
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 (гармоническое уравнение, гармонические функции).

Подставляем в первое уравнение сплошности деформации из закона Гука
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Исключим касательные напряжения из полученного уравнения. Для этого продифференцируем уравнения равновесия по x,y,z, сложим два и вычтем третье:
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Имеем:
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Добавим и вычтем 
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Имеем:
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Учитывая, что 
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, получаем:
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Проделав аналогичные преобразования над другими уравнениями сплошности, получаем шесть уравнений Бельтрами-Митчела:
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Таким образом, для решения задачи в напряжениях необходимо проинтегрировать девять уравнений.

4.4. Методы решения задач теории упругости

Задача теории упругости имеет единственное решение.

Предположим обратное: под действием заданных нагрузок в теле могут возникнуть две различные системы напряжений. В таком случае, эти напряжения должны удовлетворять уравнениям равновесия, условиям на поверхности. Вычитая из одних условий другие, получим новую систему напряжений, представляющую собой отличие системы (1) от системы (2). Полученные уравнения имеют только одно решение – напряжения равны нулю; следовательно, системы напряжений (1) и (2) совпадают, т.е. решение задачи теории упругости единственно.

Задачи теории упругости можно решать тремя разными методами:

1. Прямой метод – непосредственное интегрирование уравнений теории упругости совместно с заданными условиями на поверхности.

2. Обратный метод – задаются функции напряжений или перемещений, удовлетворяющие дифференциальным уравнениям, и смотрят, каким внешним нагрузкам они соответствуют.

3. Полуобратный метод Сен-Венана. Делаются допущения о виде функций напряжений или перемещений, при этом дифференциальные уравнения значительно упрощаются.

Тема 5. Напряженное состояние консольной балки, нагруженной на конце сосредоточенной силой
Решение задачи получим с помощью обратного метода.

Решение СМ:
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где  
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Имеем
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Уравнения равновесия и уравнения сплошности выполняются.

Условия на верхней и нижней гранях балки выполняются.

Условия на правом торце можно записать в интегральной форме:
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Эти условия также удовлетворяются. Чтобы получить полное решение, определим перемещения.

Из условия Гука имеем:
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Подставляем деформации из формул Коши:
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Интегрируем два первых уравнения
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Из последней формулы определяем константы:
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Имеем:
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Откуда
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Интегрируя, получаем:
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Формулы для перемещений
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Константы определяем из условия закрепления балки (закрепляем точку 0). 

Имеем: 

- в точке 0(0, 0)
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Во втором уравнении положим y = 0 и получим ДУ изогнутой оси балки
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Проверим гипотезу плоских сечений:

- до деформации 
[image: image129.wmf]0
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;

- после деформации 
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Поперечное сечение балки при изгибе искривляется по кубической параболе, однако формулы для напряжений, выведенные из гипотезы плоских сечений, верны.

Тема 6. Решение задачи о балке на двух опорах, нагруженной равномерной вертикальной нагрузкой
Функцию напряжений будем искать в виде суммы полиномов пятой, третьей и второй степеней:
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EMBED Equation.DSMT4[image: image133.wmf](
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Ось y является осью симметрии, поэтому коэффициенты перед членами, содержащими x в нечетной степени, равны нулю:
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Выражаем напряжения 
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Для определения констант используем граничные условия
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Имеем:
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Отсюда следует 
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Условия на торцах:
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Смягчим граничные условия: потребуем, чтобы 
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Формулы для напряжений:
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или     

 
[image: image158.wmf](

)

(

)

2222

3

3

3

22

3

322

,

435

3

2,

4

3

.

4

x

y

xy

q

lxyycy

c

qyy

q

cc

q

cyx

c

éù

s=-+-

êú

ëû

æö

s=--+

ç÷

èø

t=--


А вот формулы из сопромата:
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Для балки 1:10 отличие по горизонтальным напряжениям 0,27%, макс. вертикальные составляют 1,33% от максимальных горизонтальных.

Рассмотренный пример иллюстрирует принцип Сен-Венана. На торцах балки возникают напряжения 
[image: image160.wmf]T

s

(из-за смягчения условий задачи) и их величина быстро уменьшается с удалением от торца. Аналогичный пример можно – растяжение длинной пластинки.

                     2 семестр

Тема 1. Расчет балки-стенки
Балка-стенка – конструктивный элемент в виде балки, высота которой соизмерима с длиной перекрываемого пролета. 

Рассмотрим балку-стенку, имеющую бесконечное число пролетов. Пусть ось у проходит через середину колонны. Тогда функцию напряжений можно представить в виде
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Однако данный вид функции не удовлетворяет всем граничным условиям задачи. К ней необходимо добавить алгебраический полином второй степени:
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Дифференцируя полученную функцию, получаем формулы дл напряжений.

Константы 
[image: image163.wmf]22
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 определяем из граничных условий на верхней и нижней гранях балки.

Тема 2. Решение задачи о треугольной подпорной стенке (ТПС)
На ТПС действует давление воды, кроме этого, она загружена собственным весом 
[image: image164.wmf]1
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. Задачу можно решить, взяв в качестве ФН полином третьей степени
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Напряжения:
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Граничные на вертикальной грани:
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Имеем: 
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Граничные на наклонной грани:
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Направляющие косинусы:
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Имеем:
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Находим:
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А вот сопромат:
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Определим угол 
[image: image179.wmf]b

, при котором в теле плотины возникают только сжимающие напряжения.
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Для отношения гамм 0,5 
[image: image182.wmf]0
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Тема 3. Решение задачи о клине, нагруженного в вершине сосредоточенной силой
Формулы, полученные для простого радиального напряженного состояния,  можно применить к задаче о клине, нагруженном силой произвольного направления.

Запишем полученное решение в следующем виде: 
[image: image183.wmf](
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Очевидно, что граничные условия удовлетворяются автоматически. Однако существуют условия равновесия отсеченной части клина:
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Имеем
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Интегрируя, получим
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 Отсюда получим  
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Возведем оба выражения в квадрат и сложим:
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Рассматриваемый клин находится в простом радиальном состоянии.

3.1. Сжатие клина

Сжатие клина является частным случаем рассмотренной ранее задачи при 
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. В этом случае имеем:
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Отсюда формулы для напряжений
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Перейдем от полярных координат к декартовым.
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Рис. 1. Сжатие клина

Формулы перехода легко получить из известных формул, выведенных для объемной задачи:
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Здесь направляющие косинусы равны
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Имеем:
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Используя соотношение между полярными и декартовыми координатами
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получим 
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3.2. Изгиб клина

Частный случай рассмотренной задачи при 
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Рис. 2. Изгиб клина

Имеем:
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Радиальные напряжения: 
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Переходим к декартовым координатам:
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или
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Тема 4. Решение задачи о полуплоскости, на границе которой приложена вертикальная нагрузка
Полуплоскость, нагруженную сосредоточенной силой, можно рассматривать как частный случай клина при 
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 имеем 
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Формулы для напряжений примут вид 
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Окружность, касающаяся границы полуплоскости в месте приложения силы, является геометрическим местом точек с одинаковыми радиальными напряжениями. Это можно доказать, используя очевидное соотношение 
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10.1. Определение напряжений в основании фундамента

Переходя в предыдущей задаче к прямоугольным координатам, получим:
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Решение для одной сосредоточенной силы можно распространить на случай произвольной нагрузки, приложенной к границе полуплоскости.

Исходя из соотношения 
[image: image214.wmf]cos
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q

 получим выражение для элементарной нагрузки 
[image: image215.wmf]cos
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. Подставляя это значение в известную формулу, получим 
[image: image216.wmf]2
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Интегрируя от начала до конца нагрузки, получаем формулы для напряжений
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Если нагрузка равномерная, имеем
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Тема 5. Решение задачи Ламэ для толстостенного цилиндра
5.1. Осесимметричные задачи теории упругости.
 Решение в перемещениях

Рассмотрим задачи, в которых напряжения не зависят от полярного угла (. Бигармоническое уравнение принимает вид
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Выражения для напряжений 
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Из 2 уравнений равновесия останется одно 
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 (при отсутствии объемных сил).

Формулы Коши также упростятся: 
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Как и закон Гука 
[image: image225.wmf](
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Выразим напряжения через деформации:
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Аналогично получим 
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Используем формулы Коши:
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Подставляем эти формулы в уравнение равновесия
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Для решения дифференциального уравнения используем подстановку 
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Имеем: 
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Решение 
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Напряжения равны
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5.2. Расчет толстостенной трубы (задача Ламэ)

Для определения констант используем условия на поверхностях

при 
[image: image240.wmf]ra
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Имеем
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Формулы для напряжений примут вид:
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Из этой формулы следует, что сумма нормальных напряжений постоянна
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Также постоянно и напряжение 
[image: image249.wmf]22
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Частные случаи задачи Ламэ.

1. Действует только внутреннее давление (pb = 0)
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2. Труба бесконечно большого диаметра (
[image: image251.wmf]b
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Труба бесконечно большого наружного радиуса находится в условиях чистого сдвига. С точностью 6% при b>4a можно считать, что наружный радиус трубы бесконечно большой.

3. Действует только наружное давление (pa = 0)
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Тема 6. Моделирование напряженного состояния крепи ствола на основе применения задачи Ламэ
Задано кольцо 
[image: image254.wmf]1
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, ограниченное внешним  и внутренним радиусами 
[image: image255.wmf]0
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 и 
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 соответственно, выполненное из материала с деформационными характеристиками 
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  обладает деформационными характеристиками 
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Рис.3. Расчетная схема крепи ствола

Граничные условия:

· на 
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Разделим задачу на две:

1. Среда 
[image: image267.wmf]0

S

, ослабленная круговым отверстием радиуса 
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, под действием равномерного внутреннего давления 
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 на контур 
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2. Кольцо 
[image: image271.wmf]1
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, под действием равномерных внутреннего 
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 (контур 
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) и внешнего 
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 (контур 
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) давлений.

Такая постановка задачи значительно упрощает удовлетворение граничным условиям,  т.к. 
[image: image276.wmf](
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 (условие (*) и (**)).

Далее выразим 
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 в первой и второй задаче и приравняем их, учитывая второе граничное условие (*).  Найдя из полученного равенства 
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 и подставив в выражения напряжений в 
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 решим задачу.

Для решения этой задачи воспользуемся формулами для напряжений (задача Ламе о толстостенной трубе):
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где  
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В частном случае, когда на трубу действует только внутреннее давление, то есть когда 
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После деления числителя и знаменателя на 
[image: image286.wmf]2
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 получим:
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Переходя к пределу при 
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Таким образом формулы (1) примут вид:
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или 
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где  
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Составляющая  перемещения определяется формулой


[image: image294.wmf].

r

B

Ar

u

+

=


(5)

Подставим полученные значения (3) в формулу (5):
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Таким образом перемещения в 
[image: image296.wmf]0

S

 на линии контакта с кольцом
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для рассмотрения второй задачи также воспользуемся решением задачи Ламе о толстостенной трубе (формулы (1)). 

Подставим 
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Т.о. формулы (1) примут вид
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или
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где  
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с - безразмерный радиус внутреннего кольца 
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Подставляя выражения 
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Таким образом, перемещения в кольце на линии контакта с 
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В результате
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Удовлетворим граничному условию 

на  
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Умножив последнее выражение на 
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Выразим из этого выражения 
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Подставив 
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 в формулы (4*) и (8*) определим распределение напряжений в плоскости.

Вне кольца (
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) напряжения будут иметь вид: 
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(11)

Внутри кольца (
[image: image325.wmf]1
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) напряжения будут иметь вид: 
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На основе формул (11) и (12) написана программа на FortranPowerSt tion. В результате расчетов построены эпюры распределения напряжений 
(рис. 3).

Исходные данные
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Рис. 4. Эпюра распределения напряжений

Тема 7. Чистый изгиб криволинейного стержня (Задача Головина)
Рассмотрим изгиб криволинейного стержня, ось которого очерчена по дуге окружности.

Граничные условия: 

при 
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Для касательных напряжений условия выполняются тождественно, для нормальных имеем:
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Условия на торцах:
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Находим коэффициенты. Вычтем из второго уравнения первое:
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Выразим второй коэффициент
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Выразим из первого уравнения третий коэффициент через четвертый:
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Подставляем все в последнее уравнение:
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где 
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Далее 
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Напряжения:
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В отличие от прямого стержня, в криволинейном стержне существует давление между волокнами.

В сопротивлении материалов получены формулы 
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 – расстояние от нейтрального слоя до центра тяжести сечения, 
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 – средний радиус кривизны стержня.

Для прямоугольника 
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