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Тема контрольно-курсовой работы   

Решение плоской задачи теории упругости в прямоугольной и полярной системах координат.

1. Цель работы 

Целью работы является развитие навыков, полученных на практических занятиях, связанных с постановкой и решением плоских задач теории упругости в прямоугольных и полярных координатах
2. Структура работы и основные требования к ее выполнению  и оформлению

Студенту - магистранту предлагается решить две плоских задачи теории упругости (см. раздел 4), одну в прямоугольных, другую – в полярных координатах. В ходе решения рассматриваемых задач студентам предлагается определить напряженное или напряженно-деформированное состояние рассматриваемой области, проверить правильность выполнения граничных условий и условий равновесия.

В пояснительной записке к работе необходимо раскрыть постановку задачи, разобраться в методе решения, привести основные расчетные формулы и выражения, составить алгоритм расчета и, при необходимости, выполнить его компьютерную реализацию. Приветствуется использование современных математических пакетов.

Результаты расчета должны быть представлены, как правило, в табличном и графическом виде – эпюры напряжений, смещения границ рассматриваемых областей.

3. Основные теоретические положения

Ниже представлены основные уравнения и способы решения плоских задач теории упругости.

3.1. Основные уравнения теории упругости и способы из решения
Основные уравнения ТУ можно разделить на три группы.

1. Группа статических уравнений

- три дифференциальных уравнения равновесия
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- условия на поверхности
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2. Группа геометрических уравнений

- формулы Коши
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- уравнения сплошности
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3. Группа физических уравнений:
формулы Гука в прямой
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и обратной форме
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Полученные уравнения содержат 15 неизвестных функций:

· шесть составляющих напряжений;

· шесть составляющих деформаций;

· три составляющие перемещений.

Мы имеем 15 дифференциальных уравнений:

· три дифференциальных уравнения равновесия;

· шесть формул Коши;

· шесть формул закона Гука.

Неизвестные константы определяются из условий на поверхности.

Решения указанных задач можно вести тремя способами:

1) решение в перемещениях – за основные неизвестные приняты три составляющие перемещений;

2) решение в напряжениях – за основные неизвестные приняты 6 составляющих напряжений;

3) решения в смешанной форме.

3.2. Решение задачи теории упругости в перемещениях

За неизвестные принимаются функции 
[image: image13.wmf](,,),(,,),(,,)
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В первое уравнение равновесия подставляем напряжения из форул закона Гука в обратной форме:
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Приходим к группе уравнений (уравнения Ламэ)
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Аналогично преобразуем условия на поверхности
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Здесь использована формула 
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 Для отыскания перемещений интегрируем три уравнения Ламэ при удовлетворении условий на поверхности. По найденным перемещения определяют деформации и перемещения.

3.3. Решение задачи теории упругости в напряжениях

Если предположить, что объемные силы постоянны, решение задачи ТУ значительно упрощается (производные от объемных сил обращаются в нуль).

Продифференцировав уравнения Ламе по x, y, z и сложив их, получим
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Имеем:
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 (гармоническое уравнение, гармонические функции).

Подставляем в первое уравнение сплошности деформации из закона Гука
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Исключим касательные напряжения из полученного уравнения. Для этого продифференцируем уравнения равновесия по x,y,z, сложим два и вычтем третье:
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Имеем:
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22

2

2

22222

0.

yy

xx

z

z

yxxyz

¶s¶s

¶s¶s

¶s

+++--nÑs=

¶¶¶¶¶


Добавим и вычтем 
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Имеем:
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Учитывая, что 
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Проделав аналогичные преобразования над другими уравнениями сплошности, получаем шесть уравнений Бельтрами-Митчела:
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Таким образом, для решения задачи в напряжениях необходимо проинтегрировать девять уравнений.

3.4. Методы решения задач теории упругости

Задача теории упругости имеет единственное решение.

Предположим обратное: под действием заданных нагрузок в теле могут возникнуть две различные системы напряжений. В таком случае, эти напряжения должны удовлетворять уравнениям равновесия, условиям на поверхности. Вычитая из одних условий другие, получим новую систему напряжений, представляющую собой отличие системы (1) от системы (2). Полученные уравнения имеют только одно решение – напряжения равны нулю; следовательно, системы напряжений (1) и (2) совпадают, т.е. решение задачи теории упругости единственно.

Задачи теории упругости можно решать тремя разными методами:

1. Прямой метод – непосредственное интегрирование уравнений теории упругости совместно с заданными условиями на поверхности.

2. Обратный метод – задаются функции напряжений или перемещений, удовлетворяющие дифференциальным уравнениям, и смотрят, каким внешним нагрузкам они соответствуют.

3. Полуобратный метод Сен-Венана. Делаются допущения о виде функций напряжений или перемещений, при этом дифференциальные уравнения значительно упрощаются.

4. Варианты заданий

Задание 1

Задача 1. Решение задачи теории упругости в прямоугольной системе координат.
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Рисунок 1 – Схема к задаче 1 задания 1

Напряженное состояние тонкой пластинки описывается формулами
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1. Установить, удовлетворяют ли эти выражения дифференциальным уравнениям равновесия и уравнению неразрывности деформации.

2. Указать граничные условия на поверхности пластинки и изобразить соответствующие им поверхностные нагрузки.

3. Построить эпюры напряжений 
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 и 
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 в сечении 
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Задача 2. Решение плоской задачи теории упругости в полярной системе координат
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Рисунок 2 – Схема к задаче 2 задания 1

Напряженное состояние упругой полуплоскости определяется функцией напряжений 
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1. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция бигармоническому уравнению и граничным условиям, найти компоненты напряжений 
[image: image41.wmf],,

rr

qq

sst

.

2. Определить константу А из условия равновесия части полуплоскости, ограниченной поверхностью r = const.

3. Найти формулы для напряжений в декартовой СК и вычислить напряжения 
[image: image42.wmf]x

s

,
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 в точках A, B, C, D, E, F и напряжение 
[image: image44.wmf]y

s

 в точках L, M, N, K.

Задание 2

Задача 1. Решение задачи теории упругости в прямоугольной системе координат.
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Рисунок 3 – Схема к задаче 1 задания 2
Напряженное состояние консольной полосы малой толщины, нагруженной равномерно распределенной вертикальной нагрузкой, описывается функцией напряжений вида 
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Граничные условия на торце 
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 заданы интегрально:
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1. Установить соотношения между константами функции напряжений и найти компоненты напряжений 
[image: image49.wmf]x

s

, 
[image: image50.wmf]y

s

,
[image: image51.wmf]xy

t
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2. Из граничных условий найти константы функции напряжений.

3. Построить эпюры напряжений в сечении 
[image: image52.wmf]xl

=

 и сравнить их с эпюрами, полученными методами сопротивления материалов.

Задача 2. Решение задачи теории упругости в полярной системе координат.
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Рисунок 4 – Схема к задаче 2 задания 2
Напряженное состояние тонкого клина описывается функцией напряжений 
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1. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция бигармоническому уравнению и граничным условиям, найти компоненты напряжений 
[image: image55.wmf],,

rr

qq

sst

.

2. Определить константу А из условия равновесия части полуплоскости, ограниченной поверхностью r = const.

3. Перейти к декартовым координатам и построить эпюру напряжений в сечении x/ = l.

Задание 3

Задача 1. Решение задачи теории упругости в прямоугольной системе координат.
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Рисунок 5 – Схема к задаче 1 задания 3

Напряженное состояние консольной полосы малой толщины, нагруженной на торце сосредоточенной силой, описывается функцией напряжений вида 
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Граничные условия на торце 
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 заданы интегрально:
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1. Проверить, удовлетворяет ли функция напряжений бигармоническому уравнению, и найти компоненты напряжений 
[image: image60.wmf]x

s

, 
[image: image61.wmf]y

s

,
[image: image62.wmf]xy

t

 и из граничных условий найти  константы функции напряжений.

3. Построить эпюры напряжений в сечении 
[image: image63.wmf]xl

=

 и сравнить их с аналогичными эпюрами, полученными методами сопротивления материалов.

Задача 2. Решение задачи теории упругости в полярной системе координат.

[image: image64.png]



Рисунок 6 – Схема к задаче 2 задания 3
Напряженное состояние тонкого клина описывается функцией напряжений 
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1. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция бигармоническому уравнению и граничным условиям, найти компоненты напряжений 
[image: image66.wmf],,
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qq

sst

.

2. Определить постоянные А и В из условия равновесия части полуплоскости, ограниченной поверхностью r = const.

3. Перейти к декартовым координатам и построить эпюру напряжений в сечении x/ = l.
Задание 4

Задача 1. Решение задачи теории упругости в прямоугольной системе координат.
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Рисунок 7 – Схема к задаче 1 задания 4
Напряженное состояние невесомой пластинки описывается компонентами напряжений
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1. Проверить, удовлетворяют ли компоненты напряжений дифференциальным уравнениям равновесия и условию сплошности.

2. Указать условия на поверхности пластинки и изобразить соответствующие нагрузки.

3. Построить эпюры напряжений 
[image: image69.wmf]x

s

 и 
[image: image70.wmf]y

s

 в сечении x = 0.

Задача 2. Решение задачи теории упругости в полярной системе координат.
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Рисунок 8 – Схема к задаче 2 задания 4
Тонкая пластинка, выполненная в форме клина, нагружена в вершине силами P и Q, лежащими в плоскости пластинки.

Функция напряжений имеет вид: 
[image: image72.wmf](,)cossin
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.

1. Проверить, является ли функция напряжений бигармонической и определить компоненты напряжений 
[image: image73.wmf],,

rr

qq

sst

.

2. Проверить, удовлетворяются ли условия на боковой поверхности клина. Из условий равновесия части клина, вырезанной цилиндрической поверхностью r = const найти постоянные A и B.

3. Определить  напряжения 
[image: image74.wmf]x

s

, 
[image: image75.wmf]y

s

,
[image: image76.wmf]xy

t

.  Построить эпюры напряжений в сечении x = l
Задание 5

Задача 1. Решение задачи теории упругости в прямоугольной системе координат.
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Рисунок 9 – Схема к задаче 1 задания 5
Плотина треугольного профиля нагружена собственным весом (объемный вес материала плотины – 
[image: image78.wmf]r

) и внешним давлением 
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.

Функция напряжений имеет вид полинома третьей степени:
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1. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция бигармоническому уравнению, найти константы функции.

2. Определить компоненты напряжений.

3. Построить эпюры напряжений в сечении плотины y = H.

4. Найти максимальные напряжения в точке А и указать площадки, на которых они действуют.

Задача 2. Решение задачи теории упругости в полярной системе координат.

[image: image81.png]T o—




Рисунок 10 – Схема к задаче 2 задания 5
Напряженное состояние упругой полуплоскости определяется функцией напряжений 
[image: image82.wmf](,)sin
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.

1. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция бигармоническому уравнению и граничным условиям, найти компоненты напряжений 
[image: image83.wmf],,
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qq
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.

2. Определить константу А из условия равновесия части полуплоскости, ограниченной поверхностью r = const.

3. Найти формулы для напряжений в декартовой СК и вычислить напряжения 
[image: image84.wmf]x

s

,
[image: image85.wmf]xy

t

 в точках A, B, C, D, E, F и напряжение 
[image: image86.wmf]y

s

 в точках L, M, N, K.

Задание 6

Задача 1. Решение задачи теории упругости в прямоугольной системе координат.
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Рисунок 11 – Схема к задаче 1 задания 6
Напряженное состояние плотины описывается функцией напряжений вида 
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1. Установить соотношения между константами функции и определить компоненты напряжений.

2. Составить граничные условия и определить постоянные. Условия на верхней грани
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3. Построить эпюры напряжений 
[image: image90.wmf]y

s

и 
[image: image91.wmf]xy

t

 в основании плотины и сравнить их с эпюрами, полученным по формулам сопротивления материалов

Задача 2. Решение задачи теории упругости в полярной системе координат.
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Рисунок 12 – Схема к задаче 2 задания 6
Напряженное состояние упругой полуплоскости определяется функцией напряжений 
[image: image93.wmf](,)cos
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.

1. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция бигармоническому уравнению и граничным условиям, найти компоненты напряжений 
[image: image94.wmf],,
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.

2. Определить константу А из условия равновесия части полуплоскости, ограниченной поверхностью r = const.

3. Найти формулы для напряжений в декартовой СК и вычислить напряжения 
[image: image95.wmf]x

s

,
[image: image96.wmf]xy

t

 в точках A, B, C, D, E, F и напряжение 
[image: image97.wmf]y

s

 в точках L, M, N, K.

Задание 7

Задача 1. Решение задачи теории упругости в прямоугольной системе координат.

[image: image98.png]



Рисунок 13 – Схема к задаче 1 задания 7
Напряженное состояние тонкой треугольной пластинки постоянной толщины характеризуется функцией напряжений вида
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1. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция бигармоническому уравнению и граничным условиям.

2. Найти компоненты напряжений 
[image: image100.wmf]x

s

, 
[image: image101.wmf]y

s

,
[image: image102.wmf]xy

t

.

3. Построить эпюры напряжений в сечении 
[image: image103.wmf]0

x

=

 и сравнить их с аналогичными формулами, полученными методами сопротивления материалов.

Задача 2. Решение задачи теории упругости в полярной системе координат.
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Рисунок 14 – Схема к задаче 2 задания 7
Напряженное состояние упругой полуплоскости определяется функцией напряжений 
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1. Проверить, является ли функция напряжений бигармонической и найти компоненты напряженного состояния 
[image: image106.wmf],,
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.

2. Проверить, удовлетворяются ли граничные условия.

3. Проверить, выполняются ли условия равновесия части пространства, ограниченного цилиндрической поверхностью r = const . 4. Найти формулы для напряжений в декартовой СК и вычислить напряжения 
[image: image107.wmf]x

s

,
[image: image108.wmf]xy

t

 в точках A, B, C, D, E, F и напряжение 
[image: image109.wmf]y

s

 в точках L, M, N, K.

Задание 8

Задача 1. Решение задачи теории упругости в прямоугольной системе координат.
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Рисунок 17 – Схема к задаче 1 задания 8
Плотина треугольного профиля нагружена собственным весом (объемный вес материала плотины – 
[image: image111.wmf]r

) и внешним давлением 
[image: image112.wmf]qy
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.

Функция напряжений имеет вид:
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1. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция бигармоническому уравнению, найти константы функции.

2. Определить компоненты напряжений.

3. Построить эпюры напряжений в сечении плотины y = H.

4. Найти максимальные напряжения в точке А и указать площадки, на которых они действуют

Задача 2. Решение задачи теории упругости в полярной системе координат.
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Рисунок 16 – Схема к задаче 2 задания 8
Напряженное состояние упругого откоса определяется функцией напряжений 


[image: image115.wmf]2

(,)(cos2sin2).

rrabcd

jq=q+q+q+


1. Проверить, удовлетворяет ли функция напряжений бигармоническому уравнению, вычислить компоненты напряжений 
[image: image116.wmf],,
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qq
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.

2. Составить граничные условия и вычислить постоянные, входящие в функцию напряжений. 
3. Вычислить напряжения в точках A, B, C, D и указать площадки, на которых они возникают.
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