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Лабораторная работа № 1 

Обтекание сферы потоком несжимаемой идеальной жидкости. 

I. ЦЕЛЬ РАБОТЫ 

 

Приобретение навыков математического моделирования процесса обтекания 

сферы потоком несжимаемой идеальной жидкости и аналитического решения 

этой задачи. 

 

II. ЗАДАНИЕ 

 

1. Построить модель процесса обтекания сферы потоком жидкости. 

2. Провести подробное аналитическое решение задачи. 

3. Определить компоненты вектора скорости частиц жидкости. 

4. Найти распределение скоростей частиц жидкости на поверхности 

сферы. 

5. С помощью интеграла Бернулли определить давление на 

поверхности сферы. 

6. Рассчитать зависимость давления на поверхности сферы от 

полярного угла . 

7. Рассчитать зависимость величин Vr и V от угла  при r = 1,2a; 5a; 

10a.  

8. Рассчитать зависимости Vr и V от r в диапазоне изменения r от a до 

10a при любых значениях . 

 

III. ВЫПОЛНЕНИЕ 

 

1. Математическая модель процесса обтекания сферы потоком 

жидкости 

 

Движение несжимаемой идеальной жидкости описывается системой уравнений 

гидродинамики, состоящей из уравнения Эйлера 

( )
1

grad
V

V V F p
t 


+  = −


     (1) 

и уравнения неразрывности, которое в случае несжимаемости жидкости 

(плотность const = ) имеет вид 

div 0V = ,      (2) 

где V - скорость жидкости; p  - давление; F  - массовая сила, отнесенная к 

единице массы. 

Используя формулу векторного анализа 

( )
2

rot grad
2

V
V V V V =  +  

и рассматривая стационарное безвихревое движение жидкости при отсутствии 

массовых сил, из уравнения (1) получим 



2

grad 0
2

V p



 
+ = 

 
 

следовательно,  
2

2

V p
C


+ = ,      (3) 

где С – константа, имеющая одно и то же значение во всех точках движущейся 

жидкости. Равенство (3) называется интегралом Бернулли. 

Рассмотрим задачу об обтекании неподвижной абсолютно твердой сферы 

стационарным потоком идеальной жидкости. Пусть незавихренный поток 

несжимаемой идеальной жидкости, двигаясь поступательно со скоростью 
0V , 

обтекает на своем пути твердую сферу радиуса а. Определим поле скоростей 

возмущенного движения жидкости. 

Считая движение безвихревым ( 0Vrot = ), введем в рассмотрение потенциал 

скоростей  . При этом скорость частиц жидкости будет определяться 

формулой 

gradV = . 

Для решения задачи введем систему сферических координат , ,r    с началом в 

центре сферы и направим ось z в сторону, противоположную движению потока 

(рис.1). 

Из уравнения неразрывности следует, что потенциал скоростей   для 

несжимаемой жидкости должен удовлетворять всюду вне сферы уравнению 

Лапласа 

0 =       (4) 

Граничное условие на поверхности сферы состоит в равенстве нулю 

нормальной составляющей скорости 
nV : 

0n r a
r a

V
r


=

=


= =


     (5) 

Кроме того, потенциал   в бесконечности должен удовлетворять условию 

0gradV V = = − .      (6) 

Потенциал   представим в виде суммы двух слагаемых 

одн  = + ,      (7) 

где ( )одн 0 0 cosV z V r = −  = −    - потенциал скоростей однородного потока; 

   - потенциал скоростей возмущенного потока. 

Тогда из выражений (3), (5) и (6) получаем 

0; =        (8) 

( )0 cos
r a

V
r




=


= 


;     (9) 

grad 0V  
 = = .     (10) 

Таким образом, задача состоит в нахождении решения уравнения (8),  

удовлетворяющего граничному условию (9) и условию на бесконечности (10). 

 



2. Аналитическое решение задачи 

 

В сферической системе координат 

( )
( )

( )

2
2

2 2 2

1 1 1
sin

sin sin

          
 = + +            

r
r r r

  
 

    
. 

Так как рассматриваем осесимметричную задачу, то функция   не зависит от 

координаты  . Поэтому уравнение (8) принимает вид 

( )
( )2 1

sin 0
sin

r
r r

 


  

       
+ =         

.    (11) 

Будем решать уравнение (11) методом разделения переменных. Для этого 

полагаем 

( ) ( ) ( ),r R r   =  .     (12) 

Подставляя (12) в (11), получим 

( )
( )21 1

sin
sin

d dR d d
r

R dr dr d d


  

   
= −        

. 

Так как левая часть последнего равенства не зависит от  , а правая от r, то 

можем записать 

( )
( )21 1

; sin
sin

d dR d d
r

R dr dr d d
  

  

   
=  = −       

. 

где   - постоянная разделения, которую считаем неотрицательной. 

Положим ( )1n n = + , где n – целое число. Тогда для первого уравнения будем 

иметь 

 

2

2 2

2

2

1
( 1);

2
( 1);

2 ( 1) 0;

d dR
r n n

R dr dr

r dR r d R
n n

R dr R dr

r R rR n n R

 
 = + 

 

 +  = +

 + − + =

 

Положим R r= , получим: 

 2 1( 1) ; .R r R r   − − =  −  =   

Подставим в исходное уравнение, получим: 

 

2 2 1

2

1 2

( 1) 2 ( 1) 0;

( 1) 2 ( 1) 0;

( 1) 0;

, ( 1).

r r r r n n r

n n

n n

n n

    

  

 

 

− −− + − + =

− + − + =

+ − + =

= = − +

 

Окончательно получаем решение: 

( ) ( )1
,

nn

n nR r A r B r
− +

= +  

где  - nn B,A  постоянные. 

 

Решим второе уравнение: 



 
2

2

2

2

1
sin ( 1);

sin

1
cos sin ( 1);

sin

cos
( 1) 0.

sin

d d
n n

d d

d d
n n

d d

d d
n n

d d


  

 
  



  

 
 = − + 

  

  
 +  = − + 

   

 
 + + +  =

 

Обозначим 
2

2
,

d d

d d 

 
 =  =  , тогда уравнение примет вид 

 
cos

( 1) 0.
sin

n n



  +  + +  =  (14) 

 

Положим cos s = , тогда arccos , ( ) (arccos )s s =  =  =  . Отсюда следует: 

 

( )

2

2
2 2 2 2

2

1 ;

1 1 1 1 .

d
s

ds

d d d d d
s s s s s

ds ds ds ds ds


 = − − 

    
 = − −  = − −  − −  = −  + − 

 

 

Подставим полученные выражения в (14): 

 
( )

( )

2
2 2

2 2

2
2

2

1 1 ( 1) 0;
1

1 2 ( 1) 0.

d d s d
s s s n n

ds dsds s

d d
s s n n

dsds

   
− − + − −  + +  = 

 −

 
− − + +  =

 

Получили дифференциальное уравнение Лежандра. 

Окончательно получаем решение: 

( ) ( ) cosPС nn=  

где 
nC  - постоянные; 

nP  - полином Лежандра порядка n. 

Для выполнения условия (10) необходимо положить 0nA = . Таким образом, 

( ) ( )1
cos

n

n na P r 
− +

 = , 

где 
na  - некоторая постоянная. 

Будем искать потенциал    в виде ряда 

( ) ( )1

0

cos
n

n n

n

a P r 


− +

=

 =  

Подставляя этот ряд в граничное условие (9), получаем 

( ) ( ) ( )2

0

0

cos 1 cos
n

n n

n

a P n a V 


− +

=

−  +  =  . 

Учитывая, что ( )1cos cosP = , находим 

0
3

2
1

1 Vaa;1n,0 −==na . 

Таким образом, 

3 2

0

1
cos

2
a V r − = −    . 

На основании формулы (7) окончательно получаем решение задачи 



3

0 2
cos

2

a
V r

r
 

 
= − + 

 
. 

 

3. Определение компонент вектора скорости частиц жидкости 

 

Определив потенциал скоростей  , можем найти компоненты вектора скорости 

частиц жидкости по формулам 
1 1

; ;
sin

rV V V
r r r

 

  

  

  
= = =
   

. 

Окончательно получаем: 

 

3

0 3

3 3

0 02 3

1 cos ;

1 1
sin 1 sin ;

2 2

1
0.

sin

r

a
V V

r r

a a
V V r V

r r r r

V
r









 





 

 
= = − −  
  

    
= = +  = +     

     


= =

 

 

 

4. Нахождение распределения скоростей частиц жидкости на 

поверхности сферы 

 

На поверхности сферы, т. е. при r = a, компоненты скорости равны: 
3

0 3

3

0 03

1 cos 0;

3
1 sin sin .

22

r r a

r a

a
V V

a

a
V V V

a




 

=

=

 
= − −  = 

 

 
= +  =  

 

 

Тогда модуль скорости частиц жидкости на поверхности сферы равен: 

0

3
sin

2r a r a
V V V 

= =
= =   

 

5. Определение давления на поверхности сферы.  

Для определения давления воспользуемся интегралом Бернулли: 

На поверхности сферы будем иметь 

( )2 2

0

9
sin

8
p C V = −   . 

Отсюда видно, что распределение давления относительно плоскости XOY, 

перпендикулярной к направлению потока, симметрично. Тогда ясно, что 

давления, приложенные к поверхности сферы, взаимно уравновешиваются. Это, 

так называемый, парадокс Даламбера. Он объясняется тем, что в 

действительности безотрывное безвихревое обтекание сферы не имеет места. С 

поверхности сферы срываются вихри, которые видоизменяют как картину 

течения, так и распределение давления на поверхности сферы. 

 

IV.  ОФОРМЛЕНИЕ ОТЧЕТА. 



В отчете должны быть представлены: цель работы, задание, выполнение,  

решение задачи в математическом пакете.   

 



 

Лабораторная работа № 2 

Распространение тепла в сферическом теле. 

 

I. Цель работы.  

Приобретение навыков построения математической модели распространения 

тепла в сферическом теле. 

II. Задание. 

1. Построить математическую модель процесса распространения тепла в 

сферическом теле. 

2. Провести подробные преобразования и получить решение (13) поставленной 

задачи. 

3. Построить кривые распределения относительной избыточной температуры   

в шаре по относительному радиусу 
r

R
 при постоянном числе Фурье 

2

a t
F

R


= , 

равном 
30

10
,

20

10
,

10

10
. 

4. Рассчитать и построить графики зависимости функции   от числа Фурье, 

изменяющегося от 0,05 до 1 с  шагом 0,05 для следующих значений отношения 

r

R
: 

100

10
,

50

10
,

25

10
. 

III. Выполнение. 

1. Теоретические сведения. 

Процесс распространения тепла в изотропной среде описывается уравнением 

теплопроводности 

0)(gradgrad =+



−+ qTc

t
TT  , 

где  
T - температура, 

  - плотность материала, из которого изготовлено моделируемое сферическое 

тело, 

  - коэффициент теплопроводности, 

c  - удельная массовая теплоемкость (теплоемкость вещества), 

q  - мощность внутренних источников теплоты, 

t  - время продолжения процесса распространения тепла. 

Для однородного тела величины , , c   постоянны и уравнение примет вид 

1
0

T q
T

a t 


 −  + =


, 

где a
c




=


. 

При решении конкретных задач теории теплопроводности начальные и 

граничные условия обеспечивают получение однозначного решения уравнения 

теплопроводности. 



Таким образом, математическая модель процесса распространения тепла 

представляет собой уравнение теплопроводности и уравнения, описывающие 

начальные и граничные условия. 

Рассмотрим следующую краевую задачу теории теплопроводности. 

2. Постановка задачи.  

          Дано сферическое тело радиуса R  с известным начальным 

распределением температуры 
0T . В начальный момент времени поверхность 

шара мгновенно охлаждается до некоторой температуры 
cT , которая 

поддерживается постоянной на протяжении всего процесса охлаждения. 

Требуется найти распределение температуры T  внутри шара в любой момент 

времени t . 

Охлаждение происходит равномерно, так что изотермы внутри шара 

представляют собой концентрические сферы, то есть температура T  зависит 

только от радиус-вектора r  и времени t . 

Дифференциальное уравнение теплопроводности при отсутствии источников 

тепла имеет следующий вид: 

T
a T

t


= 


, a

c




=


. 

Уравнение теплопроводности для рассматриваемой симметричной задачи в 

сферической системе координат записывается в виде: 

( ) ( ) ( )2

2

, , ,2T r t T r t T r t
a

t r r r

   
=  +  

   
.                                (1) 

Необходимо найти решение уравнения (1), удовлетворяющее следующим 

условиям: 

( ) 0,0T r T= ,                                                       (2) 

cTtRT =),( ,                                                       (3) 

( )0,T t  ,                                                       (4) 

( )0,
0

T t

r


=


.                                                      (5) 

Таким образом, будем искать решение первой краевой задачи. Условие (4) 

обозначает, что температура в центре сферы на протяжении всего процесса 

теплообмена должна быть конечной. Условие (5) есть условие симметрии. 

3. Решение задачи.  

        Перепишем дифференциальное уравнение (1) в виде: 

( ) ( )
2

2
, ,rT r t a rT r t

t r

 
=       

.                                    (6) 

Будем решать поставленную задачу методом интегральных преобразований, 

используя для этого преобразование Лапласа. Применим преобразование 

Лапласа к уравнению (6) относительно переменной t , положив 

( ) ( )
0

, ,pt

LT r p e T r t dt



−=  . Учитывая, что  



( ) ( ) ( ) ( ) 0

0

, , ,0 ,pt

L Le T r t dt p T r p T r p T r p T
t



− 
=  − =  −

 , 

получаем: 

  0),(),( 0

2

2

=+−




a

rT
prrT

a

p
prrT

r
LL .                            (7) 

Таким образом, вместо дифференциального уравнения в частных производных 

(6) мы получили обыкновенное дифференциальное уравнение (7) относительно 

изображения ( ),LT r p .  

Решение уравнения (7) имеет вид: 

( )

1 1

2 2

0, ch sh

p p
r r

a a

L

T p p
r T r p r Ae Be A r B r

p a a

   
 −    

   
   

 −  = + =   +     
   

.     (8) 

Так как в центре шара 0r =  температура ( )0,T t  и ее преобразование Лапласа 

( )0,LT p  согласно условию о конечности температуры (4) не могут быть 

величинами бесконечно большими, то есть ( )
0

lim , 0L
r

r T r p
→

 = , то следует 

положить 0A= . 

Таким образом, имеем: 

( ) 0 1
, shL

T p
T r p B r

p r a

 
− =    

 
.                             (9) 

Постоянную B  определим из граничного условия для изображения 

( ), c
L

T
T R p

p
= , которое получается в результате применения преобразования 

Лапласа к условию (3). 

Найдем  
















−
−=

R
a

p
p

RTT
B c

sh

)( 0 . 

Тогда решение (9) примет следующий вид: 





























−

=−

R
a

p
rp

r
a

p
RTT

prT
p

T
c

L

sh

sh)(

),(

0

0 .                           (10) 

Теперь, зная преобразование Лапласа температуры, можем найти 

распределение температуры в теле, осуществив обратное преобразование 

Лапласа. Для этого воспользуемся теоремой разложения. 

Теорема разложения.  

Если изображение представляет собой дробную функцию 



( )
( )

( )

2

0 1 2

2

1 2

...
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L
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где 
nP  - простые корни функции ( )p . 

Правая часть равенства (10), являющаяся отношением функций 

( ) ( )0 shc

p
p T T R r
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= −    

 
 и ( ) sh

p
p p r R
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=    

 
, может быть 

представлена в виде (11), так как 
3
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3 3
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Найдем корни функции ( )p , для чего необходимо положить  

( ) sh 0
p
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Отсюда получим следующие корни: 

1) 0p = . 
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Для нулевого корня воспользуемся отношением (12): 
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Для корней 
nP  будем иметь: 
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В результате обратное преобразование Лапласа равенства (10) с помощью 

теоремы разложения дает окончательное решение задачи: 

( )
( )

1 2

2
10

sin
,

2 1 exp
n

nc

n

nc n

r
R

T r t T a tR

T T r R
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−   
 .            (13) 

 

Необходимые графики построим в математическом пакете Maple   

 

Кривые распределения относительной избыточной температуры   в шаре по 

относительному радиусу 
r

R
 при постоянном числе Фурье 

2

a t
F

R


= , равном 

30

10
,

20

10
,

10

10
. 

Графики зависимости функции   от числа Фурье, изменяющегося от 0,05 до 1 с  

шагом 0,05 для следующих значений отношения 
r

R
: 

100

10
,

50

10
,

25

10
. 

IV.  ОФОРМЛЕНИЕ ОТЧЕТА. 

В отчете должны быть представлены: цель работы, задание, выполнение,  

решение задачи в математическом пакете.   



 

Лабораторная работа № 3 

Рассеяние звуковых волн на сфере. 

 

I. Цель работы 

 

 Построение математической модели процесса рассеяния звуковых волн 

на сфере; получение аналитического решения поставленной задачи; проведения 

численных исследований. 

II. Задание 

 

1. Построить математическую модель процесса рассеяния плоской звуковой 

волны на сфере в идеальной жидкости. 

2. Методом разделения переменных получить аналитическое решение 

задачи. 

3. Рассчитать и построить диаграммы направленности рассеяния волны, 

представляющие собой зависимости функции  )(F  от полярного угла   при 

следующих значениях параметра   

 

№вар ka 

1 0.1 

2 0.5 

3 2.0 

4 4.0 

5 10.0 

6 20.0 

7 0.1 

8 0.5 

9 2.0 

10 3.0 

11 10.0 

12 15.0 

13 6.0 

14 3.0 

15 10.0 

 

III. Выполнение 

1. Теоретические сведения 

 

Для математического моделирования процесса распространения звука в 

идеальной среде воспользуемся полной системой уравнений гидромеханики 

идеальной жидкости, описывающей любое движение идеальной жидкости. Эта 

система включает уравнение движения идеальной жидкости (уравнение 

Эйлера), уравнение неразрывности и уравнение физического состояния. 



Математическое описание движения жидкости осуществляется с помощью 

функций, определяющих распределение скорости V , давления p  и плотности 

 . Величины V , p  и   есть функции времени t  и координат точек 

пространства. Уравнение Эйлера имеет вид: 

pgradFVV
t

V
 

1
)(


−=+




,                                          (1) 

где  F - массовая сила, отнесенная к единице массы. 

Уравнение неразрывности записывается в виде  

0)( =+



Vdiv

t



.                                                  (2) 

Будем считать, что движение сжимаемой жидкости происходит адиабатически. 

В этом случае уравнение физического состояния принимает вид 















=

0

0pp ,                                                      (3) 

где  
V

P

C

C
= ; 

0p  и 
0  - давление и плотность невозмущенной жидкости; PC  и 

VC  

- теплоемкость при постоянном давлении и постоянном объеме. 

Процесс распространения звука представляет собой малые колебания 

жидкости, так что в уравнении (1) можно пренебречь конвективными членами. 

Полагая, что внешние силы отсутствуют, получим 

pgrad
t

V
 

1
−=






.                                                  (4) 

Введем в рассмотрение величину  S , называемую сжатием и равную 

относительному изменению плотности 

0

0



 −
=S       ( )S+= 10 .                                         (5) 

Тогда уравнение (3) перепишем в виде  

( )Spp += 10 .                                                                 (6) 

При малых колебаниях жидкости сжатие S  настолько мало, что высшими 

степенями  S  можно пренебречь. В результате из выражения (6) получим 

( )Spp += 10
.                                                      (7) 

Подставим выражение (5) в уравнение неразрывности. Так как  

  )()( )()( 00 gradVVdivSVdivgradVVdivVdiv ++=+= , 

причем последними двумя слагаемыми можно пренебречь, то вместо уравнения 

(2) будем иметь 

0)( =+



Vdiv

t

S
 .                                                (8) 

Уравнение (4) в том же приближении сводится к уравнению  

Sgradc
t

V
 2 −=




,                                                 (9) 

где  
2

1

0

0
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P

c  - скорость звука. 



Предположим теперь, что в начальный момент существует потенциал 

скоростей 0

~
 , т.е. 

00

~
 | gradV t == .                                                  (10) 

Из уравнения (9) имеем  

  |
0

2
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−= =

t

t dtSgradcVV .  

С учетом (10) получаем  


~

   
~
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0 graddtScgradV
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−=  .                                     (11) 

Это означает, что существует потенциал скоростей
~

в любой момент времени 

t : 

−=

t

dtSc
0

2

0  
~~
 . 

Дифференцируя последнее выражение два раза по t , получим 

t

S
c
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−=



 2

2

2 ~


.                                                  (12) 

С другой стороны, подставляя выражение (11) в уравнение (8), будем иметь 


~~

 −=−=



graddiv

t

S
 .                                           (13) 

Из уравнения (12) и (13) приходим к волновому уравнению  


 ~
~

2

2

2

=



c

t
,                                                   (14) 

которое описывает процесс распространения звука в идеальной жидкости. 

Отметим, что знание потенциала  
~

 достаточно для определения всего 

процесса движения жидкости в случае малых возмущений, так как  


~

 gradV = ;   
tc

S



=

~

1
2

. 

В случае установившегося режима колебаний 
tie  −=

~
                                                          (15) 

уравнение (14) переходит в уравнение Гельмгольца  

02 =+  k ,                                                         (16) 

где  - круговая частота; 
c

k


=  - волновое число. При этом 
~

ip = . 

Рассмотрим задачу о рассеянии плоской звуковой волны на сфере. Пусть на 

абсолютно жесткую неподвижную сферу радиуса  a  падает плоская волна, 

распространяющаяся по направлению оси  z  (рис.1). Потенциал скоростей 

падающей волны имеет вид  
ti

PP e  −=
~

, где zki

p e = .                                              (17) 

Требуется определить акустическое поле, рассеянное сферой. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1        Геометрия задачи. 

 

Для решения задачи введем систему сферических координат  r ,  ,   с началом 

в центре сферы. 

Граничное условие на поверхности жесткой сферы, помещенной в идеальную 

среду, заключается в равенстве нулю нормальной скорости частиц жидкости  

nV   и имеет вид 

0|| =



= == ararn

r
V


.                                               (18) 

В силу линейной постановки задачи потенциал скоростей полного 

акустического поля 

SP  += ,                                                        (19) 

где  
S  - искомый потенциал скоростей рассеянной волны. 

Потенциал скоростей  
S  должен, помимо граничного условия (18), 

удовлетворять условию излучения на бесконечности:  0lim =
→

S
r

 .  

С учетом выражения (19) из уравнения (16) и (18) получаем 

02 =+ SS k  ;                                                                 (20) 

ar
P

ar

S

rr
==
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||


.                                                          (21) 

Таким образом, в математической постановке задача состоит в нахождении 

решения волнового уравнения (20), удовлетворяющего граничному условию 

(21) и условию излучения на бесконечности. Заметим, что поставленная задача 

является осесимметричной. Поэтому S  не зависит от сферической координаты 

 . 

Решив уравнение Гельмгольца методом разделения переменных в сферической 

системе координат, получим общее решение в виде  


=

=



0

) (cos)(
n

nnnS PrkZA , 

a 



где )( rkZn   - одна из сферических  бесселевых функций порядка n ; 

) (cosnP  - полином Лежандра порядка n ; 

nA  - постоянные. 

Для того, чтобы потенциал 
S  удовлетворял условию излучения на 

бесконечности, необходимо в качестве сферической функции Бесселя выбрать 

сферическую функцию Хэнкеля первого рода )( rkhn  . В этом случае 
S  

соответствует расходящейся волне с учетом того, что временный множитель 

выбран в виде   tie − . 

Итак, решение уравнения (20) будем искать в виде  


=

=



0

) (cos)(
n

nnnS PrkhA .                                                       (22) 

Падающую волну представим в виде разложения в ряд 

) (cos)()12(
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p PrkJnie +==
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 ,                           (23) 

где  )( rkJ n   - сферическая функция Бесселя порядка n . 

Для определения неизвестных коэффициентов  
nA  подставим разложения (22) и 

(23) в граничное условие (21). В результате получим 

)(

)(
)12(

kah

kaJ
niA

n
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+−= ,  где  )()( xz
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d
xz = . 

Таким образом, находим решение задачи  
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Рассмотрим дальнюю зону акустического поля  )( Ikr  . На больших 

расстояниях от сферы функцию  )( rkhn   заменим асимптотической формулой 

kr

e
irkh

rki
n

n


+ − 1)(~)( . 

Будем иметь  )( F
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e rki
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, где 
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В дальней зоне поля для давления и составляющих скорости частиц среды в 

рассеянной волне получим следующие выражения: 

)( F
kr

e
iP

rki

S =


; 

)(F
kr

e
kiV

rki

rS 


;    0V S ;   0=SV .                                   (26) 

Причем в формулах (26) пренебрегли членами порядка  
2

1

r
. 

Интенсивность рассеянной волны определяется по формуле  
SrsS PVI =

2

1
. В 

дальней зоне поля 



22

0 )(
2

1
 FrcI S

−= . 

Сходимость рядов (24) и (25) существенным образом зависит от параметра  
ak  .Сходимость ухудшается с ростом  ak  . 

Приведем некоторые формулы для специальных функций, необходимые при 

проведении расчетов: 

1)(0 =xP ;   xxP =)(1 ; 
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1
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+
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)( 11 xzxz
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)( 11 xznxnz
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 . 



2. Варианты   расчёта (Mathcad 14) 

 

Пример графика 

 
 

IV.  ОФОРМЛЕНИЕ ОТЧЕТА. 

В отчете должны быть представлены: цель работы, задание, выполнение,  

решение задачи в математическом пакете.   

 

 

 

 

 

 

 

Лабораторная работа №5 

На тему: «Решение плоской задачи теории упругости» 

I. Цель работы.  

Решение плоской задачи теории упругости о напряженном состоянии в 

плоской пластине методом конечных разностей с применением ЭВМ. 

II. Задание. 

1. Получить конечно-разностное уравнение (5) 

2. Методом конечных разностей решить задачу о напряжённом 

состоянии в плоской пластине, применяя ЭВМ 



3. Определить нормальные и касательные напряжения на границе 

пластины, а также вдоль оси y. 

4. При расчётах положить a=1, p=n+k=11+4=15. 

III. Выполнение. 

В случае двумерных задач теории упругости, при отсутствии объемных сил и 

при заданных усилиях на границе, напряжения определяются функцией 

напряжения  , которая удовлетворяет бигармоническому уравнению 

02
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4

22
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4
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                                                   (1) 

и граничным условиям  

;        x xy y xyl m x m l y    +  =  +  = ,                                           (2) 

где    ,l m  – направляющие косинусы нормали к границе; 

         ух   ,  – компоненты поверхностных сил, отнесенных к единице площади 

в данной точке границы; 

         ух  ,  – нормальные напряжения; 

         ху  – касательное напряжение. 
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Уравнения равновесия:
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Первое уравнение показывает, что выражение 

является полным дифференциалом некоторой функции Q( , )

       

Аналогично
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Последнее показывает, что выражение 

является полным дифференциалом некоторой функции ( , ) напряжение  Эри

Откуда

            

Следовательно:
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Подставляя полученные результаты в условие совместимости:

0
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Спроецируем силы, действующие на грани на ось x и на ось y. Получим: 
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В итоге получим граничные условия ;        x xy y xyl m x m l y    +  =  +  =  

 

Величины ух  , , ху  выражаются через функцию напряжения по формулам  

ухху
х
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Поэтому граничные условия (2) принимают вид  
2 2 2 2

2 2
x        l m m l y

у х у х х у

      
− = − =

     
.                                (4) 

 Зная усилия, распределенные вдоль границы, можем с помощью 

интегрирования уравнений (4) найти функцию   на границе. 

Таким образом, задача о напряженном состоянии в плоской пластинке 

сводится к определению функции  , которая удовлетворяет уравнению (1) в 

каждой точке внутри области, а на границе принимает вместе со своими 

первыми производными заданные значения. 

 Используя метод конечных разностей, запишем бигармоническое 

уравнение (1) для случая квадратной сетки с шагом h  в конечно-разностной 

форме. 

Производные можно заменить по формулам 

1
2

, 1,

,

i j i j

i jx h

  −

−

− 
 

 
;    

1
2

1, ,

,

i j i j

i jx h

  +

+

− 
 

 
; 

 

1 1
2 2

2
, , 1, , , 1, 1, , 1,

2 2 2

,

2i j i j i j i j i j i j i j i j i j

i j

x x

x h h h

 

       + − + − + −

    
−   

  − − + − +     
 = = 

 
; 

2
2, 1, ,

2 2

1,

2i j i j i j

i j
x h

   + +

+

− + 
 

 
;                

2
, 1, 2,

2 2

1,

2i j i j i j

i j
x h

   − −

−

− + 
 

 
; 

 
2

1, 1 , 1 1, 1

2 2

, 1

2i j i j i j

i j
x h

   + + + − +

+

− + 
 

 
;                

2
1, 1 , 1 1, 1

2 2

, 1

2i j i j i j

i j
x h

   + − − − −

−

− + 
 

 
. 

Откуда 
2 2 2

2 2 24 2 2
1, , 1,

4 2 2 2

, ,

2

i j i j i j

i j i j

x x x

x x x h

  

  + −

       
− +     

             
=  =   

     
 

2, 1, , 1, , 1, , 1, 2,

4

2 2 4 2 2i j i j i j i j i j i j i j i j i j

h

        + + + − − −− + − + − + − +
= =  

2, 1, , 1, 2,

4

4 6 4i j i j i j i j i j

h

    + + − −− + − +
= . 

Аналогичным образом 



4
, 2 , 1 , , 1 , 2

4 4

,

4 6 4i j i j i j i j i j

i j
y h

     + + − −− + − + 
 

 
 

и 
2 2 2

2 2 24 2 2
, 1 , , 1

2 2 2 2 2

, ,

2

i j i j i j

i j i j

x x x

x y y x h

  

  + −

       
− +     

             
=  =   

      
 

1, 1 , 1 1, 1 1, , 1, 1, 1 , 1 1, 1

4

2 2 4 2 2i j i j i j i j i j i j i j i j i j

h

        + + + − + + − + − − − −− + − + − + − +
= . 

 

 Используя полученные формулы численного дифференцирования, 

преобразуем выражение (1) к виду 

( ) ( ), 1, 1, , 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 120 8 2i j i j i j i j i j i j i j i j i j        − + − + − − + − − + + +− + + + + + + + +   

2, 2, , 2 , 2 0i j i j i j i j   − + − ++ + + + = . (5) 

 Это уравнение должно удовлетворяться в каждой узловой точке сетки 

внутри пластинки. 

Чтобы найти граничные значения функции  , проинтегрируем уравнение (4). 

Учитывая, что  

;        
dy dx

l m
ds ds

= = − ; 

где ds  – элемент дуги границы, запишем уравнение (4) в следующей форме: 
2 2

2

2 2

2

;

.

dy dx d
x

ds y ds x y ds y

dx dy d
y

ds x ds x y ds x

  

  

   
+ = = 

    

   
− − = − = 

    

                                           (6) 

После интегрирования этих равенств получим 

                              уds xds
х y

  
− = =
                                     (7) 

Теперь воспользуемся уравнением  

ds

dy

yds

dx

xs 


+




=



 
, 

которое после интегрирования по частям дает 

 











+




−




+




= ds

yds

d
y

xds

d
x

y
y

x
x


 .                                     (8) 

 Подставляя в равенство (8) значения производных, определяемых 

формулами (6) и (7), можем найти граничные значения  . Следует заметить, 

что при определении первых производных по формулам (7) появятся две 

постоянные интегрирования A  и B , а интегрирование в равенстве (8) введет 

третью постоянную C , в силу чего окончательное выражение для   будет 

содержать линейную функцию Ax By C+ + . Поскольку компоненты 

напряжений представляются вторыми производными от функции  , эта 



линейная функция не повлияет на распределение напряжений, и постоянные 

, ,A B C  можно выбрать произвольно. 

 Отыскав приближенные значения   в узловых точках границы (или 

вблизи границы) и выписав для остальных узловых точек, расположенных 

внутри области, уравнения в форме (5), получим систему линейных 

уравнений, достаточную для определения всех узловых значений функции  . 

Затем для приближенного вычисления напряжений по формулам (3) можно 

использовать разностные отношения 
2

1, , 1,

2 2

,

2
, 1 , , 1

2 2

,

2
1, 1 1, 1 1, 1 1, 1

2

,

2
;

2
;

.
4

i j i j i j

i j

i j i j i j

i j

i j i j i j i j

i j

x h

y h

x y h

  

  

   

+ −

+ −

+ + − + + − − −

− + 
= 

 

− + 
= 

 

− − + 
= 

  

                                      (9) 

 

Рассмотрим квадратную пластинку, нагруженную, как показано на рисунке 1. 

 

 
 

  В рассматриваемой задаче имеет место симметричное нагружение 

пластинки. Выбрав координатные оси согласно рисунку, определим 

граничные значения функции  . 

От 0x =  до 0.4x a=  к границе пластинки не приложено усилий. Отсюда 0y =  

и ху =0, т.е.  

0       0        
2

2

2

=



=





ухх


. 



Интегрирование этих уравнений дает  

        ,        ,        А Ax B С
х у

 


 
= = + =

 
. 

Здесь  , ,A B C  – постоянные вдоль оси x  и, как отмечалось ранее, их можно 

выбирать произвольно. Положим  
0A B C= = = . 

Тогда функция   вдоль ненагруженной части стороны пластинки обращается 

в нуль, что обеспечивает симметрию функции   относительно оси у.  

От 0.4x a=  и до 0.5x a=  на нижней стороне пластинки действует равномерно 

распределенная нагрузка интенсивностью 4 p , и уравнения (7) дают 

14 4 ;              0 
y

рdx px C
х

  
= − = − + =

   

Повторное интегрирование дает  
2

1 22px C x C = − + + . 

Постоянные интегрирования определим из условия, что для точки ( 0.4 ; 0a ), 

общей для обеих частей границы, значения   и 
х




, вычисленные слева и 

справа, должны совпадать. Отсюда  

( ) ( )2

1 1 20,4 0,4
4 0;           2 0

х а х а
рх С px С х С

= =
− + = − + + = , 

и получаем 2

1 21.6 , 0.32C pa C pa= = − . 

На участке нижней границы от 0.4x a=  до 0.5x a=  имеем  
2 22 1,6 0,32px pax pa = − + − .                                      (10) 

 В углу пластинки получаем 

2

0.5 0.02x a pa = = − ,                ра
х ах

4,0
5,0

−=












=


. 

Вдоль вертикальной стороны пластинки 0.5x a=  усилий не приложено, и, 

исходя из уравнений (7), заключаем, что вдоль этой стороны значения 
х


 и 

у


 должны быть такими, как и в нижнем левом углу, т.е.  

0.4pa
х


= −


,                0

у


=


 .                                                       (11) 

 Отсюда следует, что вдоль вертикальной стороны пластинки функция 

  остается постоянной. Эта постоянная должна быть равна 20.02pa− , как 

было найдено выше для нижнего угла. 

 Вдоль ненагруженной части верхней стороны пластинки первые 

производные от   остаются постоянными и будут иметь те же значения (11), 

которые вычислены для верхнего угла. Таким образом, на ненагруженной 

верхней части пластины имеем 

0.4pax C = − + . 

Поскольку в верхнем левом углу 20.02pa = − , приходим к выводу, что 
20.18C pa= , и тогда  



20.4 0.18pax pa = − + .                                                   (12) 

Рассматривая теперь нагруженную часть верхней стороны пластинки, и 

учитывая, что для этой части ;у р=  0х = , из уравнения (7) получаем  

 
1px C

х


= − +


,                    2C

у


=


 . 

При 0.4x a=  эти величины должны совпадать с величинами, определяемыми 

по формулам (11). Отсюда 1 2 0C C= =  и  

21

2
px C = − + . 

 При 0.4x a=  функция   должна принимать значение, равное полученному по 

формуле (12). Отсюда 20.1C pa=  и  

2 21
0,1

2
px pa = − + . 

 Таким образом, определили значения функции   и ее первых 

производных на границе пластинки, так как для правой части границы все 

эти величины определяются по симметрии. 

Так как рассматриваемая задача является осесимметричной относительно оси 

у, то достаточно рассмотреть лишь половину пластинки. 

 Покроем пластинку квадратной сеткой. Далее с помощью 

экстраполяции найдем значения   для узловых точек, расположенных вне 

границы. Начиная вновь с нижней стороны пластинки и учитывая, что вдоль 

этой стороны 
у


 обращается в нуль. Примем для внешних точек те же 

значения 13 14, 15,    , что и для внутренних точек, смежных с границей. Вдоль 

вертикальной стороны пластинки имеем значение производной  

ра
х ах

4,0
5,0

−=












=


 

и можем в качестве приближенных значений получить величины функции   

для точек вне пластины из формулы  

. .
0, 4

2

внеш внутр
pa

h

 −
= − , 

 которая дает 

2

. . .

2
0,4 2

6 15
внеш внутр внутр

а
ра ра  = −   = − , 

 где .внутр  - значения   для внутренних точек, смежных с границей. 

 Теперь можем начать вычисление значений функций   для внутренних 

узлов сетки. Для этого необходимо в симметричном случае выписать 

уравнение (5) для 15 внутренних точек, показанных на рисунке. Решение 

этих уравнений с использованием значений функции   в граничных и 

внешних узлах дает искомое значение  . 

 Зная функцию   внутри рассматриваемой области, напряжения можно 

определить с помощью формул (3) и (9). 



 

Лабораторная работа № 4 

Моделирование риска разорения страховой компании. 

I. Цель работы.  

Познакомиться с классической динамической моделью оценки вероятности 

разорения страховой компании. 

II. Задание. 

1. Построить математическую модель оценки вероятности разорения 

страховой компании. 

2. Провести аналитическое решение поставленной задачи. 

3. Провести численное решение поставленной задачи. 

3. Для заданных значений величины коэффициента нагрузки   построить 

кривую для аналитического  вида вероятности неразорения как функцию 

начального капитала компании. Параметры   и   задать самостоятельно 

4. Построить зависимости вероятности неразорения страховой компании от 

величины начального капитала при различных значениях   в случае 

численного решения задачи. 

№ Величина коэффициента нагрузки   

1 0.10 0.15 0.20 

2 0.15 0.20 0.25 

3 0.20 0.25 0.30 

4 0.25 0.30 0.35 

5 0.30 0.35 0.40 

6 0.35 0.40 0.45 

7 0.40 0.45 0.50 

8 0.45 0.50 0.55 

9 0.50 0.55 0.60 

10 0.55 0.60 0.65 

11 0.60 0.65 0.70 

12 0.65 0.70 0.75 

13 0.70 0.75 0.80 

14 0.75 0.80 0.85 

15 0.80 0.85 0.90 

16 0.85 0.90 0.95 

17 0.10 0.20 0.30 

18 0.20 0.40 0.60 

19 0.30 0.60 0.90 

20 0.15 0.45 0.60 

21 0.55 0.80 0.95 

22 0.70 0.75 0.80 

23 0.75 0.80 0.85 

24 0.80 0.85 0.90 

25 0.85 0.90 0.95 



26 0.10 0.20 0.30 

27 0.20 0.40 0.60 

28 0.30 0.60 0.90 

29 0.15 0.45 0.60 

30 0.55 0.80 0.95 

 

Номер варианта соответствует номеру фамилии студента в списке группы 

III. Выполнение 

1. Экономическая постановка задачи 

 

Нахождение вероятности разорения страховой компании является одной из 

важнейших задач страховой математики, так как финансовый риск и 

связанная с ним опасность разорения объективно присутствуют в 

деятельности любой страховой компании. Оценка этого риска представляет 

фундаментальный интерес для компании и служит основой для принятия 

важнейших решений. В частности знание вероятности разорения позволяет 

найти оптимальную величину страховой премии. 

Проблема обеспечения финансовой устойчивости страховой компании 

является комплексной; ее изучение и решение предполагают усилия 

специалистов в разных областях, прежде всего руководства компании, 

юристов, экономистов. Однако многие важные задачи носят чисто 

математический характер. В рамках специальной математической теории — 

теории риска, разработана система понятий, моделей и методов, которые 

позволяют количественно оценивать финансовые риски в деятельности 

страховой компании. Имея в виду присутствие факторов случайности, 

общематематической базой для теории риска служат теория вероятностей и 

математическая статистика.  

2. Математическая постановка задачи. (Модель Крамера-Лундберга) 

Пусть заданы следующие независимые объекты: 

 - число выплат за временный промежуток [0,t)   - пуассоновский процесс N(t) 
с интенсивностью ( )0)0(,)( == NttEN  ; 

- размер выплат страховой компании клиентам - последовательность  
=0iiX  

независимых одинаково распределенных случайных величин с 

математическим ожиданием   и функцией распределения F(x), F(0)=0. 

О величинах N(t), считающих количество требований, предположим, что  

1) N(0)=0; 

2)  ...2,1,0)( tN ;   

3) )()( htNtN + . 

Таким образом, величина )()( tNhtN −+  показывает число исков, 

поступивших в промежутке времени (t,t+h). 

Кроме того, компания получает страховые взносы от клиентов с 

интенсивностью с (с – некоторая положительная постоянная).  

Начальный капитал равен х. 

 При таком описании капитал компании имеет вид  




=

−+=
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1

tN

i

it Xctx . 

Процесс риска в данном случае 
=

=
)(

1

)(
tN

i

iXtX , и в силу независимости 
tN  и 

iX  

имеем, что ttEX =)( . Премии, собранные к моменту t П(t)=сt – линейная 

функция времени. Выбирая коэффициент нагрузки 





−
=−=

c

tEX

tП
1

)(

)(
, 

получаем скорость поступления премий  )1( +=c . 

Найдем вероятность не разорения страховой компании 

 0,,0)( 0 == txYYРхФ t
. 

Сначала найдем условия дифференцируемости функции )(хФ , предполагая, 

что F(x) имеет плотность. Поскольку разорение не может произойти до 

первого скачка пуассоновского процесса Т1, то можно записать 


+

− −+=−+=

csx

s dydsyfyсsхФехсТхЕФхФ
00

11 )()()()(  , 

где f(x) – плотность распределения F(x).  

Заменой переменных q=x-y последнее выражение приводится к виду: 


−



− −+=

x

cs

s dqdsqxfсsqФехФ )()()(
0

 . 

Следовательно, если  ) ,0)( nCyF , то  ) − ,0)( 1nСхФ .  

Далее предполагается, что  ) ,0)( 3CyF . 

По формуле полной вероятности и свойству ординарности пуассоновского 

процесса  


+

+−+++−+=
tcx

0

)t(o)y(dF)ytсх(Фt))t(ot1)(tсх(Ф)х(Ф




. 

Член )( tсхФ +  в первом слагаемом правой части разложим по формуле 

Тейлора: 

( )( ) 
+

+−+++−+=

tcx

toydFytсхФttottхФсхФхФ
0

)()()()(1)()()(  , 

( ) ( ) 
+

+−+++−=+

tcx

toydFytсхФttottхФctotхФ
0

)()()()(1)()()(  . 

Разделим обе части последнего равенства на t , устремим t  к нулю и 

получим интегро-дифференциальное уравнение: 

 −+=

x

ydFyхФхФсхФ
0

)()()()(  . 

Зная среднее число исков в некоторый промежуток времени, закон 

распределения размера выплат клиентам, величину относительной защитной 

надбавки и начальный капитал, решив уравнение, можно получить значение 

вероятности не разорения страховой компании. 

3. Аналитическое решение задачи 



Для случая экспоненциально распределенных выплат решение интегро-

дифференциального уравнения выписывается в явном виде. Действительно, 

подстановкой 
x

eyF 

1

1)(
−

−=  сводим уравнение (1) к следующему 

dyeyхФхФсхФ
yx
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Продифференцируем обе части этого уравнения, затем выполним 

интегрирование по частям и получим 
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где вместо интеграла в квадратных скобках поставлено его выражение через 

исходное интегро-дифференциальное уравнение. 

Таким образом, приходим к дифференциальному уравнению  
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с
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точное решение которого ищется в  виде 
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 где А и В – константы. 

Неравенство 0
1

− c
с





 отражает положительность коэффициента 

нагрузки   (
)1( 
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=
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с
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 1


с
), и, следовательно, 

ВФ =)( .  

Неизвестные константы А и В можно найти из следующих равенств: 

         1)( =Ф  и )0()0( ФсФ = . 

Таким образом, приходим к следующему явному выражению для 

вероятности неразорения: 
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В случае произвольного распределения выплат F(x) получение 

аналитического выражения для Ф(х) затруднительно, и при решении 

уравнения  необходимо использовать численные методы. 

Численное решение задачи 



Пусть L достаточное большое значение капитала компании. В этом случае 

для интегродифференциального уравнения получим следующую краевую 

задачу. 
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4.Численное решение задачи. 

Введем на отрезке ];0[ L  равномерную сетку Lxxx N == ...0: 10
,  

где hixi = ,  Ni ,...,2,1,0= ,  
N

L
h = . 

Производную в узле 
ix  аппроксимируем односторонней правой производной: 
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где  ( )ii xФ= ,   1,...,2,1,0 −= Ni .  
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;    1,...,2,1 −= Ni . 

Интеграл под знаком суммы вычислим с помощью формулы трапеции . 

Легко видеть, что отрезок интегрирования имеет длину шага h сетки  . 

( )( )hhjjhxx jj =−−=− − 11 . Если h выбрать достаточно мелким, то  
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где  )( jj xff = . 

Уравнение с учетом выражений примет  вид: 
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Учитывая, что ( ) kkhФ = , получим следующую систему линейных 

алгебраических уравнений 
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Данная система состоит из N-1 уравнений относительно N+1 неизвестных. 

Недостающие два уравнения получим из граничных условий. 
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Таким образом, получили следующую систему N линейных алгебраических 

уравнений относительно N неизвестных: 
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Решив данную систему линейный алгебраических уравнений, найдем 

значения функции Ф(х) в узлах сетки  . 

4. Численное исследование задачи и анализ результатов 

На рисунке 1 построены зависимости вероятности неразорения Ф(х) 

страховой компании от величины начального капитала х, принадлежащего 

интервалу [0;6000] при величине коэффициента нагрузки  =0,25. Сплошная 

кривая соответствует численному решению задачи, штриховая – 

аналитическому решению задачи. Из рисунка видно, что уже при значениях 

х=3500 тыс. руб. вероятность неразорения близка к единице. Кроме того, 

построенные зависимости показывают, что предложенный численный метод 

решения краевой задачи дает хорошее совпадение с известным точным 

решением.    

                          

 

 

 

 

 

 Пр х, тыс. руб. 

Рис.1. 

Зависимость 

вероятности 

неразорения 

страховой 

компании от 

величины 

начального 

капитала при  =0,25 

На рисунке 2 построены зависимости вероятности неразорения Ф(х) 

страховой компании от величины начального капитала х, принадлежащего 

интервалу [0;10000] при различных значениях коэффициента нагрузки. 

 



 

 

 

 

 

 

 

          Рис. 2. 

Зависимость 

вероятности 

неразорения 

страховой 

компании от 

величины 

начального капитала при различных значениях   

 

Сплошная линия соответствует вероятности неразорения при величине 
 =0.1, пунктирная линия -  =0.2, штриховая -  =0.3. При 0<x8000 

вероятность неразорения зависит от величины  . Причем с увеличением   

вероятность неразорения увеличивается. При х>8000 вероятность 

неразорения близка к единице и не зависит от величины коэффициента 

нагрузки. 

IV.  ОФОРМЛЕНИЕ ОТЧЕТА. 

В отчете должны быть представлены: цель работы, задание, выполнение,  

решение задачи в математическом пакете.   

 

 

 

 


