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[bookmark: _Toc531266522]Определение и свойства модуля действительного числа.

Определение:модулем числа х называется расстояние (в единичных отрезках) от начала координат до точки х.Модуль действительного числа-это абсолютная величина этого числа.
Попростуговоря,привзятиимодулянужноотброситьотчислаегознак.
Модульчислаaобозначается|a|.Обратитевнимание:модульчиславсегданеотрицателен:|a|≥0.
|6|=6,|-3|=3,|-10,45|=10,45
Определениемодуля


Свойствамодуля
	1.Модулипротивоположныхчиселравны
	


	2.Квадратмодулячисларавенквадратуэтогочисла
	


	3.Квадратныйкореньизквадратачислаестьмодульэтогочисла
	




	4.Модульчислаестьчислонеотрицательное
	


	5.Постоянныйположительныймножительможновыноситьзазнакмодуля
	

с>0

	
6.Если,то
	


	7.Модульпроизведениядвух(иболее)чиселравенпроизведениюихмодулей
	



[bookmark: a2]
[bookmark: _Toc531266523]Решениеуравненийинеравенств,содержащихмодуль.

Уравнения,содержащиемодуль.

1.Уравнениявидарешаютсяследующимобразом.

Если,токорнейнет.



Если,тоуравнениюсоответствуетуравнение.



Если,тоуравнениюсоответствуетравносильнаясовокупность.

2.Уравнениявидарешаютсяследующимобразом.


Уравнениюсоответствуетравносильнаясовокупностьсистем

3.Уравнениявидарешаютсяследующимобразом.
Способ№1


Уравнениюсоответствуетравносильноеуравнение
Способ№2


Уравнениюсоответствуетравносильнаясовокупность


4.Уравнениявидаирешаютсяследующимобразом.


Уравнениюсоответствуетравносильноенеравенство.


Уравнениюсоответствуетравносильноенеравенство.

Неравенства,содержащиемодуль.
	Основнойметодприрешениинеравенств,содержащихзнакмодуля,заключаетсявследующем.ОДЗнеравенстваразбиваютначасти,накаждойизкоторыхвыражения,стоящиеподзнакоммодуля,сохраняютзнак.Накаждойтакойчастирешаютнеравенствоиполученныерешенияобъединяютвмножестворешенийисходногонеравенства.
1. 


Неравенствовида,гдеи–некоторыефункции,можнорешатьосновнымметодомилисведениемкравносильномуемудвойномунеравенству:

.
2. 


Неравенствовидаможнорешатьосновнымметодомилизаменойнаравносильнуюемусовокупностьдвухнеравенств:
3. 



Неравенствавидаирешаютсяметодоминтервалов(методописанвпункте3.3)потойжесхеме,чтоианалогичныеуравнения.Некоторыенеравенствавидацелесообразнорешать,перейдякравносильномунеравенству.
Задачи для решения:
Вариант №1.
(1-4) Решите уравнения. 
[image: hello_html_246450dd.gif]
(5-6) Решите неравенства.
[image: hello_html_333b8821.gif]
(7) Найдите число целых решений неравенства, принадлежащих промежутку.
[image: hello_html_m66151b73.gif]
(8-9) Найдите произведение корней уравнения.
[image: hello_html_5d0b2b16.gif]
(10) Найдите среднее арифметическое корней уравнения.
[image: hello_html_m3d52c1b4.gif]
(11) Найдите сумму целых решений уравнения, принадлежащих отрезку.
[image: hello_html_4e519792.gif]
Вариант №2.
(1-4) Решите уравнения. 
[image: hello_html_14f5f7e8.gif]
(5-6) Решите неравенства.
[image: hello_html_61ab911a.gif]
(7) Найдите число целых решений неравенства, принадлежащих промежутку.
[image: hello_html_2b571052.gif]
(8-9) Найдите произведение корней уравнения.
[image: hello_html_78f7b018.gif]
(10) Найдите среднее арифметическое корней уравнения.
[image: hello_html_m6ebf32e5.gif]
(11) Найдите сумму целых решений уравнения, принадлежащих отрезку.
[image: hello_html_271f4f8b.gif]
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Обыкновеннаядробь–числовида;a–целоечисло,b–натуральноечисло.Дведробиравны,если.Основноесвойстводробей,гдеc–любоеотличноеотнулядействительноечисло.

Основноесвойствопропорции:(ввернойпропорциипроизведениекрайнихчленовравнопроизведениюсреднихчленов).

Действиясдробями:
	Сложение
	Вычитание
	Умножение
	Деление

	

	

	

	




Перестановкачленовпропорции:
	
;
	
;
	
;
	
.



Производныепропорции.

Данапропорция,справедливыследующиепропорции:
	
;
	
.





Формулысокращенногоумножения:
	

	


	

	


	



Формулыкорнейквадратногоуравнения
	

,дискриминант

	

	

	


	

	

	Средидействительныхчиселкорнейнет






Еслизаданоквадратноеуравнениевобщемвиде:,тоделениемуравнениянаможносвестикприведенному,где,
Формулыкорнейприведенногоквадратногоуравнения
	

,дискриминант

	

	

	


	

	

	Средидействительныхчиселкорнейнет




ТеоремаВиета.Вприведенномквадратномуравнениисуммакорнейравнакоэффициентупри,взятомуспротивоположнымзнаком,аихпроизведение–свободномучлену:










Обратнаятеорема.Есличислаитаковы,что,тоониявляютсякорнямиквадратногоуравнения.

Разложениеквадратноготрехчленаналинейныемножители:еслиикорниквадратногоуравнения,то.
Действиясостепенями:
	

	

	


	

	

	




Действияскорнями(корнипредполагаютсяарифметическими):
	

	


	


	

	

	


	

	

	




Свойствачисловыхнеравенств







,и,






,,




пусть,тогда,




пусть,тогда,




пусть,тогда.
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Алгебраическимвыражениемназываетсявыражение,вкоторомчислаибуквысоединеныдействиямисложения,вычитания,умножения,деления,возведениявстепеньилиизвлеченияарифметическогокорня.
Равенство,обечастикоторогопринимаютодинаковыечисловыезначенияприлюбыхдопустимыхзначенияхвходящихвнегобукв,называетсятождеством.
Например,каждаяизформулсокращенногоумноженияпредставляетсобойтождество,иболеваяиправаячастикаждогоизравенств:
	

	


	

	





равныдругдругуприлюбыхзначенияхи.Приэтомодновыражениепреобразуетсявдругое–емутождественноравное.
Привыполнениитождественныхпреобразованийалгебраическихвыраженийнеобходимознатьпорядоквыполнениядействий,действиясдробямиистепеннымивыражениями,формулысокращенногоумноженияидр.
	Следуетиметьввиду,чтопритождественныхпреобразованияхостаютсянеизменными:
· величинадопустимыхизмененийбуквенныхвеличин;
· областьдопустимыхзначенийкаждойизбуквенныхвеличин.

Первоеизэтихтребованийявляетсяобязательнымпривсехпреобразованиях,имеющихцельюупрощениевыраженияилиприведениеегокнужномувиду.Еслинадо,например,дополнитьквадратныйтрехчлендополногоквадрата,то,прибавивкнемучисло9,необходимотакоежечислоивычесть,т.е.

.
	Тождественныепреобразованияпоследнеговыраженияможнопродолжитьипривестиисходноевыражениекпроизведениюдвучленов:








	Второетребование–неизменностьобластейдопустимыхзначений,невсегдавыполняетсяприобычноприменяемыхнамипреобразованиях.Сократив,например,дробьнаразностьинаписавравенство,мызамечаем,чтонарушеновтороетребование,которомудолжноудовлетворятьтождественноепреобразование:праваячастьравенстваимеетсмыслприлюбыхзначениях,алеваятолькоприусловии,что,т.е.произошлоизменениеобластидопустимыхзначенийвеличины.Следовательно,преобразованиевданномслучаенеявляетсятождественным.
	Однакоэтонезначит,чтонужноотказыватьсяоттакихпреобразований,которыеизменяютобластидопустимыхзначенийвеличин.Надотолькоприкаждомтакомпреобразованииуказать,какизменилисьобластидопустимыхзначенийбуквенныхвеличин.
Порядоквыполнениядействий:
· действиясодночленами;
· действиявскобках;
· умножениеилиделение(впорядкепоявления);
· сложениеиливычитание(впорядкепоявления).






Придействияхсрадикаламиследуетиметьввиду,чтоправила,покоторымонивыполняются,безоговорочновернылишьдляарифметическихкорней.Поопределениюкореньназываетсяарифметическимлишьвтомслучае,есличислоположительноилинуль,атакжеположительнаилиравнанулюивеличинасамогокорня.Еслиэтогонеучитывать,томожнодопуститьошибку.Например,равенствовернолишьприусловии,что.Принужнописатьтак:.





Аналогичноравенствовернолишьвслучае,если.Приононеверноинужнописать.Обаслучаяможноохватитьтакойзаписью:.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
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[bookmark: _Toc531266528]Определениеисвойствастепенныхфункций.Построениеграфиковстепенныхфункций.

Функцииy=x,y=x2,y=x3,y=1/xит.д.являютсячастнымислучаямистепеннойфункции,т.е.функцииy=xp,гдеp-заданноедействительноечисло.
Свойстваиграфикстепеннойфункциисущественнозависитоттого,прикакихзначенияхxиpимеетсмыслстепеньy=xp.Перейдемкподобномурассмотрениюразличныхслучаеввзависимостиот
показателястепениp.
1) [image: ]Показательp=2n-четноенатуральноечисло.Вэтомслучаестепеннаяфункцияy=x2n,гдеn-натуральноечисло,обладаетследующимисвойствами:
· областьопределения-вседействительныечисла,т.е.множествоR;
· множествозначений-неотрицательныечисла,т.е.yбольшеилиравно0;
· функцияy=x2nчетная,таккакx2n=(-x)2n
· функцияявляетсяубывающейнапромежуткеx<0ивозрастающейнапромежуткеx>0.
[image: ]Графикфункцииy=x2nимееттакойжевид,какнапримерграфикфункцииy=x2(Рис.3.1)
2) Показательp=2n-1-нечетноенатуральноечисло.Вэтомслучаестепеннаяфункцияy=x2n-1,гденатуральноечисло,обладаетследующимисвойствами:
· областьопределения-множествоR;
· множествозначений-множествоR;
· функцияy=x2n-1нечетная,таккак(-x)2n-1=x2n-1;
· функцияявляетсявозрастающейнавсейдействительнойоси.
Графикфункцииy=x2n-1имееттакойжевид,как,например,графикфункцииy=x3(Рис.3.2)
3) Показательp=-2n,гдеn-натуральноечисло.Вэтомслучаестепеннаяфункцияy=x-2n=1/x2nобладаетследующимисвойствами:
· областьопределения-множествоR,кромеx=0;
· множествозначений-положительныечислаy>0;
· функцияy=1/x2nчетная,таккак1/(-x)2n=1/x2n;
· [image: ]функцияявляетсявозрастающейнапромежуткеx<0иубывающейнапромежуткеx>0.
Графикфункцииy=1/x2nимееттакойжевид,как,например,графикфункцииy=1/x2(Рис.3.3).
4) Показательp=-(2n-1),гдеn-натуральноечисло.Вэтомслучаестепеннаяфункцияy=x-(2n-1)обладаетследующимисвойствами:
· [image: ]областьопределения-множествоR,кромеx=0;
· множествозначений-множествоR,кромеy=0;
· функцияy=x-(2n-1)нечетная,таккак(-x)-(2n-1)=-x-(2n-1);
· функцияявляетсяубывающейнапромежуткахx<0иx>0.
Графикфункцииy=x-(2n-1)имееттакойжевид,как,например,графикфункцииy=1/x3(Рис.3.4)

[bookmark: _Toc531266529]Квадратныеуравнения.Рациональныеуравнения

Есливыражения,стоящиевлевойиправойчастяхуравнения,составленылишьспомощьюоперацийсложения,вычитания,умножения,деленияивозведениявцелуюстепень,тоуравнениеназываетсярациональным.
Рациональноеуравнениеназываетсяцелым,илиалгебраическим,есливнемнетделениянавыражение,содержащеепеременную.Кцелымуравнениемотносятся,например,линейныеиквадратныеуравнения.
Решением,иликорнемуравнения,называетсявсякоезначениенеизвестногох,приподстановкекотороговобечастиуравненияполучаетсяистинноечисловоеравенство.Решитьуравнение-значитнайтивсеегокорниилидоказать,чтокорнейнет.Решаяуравнение,мыприменяемкнемунекоторыепреобразования.Еслиисходноеипреобразованноеуравненияимеютодниитежекорни,тоониназываютсяравносильными.Вчастности,уравнения,которыенеимеюткорней,такжесчитаютсяравносильными.
Основныетеоремыпреобразованияуравнениявравносильноеему:
· Есликакой-либочленуравненияперенестиизоднойчастиуравнениявдругуюспротивоположнымзнаком,тополучитсяуравнение,равносильноеданному.
· Еслиобечастиуравненияумножитьилиразделитьнаодноитожеотличноеотнулячисло,тополучитсяуравнение,равносильноеданному.
· Еслиобечастиуравненияf(x)=g(x)умножитьнаодноитожевыражениеh(x),которое:
a)имеетсмыслвсюдувобластиопределения(вобластидопустимыхзначений)уравненияf(x)=g(x);
б)нигдевэтойобластинеобращаетсяв0,тополучитсяуравнениеf(x)⋅h(x)=g(x)⋅h(x),равносильноеданному.
Квадратныеуравнения.


,.







Функция,где,называетсяквадратичнойфункцией.Графикэтойфункции–парабола,координатывершиныкоторойравны:.Приветвипараболынаправленывверх,апри-вниз.Нахождениекорнейуравнения,подробноизложеновпункте2.1.
Целыерациональныеуравнения.



Многочленом-ойстепени()отпеременнойназываетсявыражение

,








где–заданныедействительныечисла,причем.
Многочленаминулевойстепениявляютсяотличныеотнулядействительныечисла.Числоединственныймногочлен,степенькоторогонеопределена.
Уравнение,где–многочлен-ойстепени,,называетсяалгебраическимуравнением-ойстепени.





Если–кореньмногочлена,т.е.,тобезостаткаделитсяна():

,











где–многочленстепени.Многочленможнонайтилибоделением«уголком»многочленана(),либогруппировкойслагаемыхмногочленаивыделениемизнихмножителя.Основнымиметодамирешенияуравнения,где–многочленстепени(,являютсяметодразложениялевойчастиуравнениянамножителииметодвведенияновойпеременной.
Множестворациональныхуравненийзатипомиметодомрешенияможноразделитьнаследующие:
1.Решениеспомощьюподстановки.Прирешениинекоторыхрациональныхуравненийимеетсмыслввестиновуюпеременную,заменивеюнекоерациональноевыражение.Например,вуравненииaP2(x)+bP(x)+c=0,гдеP(x)-многочлен,введемновуюпеременнуюy=P(x).Решаемквадратноеуравнениеay2+by+c=0относительноyивозвращаемсякрешениюуравненийP(x)=yi,гдеyi-решенияуравнения.

2.Распадающеесяуравнение.Рациональноеуравнениеназываетсяраспадающимся,еслиегоможнопредставитьввидеP(x)Q(x)=0,гдеP(x)иQ(x)-целыерациональныефункции.ДлярешениятакихуравненийнужнопредставитьуравнениеP(x)Q(x)=0ввидесовокупности:

3.ОднородноеуравнениевторогопорядкаaP2(x)+bP(x)Q(x)+cQ2(x)=0.Дляегорешениярассмотримдваслучая.Первый-Q(x)=0,тогдауравнениесводитсякрешениюуравненияP(x)=0.Второйслучай-Q(x)≠0,тогдаисходноеуравнениеможноподелитьнаQ2(x)иполучитьa(P(x)/Q(x))2+bP(x)/Q(x)+c=0.ВводимзаменуP(x)/Q(x)=tиполучаемквадратноеуравнениеat2+bt+c=0.Вответвключаемрешенияобоихслучаев.
4.Биквадратноеуравнениеax4+bx2+c=0.Длярешениятакогоуравненияделаетсязаменаx2=t,x4=t2.Послеподстановкиновойпеременнойполучаемквадратноеуравнениеat2+bt+c=0.Решивего,приходимкуравнениюx2=ti,гдеti-корниуравнения.

5.Симметричноеуравнениетретьегопорядкаax3+bx2+bx+a=0.Дляегорешенияпроведемследующиепреобразования:ax3+bx2+bx+a=a(x3+1)+bx(x+1)=a(x+1)(x2-x+1)+bx(x+1)=(x+1)(ax2+(b-a)x+a).Витогеполучаемраспадающеесяуравнение,решаемсовокупность:

6.Симметрическоеуравнениечетвертогопорядкаax4+bx3+сx2+bx+a=0.Сгруппируемслагаемыеиразделимобечастинаx2.Получим
a(x2+1/x2)+b(x+1/x)+с=0.
Сделаемподстановкуx+1/x=t,тогдаx2+1/x2=t2-2.Получаемквадратноеуравнениеat2+bt+(c-2a)=0.Послеегорешениявозвращаемсякисходнойпеременнойx.
7.Возвратноеуравнение.Уравнениевидаax4+bx3+сx2+dx+e=0,гдеa≠0,b≠0иe/a=(d/b)2,называетсявозвратнымуравнениемчетвертогопорядка.Дляегорешенияделимуравнениенаx2ивводимпеременнуюt=bx+d/x,послечегополучаемквадратноеуравнениеat2/b2+t+с-2ad/b=0.Решивего,возвращаемсякисходнойпеременной.
8.Уравнениявида(x+a)(x+b)(x+c)(x+d)=m,гдеa+b=c+d.Вданномслучаевводимновуюпеременнуюt=x2+(a+b)xиполучаемквадратноеуравнение(t+ab)(t+cd)=m.Решивего,возвращаемсякисходнойпеременной.
Дробно-рациональныеуравнения.




Уравнениевида,гдеимногочлены,называетсярациональным.Этоуравнениеравносильносистеме
Общихметодоврешениядробно-рациональныхуравнений,темнеменее,несуществует.Решениеоченьмногихизнихоснованонаудачнойгруппировкеипоследующемприведениисгруппированныхслагаемыхкобщемузнаменателю.Вболеепростыхслучаяхгруппировканетребуется,аиногдауравнениеможноупростить,введяновуюпеременную.Прирешениирациональныхуравненийвозникаетопасностьполученияпостороннихрешений,котораякупируетсялибопроверкой,либонахождениемобластидопустимыхзначений,либопростоуказаниемсоответствующихограниченийидальнейшейпроверкойихвыполнения.
Решениедробно-рациональногоуравнениясводитсявконечномитогекзаменеисходногоуравненияцелымуравнением,котороеравносильноисходномууравнениюилиявляетсяегоследствием.
Прирешениидробногоуравненияцелесообразнопоступатьследующимобразом:
1. определитьобластьдопустимыхзначенийпеременнойх(ОДЗ);
2. найтинаименьшийобщийзнаменательдробей,входящихвуравнение;
3. умножитьобечастиуравнениянаобщийзнаменательипривестиподобные;
4. решитьполучившеесяцелоеуравнение.
Решениенекоторыхвидовдробно-рациональныхуравнений:
0. УравнениевидаP(x)/Q(x)=0.РешаемуравнениеP(x)=0.Проверяем,чемуравнозначениеQ(xi),гдеxi-корниуравненияP(x)=0.ЕслиQ(xi)≠0,значитониявляютсярешениемисходногоуравнения.ЕслиQ(xi)=0-кореньвыпадаетизобластиопределенияисходногоуравненияиегонужноисключитьизответа.
0. УравнениевидаaP(x)/Q(x)+bQ(x)/P(x)+c=0.Вводимновуюпеременнуюt=P(x)/Q(x)иполучаемследующееуравнение:at+b/t+c=0.Илипоследомножениянаt(t≠0)получаемквадратноеуравнениеat2+ct+b=0.Решивего,возвращаемсякисходнойпеременной.
0. Уравнениесостоящееизсуммыдробей.Одинизметодовсостоитвтом,чтонужноперенестивсечленыуравненияводнучастьисвестиуравнениеквидуP(x)/Q(x)=0.
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Пустьфункциииопределенынанекотороммножестве.Поставимзадачу:найтимножество,накоторомзначенияоднойизфункцийбольше(меньше)значенийдругойизних,другимисловами,найтивсезначения,длякоторыхвыполняетсянеравенство:>(<).

	Притакойпостановкекаждоеизэтихнеравенствназываетсяалгебраическимнеравенствомснеизвестным.
Какприрешенииуравнения,такиприрешениинеравенстватребуетсянайтивсетезначениянеизвестнойвеличины,длякаждогоизкоторыхуказанноесоотношениеоказываетсяверным.Поэтомуестественноидлянеравенствввестипонятия,аналогичныетем,которыебыливведеныдляуравнений.

	Множествоназываетсямножеством(областью)допустимыхзначенийнеизвестногодляданногонеравенства.

	Множествоназываетсямножествомрешенийданногонеравенства.

Решитьнеравенство–значитнайтимножествовсех,длякоторыхданноенеравенствовыполняется.
Дванеравенстваназываютсяравносильными,еслимножестварешенийихсовпадают,т.е.есливсякоерешениекаждогоизнихявляетсярешениемдругого.
	Значениенеизвестногоназываетсядопустимымдлянеравенства,еслиприэтомзначенииобечастинеравенстваимеютсмысл.Совокупностьвсехдопустимыхзначенийнеизвестногоназываетсяобластьюопределениянеравенства.
Основныетеоремыпреобразованиянеравенствавравносильноеему:
· Какое-нибудьслагаемоеможноперенестиизоднойчастинеравенствавдругуюспротивоположнымзнаком;
· Обечастинеравенстваможноумножитьилиразделитьнаодноитоотличноеотнуляположительноечисло;еслиэточислоотрицательное,тознакнеравенстваменяетсянапротивоположный;
· 


Еслинеравенствоимеетвидили,тоделениеобеихегочастейна,какправило,недопустимо,посколькуможетпривестикпотеререшений.
Междурешенияминеравенствиуравнениймногообщего.Отличиежесостоитвтом,чторешениемнеравенствчащевсегоявляютсябесконечныемножества.
Значит,сделатьполнуюпроверкуответа,какэтоделаетсядляуравнений,нельзя.Поэтомуоченьважноприрешениинеравенствпереходитьтолькокравносильнымнеравенствам.
Кравносильнымнеравенствамприводяттождественныепреобразования,неизменяющиеобластьдопустимыхзначений.
Свойствачисловыхнеравенствприведенывпункте2.1.
Решениенеравенств,содержащихквадратныйтрехчлен:


.Пусть-дискриминантквадратноготрехчлена.
	Виднеравенства
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Решениецелыхрациональныхнеравенств



есливнеравенствефункцииизаданыцелымирациональнымивыражениями,тоегоназываютцелымрациональнымнеравенством.


Еслинеравенствопривестикравносильномуиразложитьлевуючастьналинейныемножители,тотакоенеравенствоможнорешитьметодоминтервалов.
Сутьэтогометодаинтерваловвследующем:
· Определитьобластьзначенияпеременной(ОДЗ);
· Перенестивсевлевуючастьирешитьуравнение,приравняввыражениевлевойчастикнулю.Разложитьнамножители,скобкисокращатьнельзя;
· Найденныекорниуравнениянанестиначисловуюось.ЕсликорнивходятвОДЗ,онирисуютсязакрашенными,еслиневходят,товыбиты.Этикорниразбиваютчисловуюосьнапромежутки,накаждомизкоторыхвыражение,стоящеевлевойчасти,сохраняетзнак;
· Выбратьвкаждомизпромежутковкакое-нибудьзначение(«пробную»точку)иопределитьзнаквыражениявэтойточке;
· Выбратьпромежутки,вкоторыхвыражениеимееттребуемыйзнакизаписатьответ,взявихобъединения.
· Еслинеравенствонестрогоенужноучестькорни,входящиевОДЗиприводящиеуравнениекнулю.
· 

Решениедробно-рациональныхнеравенств


	дробнорациональныенеравенстваможнопривестикравносильномунеравенствутогдаметодинтерваловприменимидлярешениядробно-рациональныхнеравенств.
1. Решить неравенства  


1)                3) 


2)             4) 
2. Решить неравенства методом интервалов:



1)             2) 


3)              4) 

5) 
3. Решить уравнение 


    1)                                   2) 


    3)              4) 
4. Решить уравнения:  


     1)                             2) 


     3)                4) 
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[image: ]Геометрическийвекторпредставленвдвумерномитрёхмерномпространствеввиденаправленногоотрезка,т.е.отрезка,укоторогоразличаютначалоиконец.

ЕслиA-началовектора,аB-егоконец,товекторобозначаетсясимволомилиоднойстрочнойбуквой.ВлитературечастовекторобозначаетсяжирнымшрифтомABилиа.Нарисункеконецвекторауказываетсястрелкой(Рис.4.1).
Физическимипримерамивекторныхвеличинмогутслужитьперемещениематериальнойточки,двигающейсявпространстве,скоростьиускорениеэтойточки,атакжедействующаянанеёсила.

Длиной(илимодулем)геометрическоговектораназываетсядлинапорождающегоегоотрезкаиобозначается||.
Коллинеарные,равные,компланарныевекторы.
[image: ]Определение.Векторы,лежащиенаоднойпрямойилинапараллельныхпрямыхназываютсяколлинеарными.




Обозначают:||,||,


		не||(Рис.4.2)
[image: ]Определение.Векторыназываютсяравными,еслиони:
1) Коллинеарны;
2) Имеютравныемодули;
3) Одинаковонаправлены.




Пишут:=,но(Рис.4.3)
Вфизикечасторассматриваютсязакреплённыевекторы,заданныеточкойприложения,длинойинаправлением.Еслиточкаприложениявекторанеимеетзначения,тоегоможнопереносить,сохраняядлинуинаправлениевлюбуюточкупространства.Вэтомслучаевекторназываетсясвободным.Будемрассматриватьтолькосвободныевекторы.
[image: ]Определение:Тривектораназываютсякомпланарными,еслионилежатвнекоторойоднойплоскостиилипараллельныкакой-тооднойплоскости(Рис.4.4).
Примеромнекомпланарнойтройкивекторовмогутслужитьнаправленныерёбракуба,исходящиеизоднойвершины.
Линейныеоперациинадвекторами.
Надвекторамипроизводятразличныедействия(операции).Умножениевекторанаскаляр(число)исложениевекторовназываютлинейнымиоперациями.
1. Умножениевектораначисло.


Определение:Произведениемвекторанаскалярλназываетсявектор,который:
1) 

имеетмодуль||=|λ|||;
2) 
коллинеаренвектору;
3) 

направлентакжекаквекторприλ>0ипротивоположеновекторуприλ<0.





[image: ]Обозначаетсяпроизведение=λ.Вчастности,приλ=-1имеем(-1).Вектор-называетсяпротивоположеннымвектору(Рис.4.5).


Если=0илиλ=0,тоλ=0–нулевойвектор.Емунеприписываетсяникакогоопределенногонаправления,началоиконецсовпадают.


Геометрическийсмыслоперацииумножениявектораначислоλсостоитв"растяжении"векторавλраз,(если|λ|>1,тоэтодействительнорастяжение,апри|λ|<1,–этосжатие)свозможнымизменениемнаправления.







Если||=1,товекторназываетсяединичнымвектором(ортом).Вектор=||,еслиединичныйвектор(орт)вектора.








Еслидвавектораиколлинеарны,тоодинизнихлинейновыражаетсячерездругой:=λ(или=λ).Очевидноλ=±||/||.


"+"еслиинаправленыодинаково;
"–"еслипротивоположено.
2. Сложениевекторов.






[image: ]Определение:	Суммойвекторовназываетсявектор,замыкающийломануюлинию,построеннуюизнихпараллельнымпереносом,когдаконецпредыдущеговектораявляетсяначаломследующего,причемначалоеговначалевектора,конецвконцевектора.Обозначают:	=




[image: ]Изэтогообщегоправилалегкоследуетудобноеправилопараллелограммадлянахождениясуммыдвухвекторов:суммадвухвекторови,приведённыхкодномуначалуО,естьвектор–диагональпараллелограмма,построенногонавекторахикакнасторонах(Рис.4.6)





Изрисунка4.6видно,чтовектор–диагональ=+являетсязамыканиемломанойизвекторови,чтосогласуетсясобщимправиломсложения.
[image: ]Изобщегожеправиласледуетиправилопараллелепипеданахождениясуммытрехвекторов,приведенныхводноначалоО(инекомпланарных):этоестьвектор–диагональпараллелепипеда,построенногонаданныхвекторах,какнасторонах(Рис.4.7).







Операциявычитаниявекторови(обозначается-)понимаетсякаксложениевекторасвектором-,противоположеннымвектору.







Напрактикеповекторами,приведённымводноначалоО,сразустроятвектор=-,какидущийизконцавычитаемоговекторавконецуменьшаемоговектора.(Рис.4.8)
3. Свойствалинейныхопераций.
Отметимвосемьосновныхсвойствлинейныхоперацийнадвекторами:
1) 
	(коммутативностьсложенияилипереместительность)
2) 
	(ассоциативностьсложенияилисочетательность)
3) 
(существованиенулевоговектора)
4) 


Длялюбоговекторасуществуетемупротивоположенныйвектор–,такчто
5) 
(существованиевектораравногоданному)
6) 
	(ассоциативностьумножениянаскаляр)
7) 
	(распределительныесвойстваотноси-
8) 
	тельноумножениянаскаляр)
	Пространство,вкоторомопределеныданныелинейныеоперациинадвекторами,называютлинейным.
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[image: ]Проекциейвектораназаданнуюосьназываетсячисленноезначениевекторанаоси(Рис.4.10а).Проекциейвекторанавекторназываетсяпроекциявекторанаось,имеющуюсвекторомодинаковоенаправление(Рис.4.10б).



[image: ],гдеα-уголмеждувекторомиосью.
Свойствопроекций:
1)Проекциясуммывекторовнаосьравнасуммепроекцийэтихвекторов,т.е.



ПрlПрl+Прl;
1. 



проекцияпроизведениявектораначислоλравнапроизведениючисланапроекциювектора,т.е.ПрlПрl.

Разложениевекторапобазису.





ПустьзаданывекторыичислаСоставимкомбинациюизэтихвекторов,используятольковведенныелинейныекомбинациисложенияиумножениявектораначисло.Всамомобщемслучаеонаимеетвид:.Такиекомбинацииназываютсялинейнымикомбинациямивекторов,ачислакоэффициентамилинейнойкомбинации.
Есливекторпредставленкаклинейнаякомбинациянекоторыхвекторов,тоговорят,чтоонразложенпоэтимвекторам.



[image: ]Теорема1.Пустьданненулевойвектор.Любойколлинеарныйемувекторпредставленввидеединственнымобразом.



Теорема2.Любойвекторнаплоскостиможетбытьразложенподвумнеколлинеарнымвекторамиединственнымобразом.

.





Неколлинеарныевекторыи,взятыевопределенномпорядке,называютсябазисомнаплоскости,акоэффициентылинейнойкомбинациикоординатамивекторавбазисеи.




Теорема3.	Если,,тринекомпланарныевектора,товсякийчетвертыйвекторраскладываетсяпонимиэторазложениеединственно.

.
Определение:	Любыедванеколлинеарныхупорядоченных(взятыхвопределенномпорядке)векторанаплоскостиназываютсябазисомнаэтойплоскости.	Любыетринекомпланарныеупорядоченныевекторавпространственазываютсябазисомвпространстве.

Такимобразом,впространствесвыбраннымбазисомнамудалоськаждомувекторупоставитьвсоответствиетройкучисел-егокоординат.Теперьпривыполнениивведенныхоперацийнадвекторамиможнозаменитьгеометрическиепостроенияаналитическимивыражениями.

Пусть

тогда

и
Такимобразом,приумножениивектораначисловсеегокоординатыумножаютсянаэточисло,априсложениивекторовскладываютсяихсоответствующиекоординаты,еслиониопределеныотносительноодногоитогожебазиса.
[bookmark: _Toc434722248]Декартовыпрямоугольныекоординаты
Определение:декартовойсистемойкоординатназываютсясовокупностьточкиибазиса.ТочкаО-началокоординат,Ox,Oy,Oz-координатныеоси,Oxy,Oyz,Oxz-координатныеплоскости.
ОсьOxназываютосьюабсцисс,осьOy-осьюординатиосьOz-осьюаппликат.
Частоиспользуетсявдекартовойсистемекоординат,базисныевекторыкоторойвзаимноперпендикулярныиимеютединичныедлины:

[image: ]






Разложимпроизвольныйвектортрехмерногопространствапоортам.Дляэтогопостроимвектор,равныйвектору(Рис.4.12).Тогда,иначевекторможнозаписатьввиде:



Изединственностиразложениявекторапоортам,следует,чтоесликоординатылюбыхдвухвекторовиравны,т.е.xa=xb,ya=yb,za=zb,тоэтивекторытожеравны.



[image: ]Вектор,идущийотначалаточкиОкточкеназываетсярадиус-векторомэтойточки,иегокоординатысовпадаютссоответствующимикоординатамиточкиМ.





Пусть-вектор,координатыначалаиконцакоторогоизвестныи.Тогдакоординатывекторавыражаютсяпоформулам:.

Изрис.4.13видно,что.



Используясвойствапроекций,имеем:=,ианалогичнымобразомнаходим.

Разложениевекторапоортамбудетиметьследующийвид:

.
Перемножениевекторовисвойстванезависимостивекторовподробнорассматриваютсявкурсевысшейматематики.
Задачи



1. Даны векторы   и  Найти   

     2. Найти косинус угла, образованного вектором   и осью OZ.



     3. Даны векторы  и   . Найти косинус угла между диагоналями параллелограмма, построенного на векторах  .



     4. Даны векторы   и  . Вычислить  

     5. Найти косинус угла, образованного вектором   и осью ОУ.



     6. Даны векторы  и   . Найти косинус угла, образованного вектором   и осью ОХ.



     7. Даны векторы  и   . Найти  


     8. Вычислить проекцию вектора   на ось вектора  .


 9.  Определить угол между диагоналями параллелограмма, построенного на векторах  и  .


      10. Определить, при каком значении  m векторы    и   перпендикулярны.



      11. Определить, при каком значении   векторы  и   взаимно перпендикулярны.

      12. Даны вершины треугольника: . Определить внутренний угол при  вершине  В.

      13. Даны вершины треугольника: . Определить внутренний угол при  вершине  А.



      14. Найти вектор  , коллинеарный вектору  и удовлетворяющий условию  




      15. Даны две точки   и   Вычислить проекцию вектора   на ось вектора  



      16. Даны векторы:   и  . Вычислить  


      17. Найти острый угол между диагоналями параллелограмма, построенного на векторах ,  .




      18. Даны три вектора:  ,  ,  . Найти 




      19. Даны три вектора: ,  ,  . Найти 


20. Найти острый угол между диагоналями параллелограмма, построенного на  векторах    и   




21.  Даны три вектора:  ,  ,  . Вычислить  



      22. Найти вектор , зная, что он перпендикулярен векторам  и  

и удовлетворяет условию  



      23. Найти вектор  , коллинеарный вектору  и удовлетворяющий условию  

      24. Даны вершины треугольника:  Определить внешний угол при вершине А.

      25. Даны вершины треугольника:  Определить внешний угол при вершине А.




      26. Дан вектор   и точки   и   Найти  

      27. В треугольнике с вершинами   Определить внутренний угол при вершине А.




      28. Даны  векторы     и     Найти проекцию вектора     на направление вектора  



      29. Даны вершины треугольника:   Найти проекцию вектора   на сторону  





      30. Даны векторы    Найти проекцию вектора     на вектор  
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Функциювидаy=ax,гдеa>0иa≠1,называютпоказательнойфункцией.
Основныесвойствапоказательнойфункцииy=ax:
	Свойство
	a>1
	0<a<1

	Областьопределения
	D(f)=(-∞;+∞)
	D(f)=(-∞;+∞)

	Областьзначений
	E(f)=(0;+∞)
	E(f)=(0;+∞)

	Монотонность
	Возрастает
	Убывает

	Непрерывность
	Непрерывная
	Непрерывная



Графикпоказательнойфункции
Графикомпоказательнойфункцииявляетсяэкспонента:
[image: ]
Рис.5.1.Графикипоказательныхфункций(экспоненты)
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Показательныминазываютсяуравненияинеравенства,вкоторыхнеизвестнаяпеременнаянаходитсятольковпоказателяхкаких-либостепеней.
Решениепоказательныхуравнений
Теорема1.Показательноеуравнениеaf(x)=ag(x)(гдеa>0,a≠1)равносильноуравнениюf(x)=g(x).
Основныеформулыидействиясостепенями:
a>0,b>0:



a0=1,1x=1;;;




;;;.
Основныеметодырешенияпоказательныхуравнений
1. Методприведениястепенейкодинаковомуоснованию.
2. Вынесениеобщегомножителязаскобки.
3. Методвведенияновойпеременной.
4. Методпочленногоделения.
5. Графическийметод.
I.Уравнениявидааφ(х)=1.(Методприведениястепенейкодинаковомуоснованию).
II.Уравнениявидааφ(х)=аα.(Методприведениястепенейкодинаковомуоснованию).
III.УравнениявидаА0аmx+k0+А1аmx+k1+А2аmx+k2+…+Аnаmx+kn=M.(Вынесениеобщегомножителязаскобки).
ПриведёмобщийалгоритмметодавынесенияобщегомножителязаскобкинапримереуравненияА0аmx+k0+А1аmx+k1+А2аmx+k2+…+Аnаmx+kn=M:
1. вынесемобщиймножительзаскобки:аmx(А0аk0+А1аk1+А2аk2+…+Аnаkn)=M;
1. обозначимвыражениевскобкахА0аk0+А1аk1+А2аk2+…+Аnаkn=N;
1. подставимзаменувизначальноеуравнениеаmxN=M;
1. получимпростейшеепоказательноеуравнениеаmx=M/N;
1. находимрешениеэтогоуравненияприусловии,чтоеслиM/N≤0,тоуравнениерешенийнеимеет.
IV.УравнениявидаА0а2x+А1аx+А2=0.(Методвведенияновойпеременной).
ПриведёмобщийалгоритмметодавведенияновойпеременнойнапримереуравненияА0а2x+А1аx+А2=0.
Есливпоказательномуравнениивсеоснованияодинаковы,апоказателистепеней–разные,то:
1. приведитекодномупоказателюстепенииполучитеуравнениесодинаковымиоснованиямииодинаковымипоказателямистепеней,напримерА0(аx)2+А1аx+А2=0;
2. сделайтезаменупеременной,напримераx=у;
3. решитеуравнениеотносительноэтойновойпеременной(А0у2+А1у+А2=0);
4. сделайтеобратнуюзаменупеременнойиполучитесовокупностьпростейшихпоказательныхуравнений.
V.УравнениявидаА0аx+А1аx/2bх/2+А2bх=0.(Методпочленногоделения).
Однородныеуравнениявторойстепенивобщемвидеможнозаписатьтак:


гдеA0,A1,A2,aиb—некоторыечисла,причёмaиb—положительныиотличныотединицы.
Чтобыприйтиктакомувиду,почтивсегдауравнениетребуетсяпредварительнопреобразовать.Чащевсегоуравнениезаписываютввиде


Запишемпризнаки,которыепозволятотличитьоднородноеуравнениеотуравненийдругоговида.
Признакиоднородногопоказательногоуравнениявторойстепени
· уравнениесодержитровнотристепенисразнымиоснованиями;
· показателидвухстепенейровновдваразабольшепоказателятретьейстепени;
· основаниеэтойтретьейстепениравнопроизведениюоснованийдвухдругихстепеней.
ПриведёмобщийалгоритмметодапочленногоделениянапримереуравненияА0аx+А1аx/2bх/2+А2bх=0.
Есливпоказательномуравнениивстречаютсядваразныхоснованиястепенейсразнымипоказателями,то:
1. приведитекодинаковымпоказателямстепенейиполучитеуравнениесдвумяразнымиоснованиямииодинаковыми(иликратными)показателямистепеней;
2. разделитевсеуравнениепочленнонаменьшееоснованиевстепениуравнения(напримернаbх≠0).Преобразуйтедробиспомощьютождествастепенидробииполучитепоказательноеуравнениесодинаковымиоснованиямииодинаковымипоказателямистепеней(А0(а/b)х+А1(а/b)х/2+А2=0);
3. сделайтезаменупеременной((а/b)х/2=у);
4. решитеуравнениеотносительноэтойновойпеременной(А0у2+А1у+А2=0);
5. сделайтеобратнуюзаменупеременнойиполучитесовокупностьпростейшихпоказательныхуравнений.
VI.Уравнениявидааφ(х)=f(x).(Графическийспособ).

Решениепоказательныхнеравенств.




Определение:Пусть-данноеположительное,неравноеединицечислои-данноедействительноечисло.Тогданеравенстваиназываютсяпростейшимипоказательныминеравенствами.


Решениемнеравенстваснеизвестнымназываютчисло,приподстановкекотороговнеравенствополучаетсяверноечисловоенеравенство.Решитьнеравенство-значит,найтивсеегорешенияилипоказать,чтоихнет.
Теорема2.Еслиa>1,тонеравенствоaf(x)>ag(x)равносильнонеравенствутогожесмысла:f(x)>g(x).Если0<a<1,топоказательноенеравенство
af(x)>ag(x)равносильнонеравенствупротивоположногосмысла:f(x)<g(x).

Методырешенияпоказательныхнеравенств.
1.Показательныенеравенства,сводящиесякпростейшим.
2.Методвведенияновойпеременной.
3. Методвынесенияобщегомножителязаскобки.
4. Методпочленногоделения.

5. Методрационализации.

МетодрационализациизаключаетсявзаменесложноговыраженияF(x)наболеепростоевыражениеG(x),прикоторойнеравенствоG(x)∨0равносильнонеравенствуF(x)∨0вобластиопределениявыраженияF(x).Подзнаком∨подразумеваетсяодиниззнаков>,<,≥,≤.

Любоенеравенствоприводимоквиду,
гдеu1,...,un,v1,...,vk—некоторыефункции.Довольночастокаждуюизнихможнозаменитьнадругуюзнакосовпадающуюфункциюнаобластиопределения.Приведёмосновныетипывыражений,длякоторыхможноиспользоватьметодрационализации.
Впервомстолбцетаблицы—функцияF(x),которуюмырационализируем.Вовторомстолбце—функцияG(x)—знакосовпадающаясфункциейF(x)наобластиеёопределения.Приэтом,используяметодрационализации,нельзязабыватьпрообластьопределенияфункций.Прирешениизадачиисходноенеравенствопреобразуетсявсистему:рационализированноенеравенствоиОДЗисходногонеравенства.
	ВыражениеF
	ВыражениеG
	ОДЗ

	h(x)f(x)−h(x)g(x)
	(h(x)−1)·(f(x)−g(x))
	h(x)>0

	h(x)f(x)−1
	(h(x)−1)·f(x)
	h(x)>0

	f(x)h(x)−g(x)h(x)
	(f(x)−g(x))·h(x)
	f(x)>0,‌g(x)>0




Теорема3.Показательноенеравенстворавносильноследующейсистеменеравенств:
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Определение:Логарифмомположительногочислаbпооснованиюa,гдеa>0,a≠1,называетсяпоказательстепени,вкоторуюнадовозвестичислоa,чтобыполучитьb.


Например:log28=3,таккак23=8;log3=−2,таккак3−2=;

log77=1,таккак71=7.

Определениелогарифмаможнозаписатьтак:.Эторавенствосправедливоприa>0,b>0,a≠1.Егообычноназываютосновнымлогарифмическимтождеством.
Действиенахождениялогарифмачисланазываютлогарифмированием.
Действиенахождениячислапоегологарифмуназываютпотенцированием.
Свойствалогарифмов.
Привыполнениипреобразованийвыражений,содержащихлогарифмы,привычисленияхиприрешенииуравненийчастоиспользуютсяразличныесвойствалогарифмов.Рассмотримосновныеизних.



Пустьа>0,a≠1,b>0,c>0,r—любоедействительноечисло.Тогдасправедливыформулы:

,,.
Десятичныеинатуральныелогарифмы.
Длялогарифмовчиселсоставленыспециальныетаблицы(таблицылогарифмов).Логарифмывычисляюттакжеспомощьюмикрокалькулятора.Ивтомивдругомслучаенаходятсятолькодесятичныеилинатуральныелогарифмы.
Определение:Десятичнымлогарифмомчисланазываютлогарифмэтогочислапооснованию10ипишутlgbвместоlog10b.
Определение:Натуральнымлогарифмомчисланазываютлогарифмэтогочислапооснованиюe,гдеe—иррациональноечисло,приближённоравное2,7.Приэтомпишутlnbвместоlogeb
Иррациональноечислоeиграетважнуюрольвматематикеиеёприложениях.Числоeможнопредставитькаксумму:


или.
e≈2,7182818284.
Достаточнознатьзначениятолькодесятичныхилитольконатуральныхлогарифмовчисел,чтобынаходитьлогарифмычиселполюбомуоснованию.
Дляэтогоиспользуетсяформулазаменыоснованиялогарифма:


илитак,
гдеb>0,a>0,a≠1,c>0,c≠1

Следствияизформулызаменыоснованиялогарифма.
Приc=10иc=eполучаютсяформулыпереходакдесятичныминатуральнымлогарифмам:


,.
Логарифмическаяфункция,еёсвойстваиграфик
Вматематикеиеёприложенияхчастовстречаетсялогарифмическаяфункцияy=logax,гдеа-заданноечисло,a>0,a≠1.
Логарифмическаяфункцияобладаетсвойствами:
1)Областьопределениялогарифмическойфункции—множествовсехположительныхчисел.

2)Множествозначенийлогарифмическойфункции—множествовсехдействительныхчисел.

3)Логарифмическаяфункциянеявляетсяограниченной.

4)Логарифмическаяфункцияy=logaxявляетсявозрастающейнапромежутке(0;+∞),еслиa>1,иубывающей,если0<a<1.

5)Еслиa>1,тофункцияy=logaxпринимаетположительныезначенияприх>1,отрицательныепри0<x<1.Если0<a<1,тофункцияy=logaxпринимаетположительныезначенияпри0<х<1,отрицательныеприх>1.
ОсьOyявляетсявертикальнойасимптотойграфикафункцииy=logax
[image: ]
Отметим,чтографиклюбойлогарифмическойфункцииy=logaxпроходитчерезточку(1;0).
Прирешенииуравненийчастоиспользуетсяследующаятеорема:

Теорема.Еслиlogax1=logax2,гдеa>0,a≠1,x1>0,x2>0,тоx1=x2.
[bookmark: rules]Логарифмическаяфункцияy=logaxипоказательнаяфункцияy=ax,гдеa>0,a≠1,взаимнообратны.
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Основныеметодырешениялогарифмическихуравнений:
· Наоснованииопределениялогарифма.
· Методпотенцирования.
· Методпостановки.
· Методлогарифмирования.
Основныеправила:
1. Нужнонайтиобластьдопустимыхзначений(ОДЗ).
2. Спомощьюосновныхлогарифмическихформулпривестивуравненииклогарифмамсодинаковымоснованиемслеваисправаотзнакаравенства.
3. Еслипункт2невозможен,товводитсяподстановка.

Решениелогарифмическихнеравенств.
Прирешениилогарифмическихнеравенствнеобходимоучитывать,что


1.еслиа>0,а≠1,тоlogaf(x)≥b<=>,или.


2.еслиа>0,а≠1,тоlogaf(x)≤b<=>,или.


3.logf(x)g(x)≥logf(x)h(x)<=>и.



4.logf(x)g(x)≤logf(x)h(x)<=>и.



5.<=>и.
Имеетсянеменее4принципиальноразличныхтиповподходакрешениюлогарифмическихнеравенств:
1.переборслучаев«основаниебольшеединицы»,«основаниеменьшеединицы»;
2.переходкравносильнымсовокупностямсистемнеравенств,несодержащихлогарифмов,методрационализации;
3.обобщенныйметодинтервалов;
4.графическийметод.
Методрационализации.
Напомним,впервомстолбцетаблицы—функцияF(x),которуюмырационализируем.Вовторомстолбце—функцияG(x)—знакосовпадающаясфункциейF(x)наобластиеёопределения.Приэтом,используяметодрационализации,нельзязабыватьпрообластьопределенияфункций.
	ВыражениеF
	ВыражениеG
	ОДЗ

	logh(x)f(x)−logh(x)g(x)
	(h(x)−1)·(f(x)−g(x))
	f(x)>0,‌g(x)>0,‌h(x)>0,‌h(x)≠1

	logh(x)f(x)−1
	(h(x)−1)·(f(x)−h(x))
	f(x)>0,‌h(x)>0,‌h(x)≠1

	logh(x)f(x)
	(h(x)−1)·(f(x)−1)
	f(x)>0,‌h(x)>0,‌h(x)≠1

	logf(x)h(x)−logg(x)h(x)
	(f(x)−1)·(g(x)−1)·(h(x)−1)·(g(x)−f(x))
	h(x)>0,‌f(x)>0,‌f(x)≠1,g(x)>0,‌g(x)≠1


Теорема1.Логарифмическоенеравенство


равносильноследующейсистеменеравенств:



Неравенству

соответствуетравносильнаясистема.


Решениепоказательно-логарифмическихнеравенств






Рассматриваяпоказательно-логарифмическиеуравнения,мыотметили,чтодляихрешенияиспользуетсяметодлогарифмированияобеихчастейуравненияпоодномуитомужеоснованию.Этотметодприменяетсяидлярешенияпоказательно-логарифмическихнеравенств.Здесьтакжеиипереходимотнеравенствакнеравенству,еслиa>1икнеравенству,если.
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Cинусомострогоугланазываетсяотношениедлиныкатета,противолежащегоуглуφ,кдлинегипотенузыпрямоугольноготреугольникасострымуглом,иобозначаютsin.Отношениедлиныприлежащегокуглукатетакгипотенузеназываетсякосинусомугла,обозначаютcos.Тангенсомострогоугланазываетсяотношениедлиныкатета,противолежащегокуглуφ,икатета,прилежащегокэтомууглу(tg).Обратноеотношениедлинкатета,прилежащегокуглу,икатетапротиволежащего,называетсякотангенсом(ctg).


Кромесинуса,косинуса,тангенсаикотангенсаиспользуютещесекансикосеканс.
Выражение,вкоторомпеременнаясодержитсяподзнакомтригонометричскихфункций,называетсятригонометрическим.
СогласнотеоремеПифагораизрисункка(Рис.7.1)следует:
[image: ]—вершинауглаφпрямоугольноготреугольникасовмещенасначаломкоординат,
—гипотенузатреугольника,являющаясятакжеирадиусомокружности,равнаединице,r=1,
—косинусявляетсяпроекциейрадиусанаосьабсцисс,
—синусявляетсяпроекциейрадиусанаосьординат.
Всёэтоправильно,нопокатолькодляострыхуглов,когдарадиус-гипотенузанаходитсявпервойчетверти.

Знаковаяхарактеристикатригонометрическихфункций.
[image: ]
Наиболееважныесвойстваиграфикитригонометрическихфункций
	Функция
	Область
определения
	Областьзначений
	Чётность,нечётность
	Период,Т
	Графикифункций

	y=sinx

	(–∞,∞)
	[–1,1]
	нечётная
	Т=2π
	


	y=cosx

	(–∞,∞)
	[–1,1]
	чётная
	Т=2π
	


	y=tgx

	(–∞,∞)заисключениемточек
πn+π/2,
здесьnцелое
	(–∞,∞)
	нечётная
	Т=π
	


	y=ctgx

	(–∞,∞)заисключениемточекπn,здесьnцелое
	(–∞,∞)
	нечётная
	Т=π
	



[image: ]
Обобщениеситуациинаслучайлюбыхугловочевиднымобразомследуетизрисунка(Рис.7.2),аименно,длялюбыхугловкосинус,—проекцияединичногорадиусанаосьабсцисс(Ox),синус—проекцияединичногорадиусанаосьординат(Oy),причёмвтехслучаях,когдапроекцияпопадаетвотрицательнуюобластькоординатныхосей,функциямприписываетсязнакминус.
Функцияf(x)называетсячётной,еслиf(–x)=f(x),инечётной,еслиf(–x)=–f(x).Графикчётнойфункциисимметриченотносительноосиординат(Oy),аграфикнечётнойфункциисимметриченотносительноначалакоординат.Изграфиковвидно,чтокосинусявляетсячётнойфункцией,асинус,тангенсикотангенс—нечётные.




Теорема1.Если-основнойпериодфункции,точислоявляетсяосновнымпериодомфункции.





Периодыфункцийиназываютсясоизмеримыми,еслисуществуютнатуральныечислаи,что.








[bookmark: GEQ151]Теорема2.Еслипериодическиефункциии,имеютсоизмеримыеи,тоониимеютобщийпериод,которыйявляетсяпериодомфункций,,.








Втеоремеговоритсяотом,чтоявляетсяпериодомфункции,,,инеобязательноявляетсяосновнымпериодом.Например,основнойпериодфункцийи-аосновнойпериодихпроизведения-.
Вотличиеоттригонометрическихфункцийобратныетригонометрическиефункциинеявляютсяпериодическими.







Наиболееважныесвойстваиграфикиобратныхтригонометрическихфункций
	Функция
	Область
определения
	Областьзначений
	Чётность,нечётность
	Графикифункций

	y=arcsinx

	
x
	

	нечётная
	


	y=arccosx

	
x
	
y

	
общеговидаarccos(-а)=-arccosа
	


	y=arctgx

	
x
	
y
	нечётная
	


	y=arcctgx

	
x
	
y
	
общеговидаarcctg(-а)=-arcctgа
	





[bookmark: _Toc531266540]Преобразованиетригонометрическихвыражений.

Основныетригонометрическиеформулы:


Полезнытакжеформулыприведения,которыепозволяютвыразитьзначениятригонометрическихфункцийдлялюбыхугловчереззначениятригонометрическихфункцийугловпервойчетверти.
Например:cos(180°+α)=cos180°∙cosα–sin180°∙sinα=
(–1)∙cosα–0∙sinα=–cosα.
Чтобыизбежатьнеобходимостипользоватьсяподобнымирасчётами,применяютмнемоническоеправило:
1.Есливычисляетсятригонометрическиефункцииуглов90°±αили270°±α,тосинусменяетсянакосинус,косинуснасинус,тангенснакотангенс,котангенснатангенс.Вслучаеуглов180°±αили360°±αфункцииостаютсянеизменными,т.е.синусостаётсясинусомит.п.
2.Знакрезультататакойже,какуисходнойфункциивтойчетверти,вкоторуюпопадаетисходныйугол.
Например:cos(180°–α)=–cosα.
Косинусостаётсякосинусом,потомучто180°.Исходныйугол(180°–α)вовторойчетверти,гдекосинус,исходнаяфункция,отрицательна,поэтомузнакминус.
Переводградусноймерыуглаврадианнуюиобратно.





Пустьα—градуснаямераугла,β—радианная,тогдасправедливыформулы:,,где,,,

.
Формулысложенияивычитанияаргументов:


;.
Преобразованиесуммы(разности)тригонометрическихфункцийвпроизведение:


.
Преобразованиепроизведениятригонометрическихфункцийвсумму:


.
Формулыдвойногоаргумента:


.
Формулыпонижениястепени:

.
Формулыполовинногоугла:








.
Заменачерезтангенсполовинногоугла:










Соотношениядляобратныхтригонометрическихфункций:








Длярешениязадачнаупрощениетригонометрическихвыраженийтребуетсядостаточнохорошознатьправилапреобразованияалгебраическихвыраженийитригонометрическиеформулы(уметьприменятьихкакпоодной,такивкомплексе).
[bookmark: _Toc531266541]Простейшиетригонометрическиеуравненияинеравенства.

Тригонометрическиеуравнения.
Способырешениятригонометрическихуравнений:
1. Решениепростейшихтригонометрическихуравнений


где.
Особоотметимнекоторыечастныеслучаиэлементраныхтригонометрическихуравнений,когдарешениеможетбытьзаписанобезпримененияобщихформул:

















где.
2. 



[image: ][image: ]Еслиуравнениеврезультатесводитсяквиду,либо,либо,либо,гдеyиz-выраженияотнеизвестногох.
Изэтогоследует,что



[image: ][image: ]





Где.
3. Применениесвойствтригонометрическихфункций.
Еслиуравнениеимеетвидf(t)=g(t),fиg–составленыизтригонометрическихвыражений.Решениеможнонайтисредитехt,которыеудовлетворяютуравнениямf(t)=a;g(t)=a,гдеа–действительноечисло,принадлежащееобластямзначенийf(t)иg(t).
[bookmark: _Toc249073567]Разложениенамножители.



Методразложениянамножетелизаключаетсявследующем:еслитовсякоерешениеуравненияявляетсярешениесовокупностиуравнений	

Обратноеутверждение,вообщеговоряневерно:невсякоерешениесовокупностиявляетсярешениемуравнения.Этообъясняетсятем,чторешенияотдельныхуравнениймогутневходитьвобластьопределенияфункции.
4. Решениетригонометрическихуравненийспомощьюразнообразныхтригонометрическихформул.
Прирешениирядауравненийприменяютсявсевозможныетригонометрическиеформулы.Рассмотримнекоторыеизних.
а)Применениетригонометрическихформулпреобразованиясуммыиразноститригонометрическихфункцийвпроизведение.
[bookmark: _Toc249073568]б)Решениеуравненийпреобразованиемпроизведениятригонометрическихфункцийвсумму.
6. Методвведенияновыхпеременных.
	Методвведенияновыхпеременныхпозволяетпреобразоватьисходноетригонометрическоеуравнениевдругойтипуравнений.Приэтомваженвыборосновноговыражения,черезкотороевыражаютсяостальныечастиуравнения.Удобнеесводитьквиду,когдатакжезависимостиявляютсярациональными.ВчастностиобозначимчерезR(cosx,sinx)рациональноевыражениеотносительноcosxиsinx,тоестьвыражение,получающеесяизcosxиsinxипостоянныхспомощьюоперацийсложения,умноженияиделения.Конечно,требуетсяконтрользаобластьюопределенияимножествомрешений.
а)РассмотримуравнениевидаR(cosx,sin2nx)=0иR(cos2nx,sinx)=0.
	Внекоторыхслучаяхудаетсясвеститакоеуравнениекрациональномууравнениюотносительноsinxилиcosx.Иногдаудобноруководствоватьсяследующимправиломвыбораподстановки.Еслиcosxвходитвуравнениевчетныхстепенях,тозаменяявсюдуcos2xна1-sin2x,получимрациональноеуравнениеотносительноsinx.Еслижеsinxвходитвуравнениелишьвчетныхстепенях,тозаменаsin2xна1-cos2xприводитуравнениекрациональномувидуотносительноcosx.
б)РассмотримуравнениевидаR(tgx,cos2mx,sin2nx)=0.

Есливуравнениивстречаютсятолькоtgx,четныестепенисинусовикосинусов,синусыикосинусыдвойныхуглов,томожнопрейтикрациональномууравнениюспомощьюподстановки:.
в)УравнениевидаR(sinx±cosx;sinxcosx)=0.




Решаетсяследующейзаменой,,,.
г)Универсальнаятригонометрическаяподстановка.

	Этоподстановка.ОнапозволяетсвестикрациональномууравнениюлюбоеуравнениеR(sinx,cosx)=0.Еслих2,,тосправедливытождества

.
	Послерешениянадопроверитьотдельноявляютсялих=2,,решениямиисходногоуравнения.
д)Однородныетригонометрическиеуравнения.
	Однородноеуравнение–этоуравнение,вкоторомкаждоеслагаемоеимеетоднуитужестепень.



где-действительныечисла.-показательоднородности.

Ясно,чтоесли,тоуравнениеприметвид:







решениямикоторогоявляютсязначения,прикоторых,т.е.числа,.Второеуравнение,записанноевскобкахтакжеявляетсяоднородным,ностепенина1ниже.Еслиже,тоэтичисланеявляютсякорнямиуравнения.




	Инаоборот,приполучим:,ивисходномуравнении.




Итак,при,,следовательно,,поэтомуможноразделитьобечастиуравненияна.Врезультатеполучаемуравнение:



которое,подстановкойлегкосводитсякалгебраическому:



	Однороднымтригонометрическимуравнением1-ойстепениназываетсяуравнениевида:asinx+bcosx=0.	
	Пусть,например,а0.Тогдауравнениюнеудовлетворяюттех,длякоторыхcosx=0.Поделивнаcosxобечастиуравненияполучимуравнениеatgx+b=0.
	Однороднымуравнением2-ойстепениназываетсяуравнениевида:
a·sin2x+b·sinx·cosx+c·cosx=0.





	Если,тогдаразделимобечастиуравненияна,получимуравнение,котороеподстановкойлегкоприводитсякквадратному:.
7. Решениетригонометрическихуравненийспомощьювведениявспомогательногоаргумента.

Рассмотримуравнениевида:,

1)если,тоуравнениеоднородное.





2)еслии(тоестьхотябыодноизчиселилинеравно0),торазделимобечастиуравненияна,получим






Т.к.и,тосуществуеттакойугол,что,тогда


,


1)если,т.е.,токорнейнет.


2)если,т.е.,тогда

.


[bookmark: _Toc249073579]
Тригонометрическиенеравенства.
[bookmark: _Toc249073580]-Решениетригонометрическихнеравенствспомощьюединичнойокружности.



Прирешениитригонометрическихнеравенстввида,где-однаизтригонометрическихфункций,удобноиспользоватьтригонометрическуюокружностьдлятого,чтобынаиболеенагляднопредставитьрешениянеравенстваизаписатьответ.Основнымметодомрешениятригонометрическихнеравенствявляетсясведениеихкпростейшимнеравенствамтипа.Разберёмнапримере,какрешатьтакиенеравенства.




Длярешениянеравенствстангенсомикотангенсомполезнопонятиеолиниитангенсовикотангенсов.Таковымиявляютсяпрямыеи(Рис.7.8),касающиесятригонометрическойокружности.Легкозаметить,чтоеслипостроитьлучсначаломвначалекоординат,составляющийуголсположительнымнаправлениемосиабсцисс,тодлинаотрезкаотточкидоточкипересеченияэтоголучаслиниейтангенсоввточностиравнатангенсуугла,которыйсоставляетэтотлучсосьюабсцисс.Аналогичноенаблюдениеимеетместоидлякотангенса.
-Неравенствасобратнымитригонометрическимифункциямиудобнорешатьсиспользованиемграфиковобратныхтригонометрическихфункций.Покажем,какэтоделаетсянапримере.

1. Используяметодинтервалов.
Общаясхема:
1. Спомощьютригонометрическихформулразложитьнамножители.
1. Найтиточкиразрываинулифункции,поставитьихнаокружность.
1. ВзятьлюбуюточкуК(ноненайденнуюранее)ивыяснитьзнакпроизведения.Еслипроизведениеположительно,топоставитьточкузаединичнойокружностьюналуче,соответствующемууглу.Иначеточкупоставитьвнутриокружности.
1. Еслинекоторыеточкиразныхсерийсовпадают,тоихназываюткратными.Точки,которыеповторяютсявчетномчислесерий,называютточкамичетнойкратности,ате,чтоповторяютсявнечетномчислесерий,—точкаминечетнойкратности.Провестидугиследующимобразом:начатьсточкиК,еслиследующаяточканечетнойкратности,тодугапересекаетокружностьвэтойточке,еслижеточкачетнойкратности,тонепересекает.
1. Дугизаокружностью–положительныепромежутки;внутриокружности–отрицательныепромежутки.
[bookmark: _Toc249073581]Решениетригонометрическихнеравенствграфическимметодом







Заметим,чтоесли-периодическаяфункция,тодлярешениянеравенстванеобходимонайтиегорешениянаотрезке,длинакоторогоравнапериодуфункции.Всерешенияисходногонеравенствабудутсостоятьизнайденныхзначений,атакжевсех,отличающихсяотнайденныхналюбоецелоечислопериодовфункции.


Аналогичнорешаютсянеравенства,,ит.п.
4. Сведениекодномуилинесколькимнеравенствам.
Вбольшинствеслучаеврешениетригонометрическихнеравенствможносводитьприпомощитождественныхтригонометрическихпреобразованийивведениявспомогательныхнеизвестныхкрешениюодногоилинесколькихнеравенств.
[image: ]
[image: ][image: ]




[bookmark: _Toc531266542]8.Производная.Исследованиефункцийспомощьюпроизводной

[bookmark: _Toc531266543]Нахождениепроизводнойфункции.



Определение:Пустьзаданафункцияy=f(x),определеннаявнекотороминтервале.Прикаждомзначенииаргументаxвэтоминтервалефункцияy=f(x)имеетопределенноезначение.Еслиаргументxполучилприращение,тоифункцияполучиланекотороеопределенноеприращение.Еслисуществуетпределотношения


при
тоонназываетсяпроизводнойфункцииf(x)вточкеxиобозначается:

.
Операциявычисленияпроизводнойназываетсядифференцированием
функции.
Геометрическийсмыслпроизводнойфункцииу=f(x)вточкех0-этотангенсугланаклонамеждуосьюабсциссикасательнойкграфикуэтойфункции,проходящейчерезточкусабсциссойх0.
1. Еслиуголнаклонакасательнойострый,тотангенсположительный,азначит,производнаяположительна.
2. Еслиуголнаклонакасательнойтупой,тотангенсотрицательный,азначит,производнаяотрицательна.
3. Еслиуголнаклонакасательнойравеннулю,тотангенсравеннулю,азначит,производнаяравнанулю.
4. Еслиуголнаклонапрямой,тотангенснесуществует,азначит,производнаянесуществует.
Приведемтаблицупроизводныхэлементарныхфункций:
1)(C)=0,C=Const

2)

3)

4)



5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)
Правилавычислениепроизводных.
Производнаясуммыдвухфункций:(u+v)/=u/+v/.
Производнаяпроизведенияпостояннойифункции:(Cu)/=Cu/.
Производнаяпроизведениядвухфункций:(uv)/=u/v+uv/.

Производнаячастногодвухфункций:.
Производнаясложнойфункцииy=f(g(x)):f/(g(x))=f/(g)g/(x).
Производнаяфункциивидаy=f(ax+b):
y/=f/(ax+b)=f/(ax+b)(ax+b)/=af/(ax+b).
[bookmark: _Toc531266544]Исследованиефункциинаэкстремум.Интервалывозрастания,убывания,выпуклости,вогнутости.Асимптотика.
Общаяхарактеристикафункции.



ЕсликаждомузначениюпеременнойхизмножестваХпонекоторомуправилупоставленовсоответствиеединственноевполнеопределенноезначениеy,топеременнуюyназываютфункциейотх.Записываютили.Говорятещё,чтофункцияотображаетмножествоХнамножествоY.



МножествоХназываетсяобластьюопределенияфункциииобозначается.Множествовсехназываетсямножествомзначенийфункциииобозначается.х–независимаяпеременнаявеличинаилиаргумент,y–функцияилизависимаяпеременная.








Функция,определеннаянамножественазываетсячетной,еслидлялюбоговыполняетсяусловиеи;нечетной,еслидлялюбоговыполняетсяусловиеи.
ГрафикчетнойфункциисимметриченотносительноосиОy,нечетной–относительноначалакоординат.




ФункцияназываетсяпериодическойнамножествеD,еслисуществуеттакоечислоТ>0,чтоприкаждомзначениии.ПриэтомчислоТназываетсяпериодомфункции.
Возрастаниеиубываниефункции.







Функцияназываетсявозрастающейвинтервале,еслидлялюбыхдвухточекиизуказанногоинтервала,удовлетворяющихнеравенству,выполняетсянеравенство,если,функцияназываетсянеубывающей.
Инымисловами–значениявозрастающейфункцииувеличиваютсяодновременносозначениемаргумента.







Функцияназываетсяубывающейвинтервале,еслидлялюбыхдвухточекиизуказанногоинтервала,удовлетворяющихнеравенству,выполняетсянеравенство,если,функцияназываетсяневозрастающей.
Возрастающие,невозрастающие,убывающиеинеубывающиефункцииназываютсямонотонными.Авозрастающиеиубывающие–строгомонотонными.
Пустьзаданафункцияf(x).Возьмемдветочкинапромежутке[a,b]х1их2приусловии,чтох2>x1.Тогдафункцияназываетсявозрастающейнапромежутке[a,b],еслиf(x2)>f(x1).Функцияназываетсяубывающейнапромежутке[a,b],еслиf(x2)<f(x1).
Еслифункциядифференцируеманаопределенномпромежуткеипроизводнаяфункциивточкех=сположительна,тонаэтомпромежуткеонавозрастает.
Действительно,согласнотеоремеЛагранжа,еслих2>x1иf'(c)>0,тофункциявозрастает(Рис.8.1).


[image: ],

,

,
т.е.еслилеваячастьравенстваположительна,
гдех1<c<x2иf'(c)>0,тоf(x2)>f(x1).
[image: ]Приубываниифункцииможносделатьаналогичныйвывод.
Еслифункциядифференцируеманаопределенномпромежуткеипроизводнаяфункциивточкех=сотрицательна,тонаэтомпромежуткеонаубывает(Рис.8.2).Опятьже,согласнотеоремеЛагранжа,еслих1<c<x2иf'(c)<0,тофункцияубывает.

,

.
Экстремумфункции.
[image: ]Еслифункцияf(x)определенанаопределенномпромежуткеисуществуеттакаяточкаАнаэтомпромежутке,чтоf(x)<f(A)вовсехточкахокрестноститочкиА,тоданнаяточканазываетсяточкоймаксимума(Рис.8.3).
Еслифункцияf(x)определенанаопределенномпромежуткеисуществуеттакаяточкаВнаэтомпромежутке,чтоf(x)>f(В)вовсехточкахокрестноститочкиB,тоданнаяточканазываетсяточкойминимума(Рис.8.3).
Точкимаксимумаиминимуманазываютсяточкамиэкстремума,азначенияфункциивэтихточках–экстремумамифункции.
КасательнаякграфикуфункциивданныхточкахпараллельнаосиОХ.



Теорема(Ферма–необходимоеусловиеэкстремума).Если-точкаэкстремумадляфункции,товэтойточкепроизводнаяфункциилиборавнанулю,либонесуществует.

Точкиобластиопределенияфункции,вкоторыхеепроизводнаянесуществуетилиравнанулю,называютсякритическимиточкамифункции.
Здесьнужноотметить,чтоневовсехкритическихточкахфункцияимеетэкстремум.Напримерфункцияy=x3неимеетэкстремума,т.к.невыполняетсяусловиеf(x)<(>)f(x0),т.е.вокрестноститочких0значениефункциидолжнобытьбольше(меньше)значенияфункциивточкех0.Такимобразом,функцияy=x3имееткритическуюточкуприх=0
(т.к.f'(0)=0),ноэкстремумавэтойточкенет.
ВсилутеоремыФермаэкстремумыфункциинаходятсясредиеекритическихточек.



Первоедостаточноеусловиеэкстремума.Еслиприпереходе(слеванаправо)черезкритическуюточкупроизводнаяменяетзнакс(+)на(-),тоточкаявляетсяточкоймаксимума;еслис(-)на(+),тоточкойминимума;еслизнаканеменяет,тоэкстремуманет.







Второедостаточноеусловиеэкстремума.Пустьвточкепроизводнаяравнанулю,автораяпроизводная.Тогда,если,то-точкаминимума;если,то-точкамаксимума.
Выпуклостьграфикафункции.Точкиперегиба.
Пустьзаданафункцияy=f(x).Предположим,чтофункцияf(x)дифференцируеманаопределенномпромежутке[x1;x3].
[image: ]Возьмемпромежуток[x1;x2].Тогда,еслиприлюбомзначениихтаком,чтоx1<x<x2,значениефункциименьшезначениякасательнойвточкех,
т.е.fф(x)≤fк(x),тофункциявыпуклавверх(Рис.8.4).Графикфункцииназываетсявыпуклымнапромежутке[x1;x2],еслионрасположеннижекасательной,проведеннойвлюбойточкеэтогоинтервала.
Возьмемпромежуток[x2;x3].Тогда,еслиприлюбомзначениихтаком,чтоx2<x<x3,значениефункциибольшезначениякасательнойвточкех,т.е.fф(x)≥fк(x),тофункциявыпуклавниз(Рис.8.4).Графикфункцииназываетсявогнутымнапромежутке[x2;x3],еслионрасположенвышекасательной,проведеннойвлюбойточкеэтогоинтервала.
Еслифункциявыпуклавверх,товтораяпроизводнаяфункциименьшенуля,т.е.f''(x)<0.
Еслифункциявыпуклавниз,товтораяпроизводнаяфункциибольшенуля,т.е.f''(x)>0.




Первоедостаточноеусловиеточкиперегиба.Пустьфункцияимеетпервуюпроизводнуювточкеивторуюпроизводнуювнекоторойокрестностиэтойточки(кроме,бытьможетсамойточки).Тогдаеслиприпереходечерезточкувтораяпроизводнаяменяетзнак,то-точкаперегиба.





Второедостаточноеусловиеточкиперегиба.Пустьвточкефункцияимеетпроизводныедотретьегопорядкавключительно.Тогдаесли,а,то–точкаперегибаэтойфункции.
Асимптотыграфикафункции.

Прямаялинияmназываетсяасимптотойграфикафункции,еслирасстояниеdотточкиM,лежащейнаэтомграфике,допрямойmстремитсякнулюпринеограниченномудаленииэтойточкипографикуотначалакоординатвбесконечность.
Асимптотыбываюттрехвидов:вертикальные,наклонныеигоризонтальные.




[image: ]Прямаяназываетсявертикальнойасимптотой(Рис.8.5)графикафункции,еслихотябыодинизодностороннихпределовиравенбесконечности.



Обычновертикальнымиасимптотамиявляютсяпрямыевточкахразрыва2-города.Поэтомудляотысканиявертикальныхасимптотопределяютточкибесконечногоразрывафункции.Тогдауравнениевертикальныхасимптот.Вертикальныеасимптотымогутбытьинаграницеобластиопределенияфункции.Например,какуфункции.






[image: ]Прямаяназываетсянаклоннойасимптотой(Рис.8.6)графикафункциипри(при),если(соответственно,).


Уравнениенаклоннойасимптотыкграфикуфункцииищемвиде,где


и.






[image: ]Еслихотябыодинизпределовkиbнесуществуетилиравенбесконечности,токриваянаклоннойасимптотынеимеет.Асимптотыграфикафункцииприимогутбытьразными.Поэтомупринахождениипределовkиbследуетотдельнорассматриватьслучай,когдаикогда.

Частнымслучаемнаклоннойасимптоты(при)являетсягоризонтальнаяасимптота(Рис.8.7).






Прямаяявляетсягоризонтальнойасимптотойграфикафункциипри(при)тогдаитолькотогда,когда(соответственно,).
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