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Комплексные числа и действия над ними

Комплексным числом z называется выражение вида



(алгебраическая форма комплексного числа), где х и у – любые действительные числа, а j – мнимая единица, удовлетворяющая условию . Числа х и у называются соответственно действительной и мнимой частями комплексного числа и обозначаются 


,   .






Комплексное число  называется сопряженным комплексному числу . Комплексные числа  и  считаются равными тогда и только тогда, когда , .

Комплексное число  изображается в плоскости XOY точкой М с координатами (x, y) либо вектором, начало которого находится в точке О (0, 0), а конец в точке М (х, у) (рис. 1). 
[image: СК]

Рис. 1.





Длина  вектора ОМ называется модулем комплексного числа и обозначается , так что . Угол , образованный вектором ОМ с осью ОХ, называется аргументом комплексного числа z и обозначается ; он определяется не однозначно, а с точностью до слагаемого, кратного :

,


где  есть главное значение , определяемое условиями

,
причем 




Два комплексных числа  и  равны тогда и только тогда, когда их модули равны, а их аргументы либо равны, либо отличаются на величину, кратную 2:


, .



1. Суммой  комплексных чисел  и  называется комплексное число

.



2. Разностью  комплексных чисел  и  называется комплексное число

.



3. Произведением  комплексных чисел   и  называется комплексное число

.





4. Частным  от деления комплексного числа  на комплексное число  называется такое комплексное число , которое удовлетворяет уравнению . Для частного имеет место формула 




5. Любое комплексное число можно  () можно записать в тригонометрической форме



, где , .


6. Любое комплексное число можно  () можно записать в показательной форме



, где , .

7. Возведение комплексного числа в натуральную степень n производится по формуле

.
8. Корень n-й степени из комплексного числа z имеет n различных значений, которые определяются по формуле

,

где 


В следующих задачах найти модуль и главное значение аргумента комплексных чисел


Пример. Найти модуль и главное значение аргумента комплексного числа .

Решение. Имеем . Находим модуль комплексного числа 

.
Находим аргумент комплексного числа. Изображаем комплексное число на комплексной плоскости (см. рис.2). 
[image: Рисунок1]
Рис. 2.

Комплексное число лежит в четвертой четверти (х>0, y< 0), следовательно

.




1. ; 2.; 3. ; 4. ;






5. ; 6. ; 7. ; 8. ; 9. ; 10.; 

11. .

Представить комплексные числа в тригонометрической форме:

Пример. Записать комплексное число  в тригонометрической и показательной форме.
Решение. Имеем


. Так как х<0, y< 0, то .
Следовательно, записываем комплексное число
в тригонометрической форме: 

,
в показательной форме

.





12. ; 13. ; 14. ; 15. ; 16. .
Представить комплексные числа в показательной форме:




17. ; 18. ; 19. ; 20. ; 


21. ; 22. . 
Возвести комплексное число в степень


Пример. Вычислить .
Решение. Представим число в тригонометрической форме 

.
Применяем формулу возведения в степень, получим







23. ;   24. ;   25. ; 26. . 

Найти все значения корня


Пример. Найти все значения корня .

Решение. Корень 3-й степени из комплексного числа  имеет три различных значения, которые определяются формулой 




Находим модуль и аргумент комплексного числа  ():


, .
Находим значения корня









27. ;  28. ;  29. ;  30. ;  31. ; 32. .


Найти множества точек на плоскости комплексного переменного z, которые определяются заданными условиями.


Пример. Найти множества точек на плоскости комплексного переменного z, которые определяются заданными условием: .

Решение. Пусть . Тогда

.

По условию . Это неравенство определяет множество точек, являющихся внутренностью круга с центром x=1, y=1 радиуса 3, в силу того, что уравнение [image: ] описывает окружность с упомянутым выше центром и радиусом (рис. 3).
[image: Рисунок3]
Рис. 3.









33. ; 34. ; 35. . 36. ; 37. ; 38. ; 39. . 40. ; 41. . 

ОТВЕТЫ.















1.  2. .  3. , ; 4. , [image: ]; 5.  6.  7. 7. , ; 8.  , ; 9. ; ; 10. 



23. ; 24. . 25.  1728. 26. 1. 







27. ; 28. ; 29. ; 30. ; 31. , . 32. .
33. Вся комплексная плоскость, из которой вырезан круг радиуса 2 с центром в начале координат. 34. Круг радиуса r=1 с центром в начале координат, причем центр этого удален (круг «проколот»). 35. Вся комплексная плоскость, из которой вырезан круг радиуса r=1/2 с центром в начале координат. 36. Окружность радиуса r=8 с центром в точке z=5j. 37. Круг вместе с границей радиуса r=4 с центром в точке z=1+j. 38. Часть кольца, ограниченного двумя лучами arg z=/4 и arg z=/2 и окружностями радиусов r=1 и r=2 с центром в точке z= –j. 39. Часть кольца, ограниченного двумя лучами arg z=/8 и arg z=4/3 и окружностями радиусов r=2 и r=3 с центром в точке z=0. Множество также включает часть луча arg z=4/3 между указанными окружностями и часть окружности радиуса 3 между указанными лучами. 40. Правая полуплоскость, включая и ось OY. 41. Полоса между прямыми у=0 и у=1, включая эти прямые.


Найти логарифмы следующих чисел:


97.	98.


99.	100.


101.	102.


103.	104.


105.	106.
Выделить действительную и мнимую части следующих функций:


107.	108.


109.	110.


111.	112.


113.	114.


115.	116.


117.	118.


119.	120.


121.	122.


123.	124.
Найти значение модуля и главное значение аргумента данных функций в указанных точках:


125.  


126.  


127.  


128.  
Вычислить:


129.	130.


131.	132.


133.	134.


135.	136.


137.	138.
Найти модуль и аргумент комплексных чисел:


139.	140.


141.	142.


143.	144.
Доказать, что 


145.	146.


147.	148.
Записать в алгебраической форме следующие комплексные числа:


149.	150.


151.	152.


153.	154.


155.	156.


Решить следующие уравнения:


157.                                     158.


159.                                    160.

161., х – действительное;


162.                          163.


164.                                165.


166.                          167.


168.                           169.


170.                             171.


172.                                 173.

174.
Пользуясь условиями Коши-Римана, выяснить, какие из следующих функций являются аналитическими, а какие – нет:


175.	176.


177.	178.


179.	180.


181.	182.


183.	184.


185.	186.
Восстановить аналитическую в окрестности точки z0 функцию f(z) по известной действительной U(x,y) или мнимой V(x,y) части и значению f(z0):

187.

188.

189.

190.

191.

192.
Вычислить следующие интегралы:

193.

194.

195.

196. (обход против часовой стрелки)

197.(обход против часовой стрелки)

198. (обход против часовой стрелки) 

199. (обход против часовой стрелки)


200.                                 201.


202.                                    203.

204.где с- дуга параболы y=x2, соединяющая точки z0=0 и z1=1+j

205. где с – отрезок прямой, соединяющий точки z0=0  и z1=1+j



206.c – отрезок  прямой, соединяющей точки z0=  и z1=



207.(выбирается та ветвь функции , для которой )

208.

209. 
Вычислить следующие интегралы:


210.	211.


212.	213.


214.	215.


216.	217.


218.	219.
Вычислить следующие интегралы:


220.	221.


222.	223.


224.	225.


226. 	227.


228.	229.
Разложить данные функции в ряд Тейлора:

230.	по степеням z
231.cos  z	по степеням z

232.	по степеням z
233.sin(2z+1)	по степеням (z+1)

234. cos  z	по степеням 

235. 	по степеням  (2z-1)

236.	по степеням (z-j)

237.ch(1-z)	по степеням (z-1+j)

238.	по степеням (z+2)

239.ch(1-z)	по степеням (z+1+j)
Разложить в ряд Лорана в окрестности точки z=0 следующие функции



240.	241.	242.



243.	244.	245.



246.	247.	248.


249.	250.
У следующих функций найти нули и определить их порядки:


251.	252.


253.	254.


255.	256.


257.	258.


259.	260.
Найти порядок нуля  z0=0  для следующих функций:


261.	262.


263.	264.


265.	266.


267.	268.
Определить характер особой точки z0=0 для следующих функций:



269.          	270.	271.



272.	273.	274.

275.
Найти особые точки и определить их характер:


276.	277.


278.	279.


280.	281.


282.	283.

284.
Вычислить интегралы:


285.	286.


287.	288.


289.	290. 


291.	292.


293.	294.


295.	296.


297.	298.

299. 



Вычислить интегралы:


300.	301.



302.	303., где с: 


304.	305.


306.	307.


308., где с: x2 + y2 - 2x =0	309.


310. где  с: x2 + y2 =2x	311.


312.	313.
Вычислить следующие интегралы:


314.	315., a>0, b>0


316.	317.


318.	319.


320.	321.
Вычислить интегралы:


322.	323.


324.	325.


326., a>0	327., a>0

328.
Вычислить интегралы:


329.,	где 


330.,	где 


331. ,	где	


332. ,	где	


333. , 	где	


334. , 	где	


335. ,	где	


336. ,	где	


337. ,	где	


338. ,	где	
Для следующих уравнений определить число корней в правой полуплоскости:

339. 

340. 

341. 

342. 

343. 

344. 
Преобразование  Лапласа.
Проверить, какие из указанных функций являются функциями – оригиналами (по Лапласу):


345. 	346. 


347. 	348. 


349. 	350. 


351. 	352. 


353. 	354. 


355.	356. 


357. 	358. 


359. 	360. 
Найти изображения следующих функций (по Лапласу):


361. 	362. 


363. 	364. 


365. 	366. 




367. 	368. ; , 


369. 	370. 


371. 	372. 


373. 	374. 
Найти изображения следующих функций:


375. 	376. 


377. 	378. 


379. 	380. 


381. 	382. 
Найти изображения следующих функций:


383. 	384. 


385. 	386. 


387. 	388. 


389. 	390. 
Найти изображения следующих функций:

391. 	392. [image: ]
293. [image: ]	394. [image: ]


395.	396. 


397. 	398. 


399. 	400. 


401. 	402. 
Найти изображения следующих функций:


403.	404.


405.	406.

407.
Для данных изображений найти оригиналы:


408. 	409. 


410. 	411. 


412. 	413. 

414. 

415. 

416. 

417. 
Для данных изображений найти оригиналы:


418. 	419. 


420. 	421. 


422. 	423. 

424. 
Для данных изображений найти оригиналы:


425. 	426. 


427. 	428. 


429. 	430. 


431. 	432. 


433. 	434. 
Решить следующие дифференциальные уравнения при заданных начальных условиях с помощью преобразования Лапласа:

435. ,	[image: ]

436. ,	[image: ]

437. ,	[image: ]

438. ,	[image: ], [image: ]

439. ,	[image: ], [image: ]

440. ,	[image: ], [image: ]

441. ,	[image: ], [image: ]

442. ,	[image: ]

443. ,	[image: ], [image: ]
Решить следующие дифференциальные уравнения при заданных начальных условиях с помощью преобразования Лапласа:

444, 	[image: ]

445., 	[image: ]

446.[image: ], 	[image: ], 

447., 	[image: ], [image: ]

448., 	[image: ], [image: ]



449., 	, [image: ], 


450., 	[image: ], [image: ], 

451., 	[image: ]


452., 	


453., 	[image: ], 


454., 	[image: ], 


455. , 	[image: ], , [image: ]

456. , 	[image: ]

457. , 	[image: ]

458. , 	[image: ]

459. , 	[image: ]

460. , 	[image: ], [image: ]



461., 	, 

462. , 	[image: ]


463. , 	[image: ], 
Решить системы уравнений с помощью преобразования Лапласа:



464.  	, 


465. 	


466. 	




467. 	, , 
Найти изображения следующих функций, заданных графически:
	468.
	[image: 468]
	469.
	[image: 469]

	470.
	[image: 470]
	471.
	

[image: 471]

	472.
	

[image: 472]
	473.
	[image: 473]

	474.
	[image: 474]
	
	




Найти изображение следующих периодических функций:
	475.
	[image: 475]
	476.
	[image: 476]

	477.
	[image: 477]
	478.
	


	479. 
	


	480. 
	
[image: 480]


Решить следующие интегральные уравнения с помощью преобразования Лапласа:

481. 

482. 

483. 

484. 

485. 

486. 

487. 

488. 

489.

490.

491.

492.
Решить интегральные уравнения:

493.

494.

495.

496.

497.

498.
Дискретное преобразование Лапласа.
Найти изображения следующих функций:


499.                                     500. 


501.                                        502.          


503.                                 504. 


505.                                   506. 


507.                            508.          


509.                        510. 
Найти первую и вторую разности решетчатых функций:


511.                512. 


513.                                      514. 

515. 
Решить следующие линейные однородные разностные уравнения:

516. 

517. 

518. 

519. 
Решить следующие линейные неоднородные разностные уравнения: 

520. 

521. 

522. 

523. 

524. 

525. 
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