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ВВЕДЕНИЕ

Курсовая работа (КР) имеет целью закрепление полученных знаний в области теории оптимального управления, углубление навыков, полученных на практических занятиях по дисциплине.

1. Целью работы является синтез системы оптимального управления с применением принципа максимума Понтрягина. Для этого нужно решить следующие задачи:

– составить систему уравнений вспомогательных переменных и получить зависимости вспомогательных переменных от времени;

– получить выражение для гамильтониана;

– получить выражение для оптимального управления как функции вспомогательных переменных и фазовых координат, построить графики зависимости от времени;

– получить выражения и построить фазовые траектории;

– с привлечением гамильтониана получить выражения, связывающие значения фазовых координат и вспомогательных переменных в точках смены управления;

– получить выражение для поверхности (линии) переключения и построить график;

– создать имитационную модель и смоделировать работу системы, привести графики изменения управления и выходной координаты, а также фазовую траекторию.

2. Организация работы

КР выполняется в течение одного семестра. Вариант задания назначается преподавателем (приведены в приложении).

Исходные данные для работы:

– параметры объекта управления;

– критерий оптимальности;

3. Требования к оформлению курсовой работы

Пояснительная записка должна состоять из следующих разделов: задание, введение, синтез оптимального управления, моделирование работы системы, библиографический список.

Пояснительная записка оформляется в соответствии с требованиями ГОСТ 2.105-95. Пример титульного листа пояснительной записки и варианты заданий приведены в приложении.

ВВЕДЕНИЕ

Задачи оптимизации можно разбить на две группы: оптимизация в конечномерном пространстве или параметрическая оптимизация и бесконечномерная оптимизация.

В задаче конечномерной оптимизации речь фактически идет об исследовании на максимум и минимум функции многих переменных. Она позволяет определить наилучшие значения параметров в рамках заданной конструктивной схемы. В машиностроении конечномерная оптимизация соответствует определению параметров наиболее хорошо отработанных конструктивных схем. Например, необходимо спроектировать какое-то электромеханическое изделие, которое будет обладать минимальной массой, габаритами, потребляемой энергией, или быстродействием.

В задачах управления такая оптимизация может использоваться, например, для определения наилучших значений параметров корректирующих устройств, когда структура этих устройств уже выбрана, либо задана.

Ко второй группе задач оптимизации относятся, прежде всего, вариационное исчисление и оптимальное управление. Теория оптимального управления является сравнительно молодой научной дисциплиной. Ее развитие началось с середины пятидесятых годов прошлого столетия. У ее истоков стоит известный русский ученый А.А. Фельдбаум, который получил первые результаты по синтезу оптимальных по быстродействию систем. Он привлек к этим задачам других крупнейших отечественных математиков, в том числе Л.С. Понтрягина. Также необходимо отметить вклад, сделанный профессором ТулГУ Фалдиным Н.В. и его учениками. За рубежом развитие началось с положений динамического программирования, сформулированных Р. Беллманом. В настоящее время основными математическими методами теории оптимального управления являются: вариационное исчисление, принцип максимума Понтрягина, динамическое программирование.

Оптимальное управление может быть получено в двух видах: в виде оптимальной программы и оптимальной стратегии. В первом случае управление является функцией времени. Так как при программном управлении система оказывается разомкнутой, то неточности в математической модели объекта управления, а также возмущения приводят к тому, что реальная траектория движения может заметно отличаться от оптимальной.

Во втором варианте оптимальное управление определяется как функция фазовых координат системы и входного сигнала, следовательно, система управления является замкнутой, и, таким образом, сохраняются все достоинства систем, построенных по принципу обратной связи. Если определена оптимальная стратегия, то можно говорить о полном решении задачи оптимизации, поскольку в этом случае определяются не только параметры, но и структура оптимальной системы.

При синтезе оптимальной системы управления, в основном, решаются две задачи: определение оптимального управления (которое, как правило, необходимо получить в виде оптимальной стратегии, в отдельных случаях в виде оптимальной программы) и реализация оптимального регулятора. Наиболее сложной является первая задача. Поэтому в литературе, посвященной синтезу оптимальных систем, основное внимание уделяется изложению математических методов теории оптимального управления, и их применению для определения оптимального управления. В курсе лекций рассматриваются два основных математических метода указанной теории: принцип максимума Понтрягина и динамическое программирование. Именно эти математические методы теории оптимального управления наиболее часто используются на практике.

Показатель, по которому в задачах оптимизации оценивается качество системы, называется критерием оптимальности. В задачах управления критерием оптимальности является, как правило, функционал, так как конечный эффект определяется всем процессом управления, т.е. зависит от управления как функции времени.
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Система, обеспечивающая экстремум, т.е. максимум или минимум (как правило, это минимум), функционала, называется оптимальной. В системах автоматического управления главной задачей является ее перевод из исходного положения в заданное, при этом в качестве требований к ней может предъявляться минимум затраченной на этот перевод энергии, а также минимум затраченного времени. При этом система может быть, как линейной, так и нелинейной. Если предъявляется требование только к времени, то система называется оптимальной по быстродействию.

1. ПРИНЦИП МАКСИМУМА ПОНТРЯГИНА
Пусть объект описывается системой дифференциальных уравнений:
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или в векторном виде
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 – вектор состояния, 
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 – вектор управления, 
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Будем полагать, что функции 
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 непрерывны по всем переменным и непрерывно дифференцируемы. Допустимыми функциями 
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 являются кусочно-непрерывные функции, при этом, вектор управления 
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Если заданы некоторое начальное положение фазовой точки 
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 и некоторое управление 
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 получают фазовую траекторию 
[image: image15.wmf])

(

t

x

 в фазовом пространстве 
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, соответствующую этому управлению. При этом в конце траектории фазовая точка принимает значение 
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. Моменты времени 
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 при этом не фиксированы.
Если допустимое кусочно-непрерывное управление 
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, которое переводит фазовую точку из некоторого заданного начального положения 
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 в некоторое заданное конечное положение 
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,  и соответствующая ему траектория 
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 таковы, что они доставляют минимум функционала
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(1)
то эти управление и траектория называется оптимальными: 
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Рис. 1. Траектории в фазовом пространстве

Функционал, путем выбора функции 
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, может иметь любой физический смысл. В частности, если 
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, то получают оптимальное быстродействие. Таким образом, чтобы выявить оптимальное управление из множества возможных, необходимо вычислить соответствующую ему траекторию, определить значение функционала, и найти среди них такие управление и траекторию, при которых достигается его минимум.
Будем предполагать, что функция
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 непрерывны по всем переменным. Введем вспомогательный вектор 
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, который определяется следующей системой уравнений:
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Если имеется управление 
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 и соответствующая ему траектория 
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, то эта система преобразуется в систему линейных однородных уравнений
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которая имеет единственное решение. При этом, функция 
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 является непрерывной по времени.

Введем функцию
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(3)
которая называется функцией Гамильтона. Тогда уравнения движения системы и уравнения для вспомогательной переменной могут быть записаны в виде:
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Если зафиксировать значения 
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Обозначим через 
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Если точная верхняя грань достигается при допустимом значении вектора управления 
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Принцип максимума Понтрягина формулируется следующим образом. Если 
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2) выполнено условие нетривиальности
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3) в конечный момент времени 
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Можно показать, что при выполнении этих условий функции 
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 постоянны. Поэтому последнее условие можно проверять в любой момент времени от 
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. Эта теорема задает необходимые условия оптимальности.

Требование равенства Гамильтониана нулю следует из того, что после окончания переходного процесса производные выходной величины становятся равными нулю.

Таким образом, исходя из принципа максимума, для того чтобы найти оптимальное управление, необходимо:

– составить уравнения для вспомогательной переменной;

– сформировать Гамильтониан;

– найти условия, при котором Гамильтониан достигает максимума в функции от вектора управления;

– исходя начального и конечного значений фазовой точки, выражений для вспомогательной переменной и Гамильтониана, найти выражение для оптимального управления в функции от фазовых координат.

Пусть объект описывается уравнениями:
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Критерием оптимальности является функционал:
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 – коэффициент.

Первый интеграл учитывает время, второй – затраченную энергию.
Требуется: найти оптимальное управление, переводящее фазовую точку в начало координат.

Вспомогательная вектор-функция определяется уравнениями:
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Функция Гамильтона:
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Положим 
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Находим условия максимизации функции Гамильтона как функции от управления. Из выражения для гамильтониана, следует, что нужно максимизировать выражение


[image: image76.wmf]u

u

H

2

y

+

-

=

D

,


[image: image77.wmf]î

í

ì

£

+

y

=

y

+

³

-

y

=

y

+

-

=

D

.

0

 

,

)

1

(

;

0

 

,

)

1

(

2

2

2

2

u

u

u

u

u

u

u

u

H


Отсюда следуют выражения для управления 
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, которое максимизирует функцию 
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 и которое является оптимальным:
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Введем функцию «трехпозиционного реле»:
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[image: image82.emf]
Рис. 2. Функция трехпозиционного реле
Тогда можно записать, что
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Найдем условие для значения 
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 в момент времени 
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, тогда функция Гамильтона равна.
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В этом случае не соблюдается необходимое условие оптимальности управления. Следовательно, в начало координат фазовая точка приходит при управлении 
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Согласно системе уравнений выражения для функции 
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 имеют вид:
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Таким образом, график функции 
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 представляет собой прямую линию (и представляет собой непрерывную функцию), при этом 
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Найдем оптимальное управление и оптимальную траекторию, если график функции 
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 имеет вид.
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Рис. 3. График функции 
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[image: image100.emf]
Рис. 4. График оптимального управления 
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Из уравнений движения объекта следует, что:

– при 
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 фазовая точка движется по траектории
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– при 
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 фазовая точка движется по траектории
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– при 
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 фазовая точка движется по траектории
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Таким образом, фазовая точка движется по участкам парабол и прямой линии. При этом, на заключительном участке точка движется по участку параболы, проходящей через начало координат.
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Рис. 5. Фазовые траектории для разных значений управления
Рассмотрим движение на каждом из участков.

Участок 3. От 
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Переключение с «0» на «1» происходит на линии
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Участок 2. От 
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Находим значения переменных в моменты переключения 
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Из условия равенства функции Гамильтона нулю
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получаем
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На участке движения от 
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Отсюда
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Так как управление равно 
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, то для фазовой точки имеем:
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Подставляем значение 
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Отсюда
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Таким образом, переключение с «1» на «0» происходит на линии
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Аналогично можно получить линии переключения, когда на первом участке управление равно 
[image: image142.wmf]1

)

(

-

=

t

u

, а на заключительном 
[image: image143.wmf]1

)

(

=

t

u

. Переключение с «-1» на «0» происходит на линии
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а переключение с «0» на «1» на линии
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Объединяя линии, получаем линию переключения с нуля
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и линию переключения на ноль
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При этом, выше линий 
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Рис. 6. Линии переключения и фазовые траектории

Если обозначить линию 
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, то оптимальное управление в рассмотренном примере можно задать следующим образом:
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Это выражение не дает значение управления на самих линиях переключения, но этого не требуется.

Как было указано, принцип максимума рассчитан на получение программного управления, однако он позволяет выявить структуру управления, что и было сделано, а значит, сформировать управление в функции от текущих координат системы управления. Структурная схема системы управления приведена на рисунке.
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Рис. 7. Структурная схема системы оптимального управления
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Приложение 1
Варианты заданий

Система уравнений движения объекта управления:
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Таблица П.1
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