[image: image382.wmf](

)

1

1

+

p

T

p

k

э

МИНОБРНАУКИ РОССИИ

Федеральное государственное бюджетное

образовательное учреждение высшего образования

«Тульский государственный университет»

Институт высокоточных систем им В.П. Грязева
Кафедра «Приборы управления»

	Утверждено на заседании кафедры

«Приборы управления»

« 19 »    января       20 22  г., протокол № 1


	Заведующий кафедрой

_________________________В.Я. Распопов


МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 

по выполнению курсовой работы
по дисциплине (модулю)

«Микросистемная авионика»

основной профессиональной образовательной программы 

высшего образования – программы бакалавриата

по направлению подготовки

24.04.02 Системы управления движением и навигация

с направленностью (профилем)

Приборы и системы ориентации, стабилизации и навигации
Форма(ы) обучения: очная
Идентификационный номер образовательной программы: 240402-01-22
Тула 2022 год

[image: image383.wmf](

)

1

+

Tp

k

Разработчик(и) методических указаний
_Телухин С.В., доцент, к.т.н.____________________                 _______________


(ФИО, должность, ученая степень, ученое звание)
(подпись)
_____________________________________________                 _______________


(ФИО, должность, ученая степень, ученое звание)
(подпись)
ВВЕДЕНИЕ
Курсовая работа (КР) имеет целью закрепление полученных знаний в области теории случайных процессов, углубление навыков, полученных на практических занятиях по дисциплине.

1. Целью работы является статистический анализ и синтез системы «автопилот-БПЛА» по одному из каналов. Для этого нужно решить следующие задачи:

– найти передаточные функции системы «автопитлот-БПЛА» по управляющему и возмущающему воздействиям;

– определить статистические характеристики входных сигналов;

– определить статистические характеристики выходных сигналов;

– определить коэффициент передачи, доставляющий минимум среднеквадратичной ошибки по регулируемой величине;

– рассчитать параметры фильтра Калмана;

– смоделировать работу системы.
2. Организация работы

КР выполняется в течение одного семестра. Вариант задания назначается преподавателем (приведены в приложении).

Исходные данные для работы:

– канал автопилота, параметры передаточных функций блоков системы «автопилот-БПЛА»;

– статистические характеристики возмущающего и измеряемого сигналов;

3. Требования к оформлению курсовой работы

Пояснительная записка должна состоять из следующих разделов: введение, определение статистических характеристик выходного сигнала, расчет статистических характеристик ошибки, расчет формирующего входного фильтра, синтез по минимуму среднеквадратичной ошибки, синтез методом оптимальной фильтрации (фильтр Калмана) и моделирование работы, библиографический список.

Пояснительная записка оформляется в соответствии с требованиями ГОСТ 2.105-95. Пример титульного листа пояснительной записки и варианты заданий приведены в приложении.

Известно, что все системы, а точнее их математические модели, могут быть разделены на детерминированные и стохастические. Математическая модель называется детерминированной, если приложенные к ней воздействия и характеризующие ее параметры предполагаются постоянными или вполне определенными функциями переменных состояния и времени. При этих условиях состояние системы может быть точно предсказано для любого момента времени заранее. Система полностью определена и называется в этом смысле детерминированной.

Однако во многих случаях характер воздействия может быть таким, что его нельзя считать определенной функцией времени. С течением времени оно может принимать самые разнообразные случайные значения. В таких случаях можно оценить только вероятность появления той или иной формы воздействия в тот или иной момент времени. Это происходит потому, что сама природа реального управляющего или возмущающего воздействия такова, что величина воздействия и процесс его изменения во времени зависят от множества величин, которые могут случайным образом комбинироваться друг с другом.

Возьмем, например, автопилот. На него действуют обычно возмущающие воздействия случайного характера: порывы ветра и изменения других атмосферных факторов, изменение тяги, изменение напряжения питания усилителей и рулевых машинок и т.д. В следящих системах не только возмущающие воздействия и помехи являются случайными, но и сам полезный сигнал (управляющее воздействие) имеет, как правило, случайный характер.

Математическая модель системы называется статистической (стохастической), если приложенные к ней воздействия и характеризующие ее параметры являются случайными функциями или случайными величинами.

При исследовании систем стремятся к наиболее полному ее детерминированному описанию, но возрастающие при этом трудности всегда ставят определенную грань. Вряд ли целесообразно пытаться включить в уравнение движения летательного аппарата уравнения, определяющие состояние окружающей его среды. Некоторые, наиболее существенные изменения, можно учесть в виде регулярных функций времени. Например, можно учесть усредненную скорость ветра или усредненное потребление энергии бортовыми приборами, но все же определенная часть воздействий на систему воспринимается как неизвестный заранее случайный процесс.

Естественно, что строго оптимальное поведение системы при наличии случайных воздействий неосуществимо. И обычно приходится идти на компромисс. Можно, например, построить систему, обеспечивающую заданную точность при самом неблагоприятном перемещении объекта. Можно определить наиболее вероятную скорость и направление перемещения объекта и обеспечить точность при этих значениях. В последнем случае преднамеренно допускается ухудшенное качество работы для некоторого числа маловероятных ситуаций. По такому пути и идет техника в подавляющем большинстве случаев, но система получается проще и компактнее. И для того чтобы рассчитать систему на наиболее вероятные ситуации, нужно прежде всего установить количественные характеристики случайных процессов.
1. ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
Для характеристики случайных процессов определены неслучайные функции, позволяющие составить его полное математическое описание.

Одной из важных характеристик является функция распределения вероятности 
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. Пусть рассматриваются случайные процессы, протекающие одновременно при одинаковых условиях в большом числе совершенно одинаковых систем. Тогда каждая из кривых, записанных для каждой из систем, будет представлять собой реализацию случайного процесса. В один и тот же момент времени значения отдельных реализаций 
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 будут различными. Если число опытов достаточно велико, то вероятность появления того или иного значения можно заменить относительной частотой его появления.
Математически функция распределения 
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 представляет собой вероятность того, что случайная величина 
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 примет значение в области меньшей, чем конкретное:
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 – для непрерывных величин;
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 – для дискретных величин.

Если функция 
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 имеет производную, то величина
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называется одномерной плотностью вероятности. Для 
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-мерных случайных функций вводится понятие 
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-мерной функции распределения и 
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-мерной плотности вероятности:
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При экспериментальном определении плотности вероятности пользуются следующей зависимостью:
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где 
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 – общее число опытов, 
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 – число опытов, в которых случайная величина приняла значение 
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В качестве примера случайного процесса, который полностью характеризуется одномерной плотностью вероятности, можно привести, так называемый, чисто случайный процесс, или «белый шум». Значения этого процесса, взятые в различные моменты времени 
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, совершенно независимы друга от друга. Поскольку значения случайного процесса в моменты 
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 независимы, то вероятность совпадения событий, заключающихся в нахождении 
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 между 
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, равна произведению вероятностей каждого из этих событий, поэтому
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и, следовательно,
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Т.е. все плотности определяются из одномерной, которая, таким образом, полностью характеризует данный случайный процесс. Примером процесса, полностью характеризуемого двумерной плотностью вероятности, может служить марковский случайный процесс, т.е. процесс, для которого вероятность нахождения 
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 в заданном интервале 
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 зависит только от состояния в предшествующий момент времени 
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Среди распространенных законов распределения случайных величин необходимо выделить нормальное или Гауссово распределение. Случайные величины, встречающееся в большинстве практических задач, наиболее часто имеют нормальное распределение. Плотность вероятности нормального распределения имеет вид:
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где 
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 – математическое ожидание, 
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s

 – среднеквадратичное отклонение.

Функция распределения для нормального закона есть
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и вычисляется через табличную функцию.

Важное значение имеет также другое разделение случайных процессов – на стационарные и нестационарные. Стационарный случайный процесс – это аналог установившегося процесса в детерминированной системе. Статистический характер стационарного процесса неизменен во времени. В строгом смысле стационарным случайным процессом называют такой случайный процесс, функции распределения всех порядков которого, не зависят от положения начала отсчета времени. Из этого следует, что одномерные функции распределения и плотность вероятности стационарного процесса не зависят от времени.

Математическим ожиданием случайного процесса называется неслучайная функция
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 – для непрерывного процесса;
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 – для дискретного процесса.

Математическое ожидание случайного процесса геометрически представляет собой статистически среднюю кривую, относительно которой располагаются все возможные реализации, и обладает свойствами аналогичными свойствам математического ожидания случайной величины. Математическое ожидание стационарного процесса равно постоянной величине. Иногда случайный процесс имеет непостоянное математическое ожидание, но центрированный случайный процесс может иметь характеристики стационарного процесса.

Дисперсия случайного процесса это неслучайная функция времени, численное значение которой в каждый момент времени равно дисперсии соответствующего сечения случайного процесса:
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 – для непрерывного процесса;
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 – для дискретного процесса.

Дисперсия определяется законом распределения случайного процесса и характеризует свойства изолированно рассматриваемых сечений. Дисперсия представляет собой неслучайную неотрицательную функцию, характеризующую степень разброса реализаций около математического ожидания случайного процесса. Геометрически дисперсия определяет ширину полосы, занимаемой реализациями. Физически дисперсию можно определить как мощность случайных колебаний. У реальных систем дисперсия не может быть отрицательной или бесконечно большой. Дисперсия стационарного процесса равна постоянной величине, дисперсия регулярной функции равна нулю.

Математическое ожидание и дисперсия не дают достаточного описания того, как ведет себя реализация случайного процесса. Для того чтобы охарактеризовать степень изменчивости случайного процесса с изменением времени, вводят корреляционную (автокорреляционную) функцию случайного процесса, которая характеризует статистическую зависимость между сечениями. Корреляционной функцией случайного процесса называется неслучайная функция двух аргументов 
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 равна корреляционному моменту соответствующих сечений:
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Корреляционная функция стационарного процесса зависит только от разности аргументов 
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где 
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X

 – центрированный случайный процесс.
Случайный процесс называется стационарным в смысле Хинчина, если его математическое ожидание постоянно, а корреляционная функция зависит только от 
[image: image53.wmf]t

. Такое определение более узко, чем строгая стационарность. Не все стационарные процессы, удовлетворяющие этому условию, будут иметь не зависящие от начала отсчета времени функции распределения.
В теории случайных процессов пользуются двумя понятиями средних значений. Первое – это среднее по множеству (математическое ожидание), определенное на основании множества наблюдений над множеством однотипных систем, находящихся в одинаковых условиях:
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Другое понятие о средних значениях – это среднее по времени, определенное на основании наблюдения за одной и той же системой на протяжении достаточно длительного времени 
[image: image55.wmf]T
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Среднее по множеству и среднее по времени различны, но существую случайные процессы, для которых доказана эргодическая теорема о том, что любая статистическая характеристика, полученная усреднением по множеству, с вероятностью сколь угодно близкой к единице, совпадает с характеристикой, усредненной по времени.
Эргодическая теорема доказана не для всех стационарных процессов, тем не менее, ко многим стационарным процессам применяют эргодическую гипотезу. Физический смысл эргодической теоремы имеет большое практическое значение: результат наблюдения за множеством систем будет тем же, что и длительное наблюдение за одной системой. В этом случае для определения характеристик можно ограничиться одним опытом, проведенным в течение большого интервала времени. Все реализации можно получить, разрезав одну реализацию на части и сдвинув их к началу координат.
Математическое ожидание, дисперсия и корреляционная функция экспериментально снятой кривой стационарного процесса могут быть определены как средние по времени:
а) для непрерывного
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б) для дискретного
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где 
[image: image63.wmf]T

 – время наблюдения, 
[image: image64.wmf]n

 – количество отсчетов времени, 
[image: image65.wmf]n
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 – шаг по времени, 
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 – значение случайного процесса в момент 
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 – текущий отсчет времени.

При исследовании стационарных систем в установившемся режиме работы широко используют частотное описание свойств системы частотной передаточной функцией, а также частотным описанием входных сигналов. Подобный частотный метод представления можно применить и к стационарным случайным процессам. Спектральному представлению стационарного случайного процесса соответствует каноническое разложение вида:
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где 
[image: image70.wmf]U

, 
[image: image71.wmf]V

 – случайные функции с нулевым математическим ожиданием независимые друг от друга.

Основной характеристикой таких процессов в частотной области является спектральная плотность, которая определяется как преобразование Фурье корреляционной функции:
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Обратное соотношение имеет вид:
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Поскольку спектральная плотность и корреляционная функция являются четными функциями своих аргументов, то выражения для них можно записать в тригонометрической форме:
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Спектральная плотность представляет собой распределение дисперсии случайного процесса по частотам спектра. Учитывая, что дисперсия представляет собой мощность случайных колебаний, то спектральная плотность есть распределение энергии по частотам спектра. Площадь под кривой 
[image: image77.wmf](
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 представляет собой дисперсию (или мощность) сигнала.
2. АНАЛИЗ СИСТЕМ ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЯХ
Пусть на входе системы действует сигнал, представляющий собой случайную функцию времени. Тогда сигнал на выходе также будет представлять собой случайную функцию времени. Основными характеристиками входного сигнала 
[image: image78.wmf]X

, необходимыми для определения статистических характеристик выходных сигналов системы являются математическое ожидание 
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 и корреляционная функция 
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Отметим, что закон распределения для случайной величины может меняться при ее прохождении через линейную систему. Однако в случае, если на входе линейной системы случайная величина 
[image: image81.wmf]1

X

 распределена по нормальному закону, то для выходной величины 
[image: image82.wmf]2

X

 также будет иметь место нормальное распределение.

Укажем способы определения статистических характеристик выходного сигнала 
[image: image83.wmf]Y
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. Для определения указанных характеристик используют способы на основе описания свойств системы во временной области (метод весовых функций) и частотной области (метод частотных передаточных функций).
При использовании метода весовых функций должны быть заданы основные характеристики входного сигнала, а динамические свойства системы описываться весовой функцией системы. В теории управления связь между входным и выходным сигналами имеет вид:
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Тогда выражение для математического ожидания принимает вид:

[image: image87.wmf](

)

(

)

[

]

[

(

)

(

)

]

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

ò

ò

ò

l

l

-

l

w

=

l

l

-

l

w

=

l

l

-

l

w

=

=

t

x

t

t

y

d

t

m

d

t

x

M

d

t

x

M

t

y

M

t

m

0

0

0

.

Выражение для корреляционной функции имеет вид:
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Для многомерных систем математическое ожидание и корреляционная функция находятся по следующим выражениям:
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где 
[image: image92.wmf]i

x

 – входной сигнал, 
[image: image93.wmf]i

y

 – выходной сигнал, 
[image: image94.wmf]n

 – размерность системы, 
[image: image95.wmf](
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 – весовая функция, связывающая 
[image: image96.wmf]i

-ый входной и 
[image: image97.wmf]k

-ый выходной сигналы.
Метод весовых функций можно использовать для определения характеристик как в установившемся, так и переходном режимах.
Пусть входные сигналы стационарны, свойства системы описываются частотной передаточной функцией, характеристики системы рассматриваются в установившемся режиме работы. В этом случае выходные сигналы будут стационарны. При выполнении данных условий можно использовать частотные методы анализа линейных систем. В результате определяются следующие характеристики выходного сигнала: математическое ожидание, спектральная плотность, корреляционная функция, дисперсия.
Математическое ожидание входного сигнала преобразуется линейной системой как неслучайная функция:
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где 
[image: image99.wmf]r

 – порядок производной.

Основной функцией, характеризующей случайный процесс, является в случае стационарных сигналов спектральная плотность, которая является преобразованием Фурье от корреляционной функции:
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Подставляя выражение для корреляционной функции, записанное выше, получают
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где 
[image: image103.wmf](
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 – частотная передаточная функция системы, 
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 – спектральная плотность входного сигнала.
Отсюда находится корреляционная функция выходного сигнала:
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Для многомерных систем математическое ожидание и спектральная плотность находятся по выражениям:
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где 
[image: image109.wmf](
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 – частотная передаточная функция, связывающая 
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-ый входной и 
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-ый выходной сигналы, 
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 – комплексно-сопряженная частотная передаточная функция, 
[image: image113.wmf]n

 – размерность системы, 
[image: image114.wmf]r

 – порядок производной.
Если входные сигналы независимы, то
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Обычно при вычислении дисперсии выходного сигнала подынтегральное выражение имеет вид:
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Для удобства интегрирования интеграл приводится к виду
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где 
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[image: image120.wmf]n

 – наивысшая степень знаменателя.

Для значений порядка многочлена до 
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 такие интегралы вычислены и сведены в таблицу. Сравнивая многочлены, полученные при решении задачи, с табличными, находят значения коэффициентов при степенях 
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. Далее подставляют найденные коэффициенты 
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 и 
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 в выражение для интеграла 
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J

, взятое из таблиц.

Рассмотрим два важных случая прохождения случайного сигнала через линейную систему. При поступлении случайного сигнала на идеальное дифференцирующее звено с передаточной функцией
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спектральная плотность выходной величины равна спектральной плотности входной величины, умноженной на 
[image: image127.wmf]2
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:
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При поступлении случайного сигнала на идеальное интегрирующее звено с передаточной функцией
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спектральная плотность выходной величины равна спектральной плотности входной величины, поделенной на 
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При исследовании замкнутых систем управления целью является нахождение спектральных плотностей выходного сигнала и ошибки. Обычно ограничиваются более узкой задачей и определяют только среднеквадратичную ошибку системы управления. Это может быть сделано посредством интегрирования спектральной плотности ошибки.
В простейшем случае, когда управляющее воздействие представляет собой стационарный случайный процесс со спектральной плотностью 
[image: image132.wmf](

)

w

x

S

, а помеха отсутствует, расчет можно свести к рассмотренной выше схеме. Тогда спектральная плотность выходного сигнала будет равна:
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где 
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 – передаточная функция замкнутой системы.
Передаточная функция по ошибке равна
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тогда для спектральной плотности ошибки получаем:
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Среднеквадратичное значение ошибки равно:
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)

ò

¥

¥

-

w

w

=

=

d

S

D

x

e

e

ск

.

В другом частном случае, когда управляющее воздействие равно нулю, а помеха представляет случайный стационарный процесс со спектральной плотностью 
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, спектральная плотность ошибки равна:
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где 
[image: image140.wmf](
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 – передаточная функция, связывающая выходной сигнал и помеху.

В случае, когда на систему одновременно действуют управляющее воздействие и помеха, выражение для спектральной плотности ошибки будет иметь вид:
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где 
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 представляют собой взаимные спектральные плотности полезного и помехи, 
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 – передаточные функции для ошибки по управляющему воздействию и помехе.
При отсутствии корреляции между полезным сигналом и помехой выражение принимает вид:
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Заменив в этих формулах передаточные функции для ошибки на передаточные функции для выходного сигнала, получим спектральную плотность выходного сигнала.
Если на систему действуют одновременно полезный сигнал и помеха, то возникает задача оптимального расчета системы с тем, чтобы получить наименьшую результирующую ошибку. С точки зрения наилучшего воспроизведения полезного сигнала система должна иметь возможно большую полосу пропускания, а с точки зрения наилучшего подавления помехи система, наоборот – возможно меньшую полосу пропускания. Критерием получения оптимального решения здесь будет минимальное значение результирующей ошибки, определяемой полезным сигналом и помехой. Для случайных величин наиболее просто определить средний квадрат ошибки 
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, поэтому ее используют в качестве критерия оценки точности системы управления.

Возможны несколько формулировок задачи. Наиболее просто задача может быть сформулирована так. Имеется система заданной структуры, необходимо выбрать параметры этой системы так, чтобы получить минимум среднеквадратичной ошибки при заданных статистических характеристиках полезного сигнала и ошибки.

Эта задач решается следующим образом. По спектральной плотности ошибки рассмотренными выше находится дисперсия, которая будет функцией 
[image: image148.wmf]k

 искомых параметров:
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Условием минимума ошибки будет являться равенство нулю частных производных выражения дисперсии по искомым параметрам:
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В результате получается система из 
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 алгебраических уравнений, решая которую находят оптимальные значения параметров 
[image: image152.wmf]опт

P

1

, 
[image: image153.wmf]опт

P

2

, … , 
[image: image154.wmf]опт

k

P

.
Другая постановка задачи при расчете по критерию минимума среднеквадратичной ошибки заключается в том, что ставится вопрос о нахождении оптимальной структуры и значений параметров системы, при которых обеспечивается получение теоретического минимума среднеквадратичной ошибки при заданных статистических характеристиках полезного сигнала и помехи. Эта задача будет решена, если найти передаточную функцию системы, при которой обеспечивается получение теоретического минимума среднеквадратичной ошибки. Данная задача относится к категории вариационных задач.
Допустим, что полезный сигнал и помеха представляют собой центрированные стационарные случайные процессы, приложенные на входе системы. Перед системой ставится задача преобразования входного сигнала 
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 так, чтобы на ее выходе воспроизводилась величина 
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 некоторым преобразованием:
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где 
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 – оператор преобразования. Например, для интегрирования этот оператор равен 
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 – это простое воспроизведение со сглаживанием помехи.

В этом случае ошибку системы можно представить в виде
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где 
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 – выходной сигнал системы; 
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 – полезный (управляющий) сигнал; 
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 – помеха; 
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 – весовая функция системы.
Тогда среднеквадратичная ошибка будет равна
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Задача заключается в том, чтобы найти передаточную функцию системы таким образом, чтобы минимизировать 
[image: image169.wmf]2

~

e

. Раскрыв скобки и изменив порядок интегрирования, получим
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Введем корреляционные функции:
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Первое слагаемое в выражении для среднего квадрата ошибки равно
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В результате выражение для ошибки, с учетом того, что для реальных систем 
[image: image176.wmf](

)

0

=

w

t

 при 
[image: image177.wmf]0

<

t

, преобразуется к виду
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Таким образом, из последнего выражения видно, что оптимальная весовая функция, соответствующая минимуму среднего квадрата ошибки, определяется только корреляционными функциями полезного сигнала и помехи. Необходимым и достаточным условием минимизации полученного выражения является то, чтобы существование решения интегрального уравнения Винера-Хопфа:
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Реализация оптимальной передаточной функции обеспечивает в системе теоретический минимум среднего квадрата ошибки. Оптимальная передаточная функция может быть представлена в виде:
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где 
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Рассмотрим систему стабилизации летательного аппарата по крену. Система стабилизации состоит из гироскопа, усилителя и рулей. Работа системы описывается системой дифференциальных уравнений:
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[image: image185.wmf]g

=

E

 – ошибка системы стабилизации. Возмущающий момент 
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Требуется определить оптимальный коэффициент усиления 
[image: image192.wmf]k

 на основе минимума среднеквадратичной ошибки.


[image: image193]
Рис. 1. Структура системы
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Математическое ожидание угла крена равно
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Дисперсия угла крена равна
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Приравнивая частную производную среднего квадрата по коэффициенту усиления  нулю, 
[image: image201.wmf]k

 находят оптимальное значение коэффициента усиления:
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Для сложных зависимостей оптимальное значение искомого параметра может быть найдено с применением численных методов решения однородных алгебраических уравнений.
3. ОПТИМАЛЬНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ
В реальных условиях объект управления подвержен не только управляющему воздействию 
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. Состояние объекта управления в каждый момент времени оценивается измерительной системой, которая также подвержена случайным ошибкам измерений. В результате полученные измерения 
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 содержат систематические случайные ошибки, поэтому в общем случае
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Для формирования управления 
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 необходимо знать задающее воздействие и состояние объекта управления в каждый момент времени. Поэтому возникает задача получения оценок вектора состояния по результатам статистической обработки вектора измерений на основе критерия оптимальности, т.е. необходимо решать задачу оптимальной фильтрации. Функциональная схема такой системы изображена на рисунке.
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Рис. 2. Структура САУ:
УУ – управляющее устройство; ОУ – объект управления; ИС – измерительная система; ОФ – оптимальный фильтр; 
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 – вектор сигналов управления; 
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 – вектор возмущающих воздействий; 
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 – вектор фазовых координат; 
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 – вектор измерения; 
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 – вектор случайных ошибок измерений; 
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 – вектор оценок фазовых координат.

Модель объекта управления и измерительной системы, записанная в пространстве состояний, имеет вид:
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Задачу получения оценок решают по следующей методике:

1. Представляют систему дифференциальных уравнений в матричном виде.

2. Составляют уравнения измерительной системы.

3. Выбирают критерий оптимальности обработки результатов измерения.

4. Составляют уравнения оптимального фильтра, а также его структурную схему.

5. Проводят анализ качества работы ОФ путем моделирования, анализ возможности конструктивной реализации, вопросы упрощения фильтрации.

В 1960-х годах Калманом и Бьюси был предложен метод оценки, основанный на минимизации среднеквадратичной ошибки оценки и учитывающий динамические свойства исследуемой системы. Метод Калмана-Бьюси дает возможность:

1) получать наилучшие в смысле минимума дисперсии линейные оценки на основании известных статистических характеристик входных переменных и измерений;

2) обрабатывать измерения по мере их поступления;

3) получать практически реализуемую структуру оптимального фильтра;

4) сохранять структуру алгоритма при совместном решении задач оптимальной фильтрации и оптимального управления.

Метод оптимальной фильтрации Калмана-Бьюси основан на ряде общих теорем теории вероятностей и случайных процессов. Пусть состояние динамической системы представляет собой 
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-мерный случайный процесс 
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-мерный случайный процесс 
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, получаемый при помощи измерительной системы. Требуется на основании измерений 
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 - текущее время), получить оценку состояния системы 
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 в некоторый момент времени 
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 – задачу сглаживания. За критерий качества принята величина среднеквадратичной ошибки оценки. При этом предполагается, что выполняются следующие условия:
1) помеха (возмущение) и ошибка измерений представляют собой некоррелируемые «белые шумы» с нулевым математическим ожиданием:
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2) известны начальные значения 
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3) начальное состояние и возмущения – независимые случайные величины.

Положительная определенность матрицы 
[image: image238.wmf](
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 соответствует тому, что все измерения производятся с ошибками.
Калманом была получена следующая система дифференциальных уравнений, позволяющая определить оптимальную оценку и корреляционную матрицу ее ошибки:
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где 
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 – матрица Калмана, 
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В случае, когда 
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, то уравнение для оценки приобретает вид:
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Данному алгоритму соответствует структурная схема системы совместно с фильтром, приведенная на рисунке.
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Рис. 3. Структура системы совместно с фильтром
При построении алгоритма были сделаны следующие предположения:

1) достаточно точная модель формирования выходного сигнала определяется линейной, возможно нестационарной, динамической системой, возбуждаемой «белым шумом»;

2) измерения содержат аддитивную помеху типа «белого шума».

Таким образом фильтр представляет собой замкнутую систему, осуществляющую статистическую обработку измерений, имеющую зависящий от времени коэффициент передачи 
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. Если рассматривается стационарная система, для которой матрицы 
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 постоянны, то в установившемся режиме работы уравнения фильтра превращаются в алгебраические:
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Такой фильтр называют фильтром Винера.

Ранее Калманом и Бьюси был получен алгоритм оптимального фильтра для дискретных систем. Динамика системы и измерительной системы представляется в виде дискретных векторно-матричных уравнений:
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 – вектор случайных ошибок;
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 – матрица перехода;
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Случайные возмущения и ошибки измерения представляют собой дискретные «белые шумы» с нулевым математическим ожиданием и дисперсиями равными
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 – интенсивности непрерывных «белых шумов».

Решение задачи построения оптимального фильтра, обеспечивающего минимум среднеквадратичной ошибки фильтрации, можно пояснить следующей структурной схемой.
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Рис. 4. Структура системы
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 – оценка вектора состояния системы в момент времени 
[image: image277.wmf]k

, полученный на основе обработки фильтром 
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Алгоритм оптимального фильтра должен удовлетворять условиям:
1) Линейность;

2) Математические ожидания оценок должны быть несмещенными
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3) Минимум среднего квадрата ошибки
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На основании этих условий путем определения матрицы 
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 и ее минимизации Калманом получен следующий рекурентный алгоритм:
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где 
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 – прогнозируемая оценка вектора состояния после обработки 
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 – прогнозируемое значение вектора измерения после обработки 
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Эти уравнения позволяют рекуррентно вычислить последующую оценку, если известна предыдущая. Для вычислений необходимо запоминание только предыдущего шага. Этим уравнения соответствует следующая структурная схема.
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Рис. 5. Структура фильтра
Коэффициент передачи 
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 можно определить путем решения следующих дисперсионных уравнений:
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 – дисперсия ошибок прогнозирования вектора состояния;
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 – дисперсия ошибок оценок вектора состояния;
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 – единичная матрица.

Вычислительная ценность алгоритма фильтрации Калмана-Бьюси обусловлена его рекуррентной формой, что позволяет сразу обрабатывать поступающие результаты измерений, которые не нуждаются в дальнейшем хранении.

К недостаткам метода, предложенного Калманом, следует отнести то, что он применим в основном к линейным системам, требует априорного знания статистических характеристик помех, которые должны быть независимыми гауссовскими белыми шумами. С вычислительной точки зрения к недостаткам метода следует отнести его тенденцию к расходимости.
Расчеты по уравнениям фильтра можно проводить в два этапа.

I. На этапе проектирования расчеты ведут по дисперсионным уравнениям. Цель расчетов на этом этапе заключается в определении значений 
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 для всего времени работы фильтра. Эти значения запоминаются и используются при непосредственной работе фильтра. На этом этапе по значению диагональных элементов матрицы 
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 оценивается точность работы фильтра в переходном и установившемся режимах.

Расчеты ведутся в следующем порядке:

1. Находят матрицы 
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2. Для каждого 
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II. На втором этапе, этапе непосредственной работы фильтра, ведут расчеты по уравнениям фильтра. Вычисления ведут следующим образом: последовательно находят значения 
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Этот алгоритм можно описать как прогноз-измерение-оценка.

Если производится анализ работы фильтра методом моделирования на этапе проектирования, то значения измерений должны моделироваться в соответствии с уравнением
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Поэтому здесь возникает необходимость получать на каждом шаге реализацию дискретных шумов.

В замкнутых системах оценка вектора состояния используется для формирования управления. Динамика замкнутой системы описывается следующими уравнениями:
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В этом случае уравнение оптимального фильтра будет иметь следующий вид:
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Предложенный Калманом алгоритм фильтрации, помимо линейности системы, требует одного весьма жесткого ограничения, а именно, помехи должны представлять собой случайные процессы типа белого шума, что в практических задачах зачастую невыполнимо. Первым ослаблением этого ограничения является введение дополнительного формирующего фильтра. Пусть, как и прежде, аддитивная помеха представляет собой случайный процесс 
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, который, в свою очередь, является результатом прохождения «белого шума» через динамическую систему. В этом случае к уравнениям системы добавляется еще одно
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где 
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 – переходная матрица, 
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 – помеха типа «белого шума».

Применять описанный выше алгоритм фильтрации можно, если использовать метод расширения пространства. Вводится расширенный вектор состояния


[image: image333.wmf](

)

(

)

(

)

ú

û

ù

ê

ë

é

=

¢

t

V

t

X

t

X

,
который является решением уравнения
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а уравнение измерений имеет вид
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 – единичный вектор.

После этого можно применять алгоритм фильтрации Калмана, приведенный выше.
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Приложение 1
Таблица П1.1. Варианты заданий

	№ варианта
	Вид автопилота
	Вид математического

ожидания возмущения


	Вариант автопилота

	1
	Высоты
	константа
	1

	2
	Высоты
	синусоида
	1

	3
	Бокового смещения
	константа
	1

	4
	Бокового смещения
	синусоида
	1

	5
	Высоты
	константа
	2

	6
	Высоты
	синусоида
	2

	7
	Бокового смещения
	константа
	2

	8
	Бокового смещения
	синусоида
	2


Структурные схемы


[image: image341]
Структурная схема автопилота высоты


[image: image342]
Структурная схема автопилота бокового смещения

Передаточные функции
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Таблица П1.2. Параметры передаточных функций

	Параметры передаточных функций
	Вариант автопилота

	
	1
	2
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Статистические характеристики возмущений и помех измерений

Таблица П1.3. Автопилот высоты

	Вид
	Дисперсия,

интенсивность
	Математическое ожидание

	Возмущение
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	Помеха
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Таблица П1.4. Автопилот бокового смещения

	Вид
	Дисперсия, интенсивность
	Математическое ожидание

	Возмущение
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Шумы возмущения и измерения – белые гауссовские шумы.
Интенсивность шума определяется как
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где 
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 – спектральная плотность шума, определяемая из величины дисперсии и интервала квантования:
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