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ВВЕДЕНИЕ
Практические занятия предназначены для развития у студентов углубленного понимания теорий о случайных процессах путем их практического использовании при решении прикладных задач, позволяют студенту закрепить знания, полученные при изучении теоретической части курса, и развить навыки использования программных средств для задач стохастического моделирования.

Практические занятия рассчитаны на решение задач двух типов:

– заключающихся в нахождении аналитического решения;

– заключающихся в использовании программных средств при обработке экспериментальных данных и моделировании работы оптимального фильтра по подготовленным исходным данным.
Задачи, выносимые на практические занятия, разбиты по соответствующим разделам дисциплины, для каждого раздела дисциплины указаны номера задач и литературные источники (сборники задач), которые студенты приносят с собой на занятия. Перед решением задач студентам следует ознакомиться с теоретическими сведениями соответствующего раздела, используя основную и дополнительную литературу по дисциплине.
Практическое занятие №1

«Определение статистических характеристик случайной величины»
1. Цель и задачи работы

Привитие практических навыков по определению статистических характеристик. Аналитический расчет статистических характеристик случайных величин.

2. Основные теоретические положения
Исчерпывающими характеристиками случайной величины являются плотность 
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 распределения, характеризующие вероятность принятия случайной величиной того или иного значения:
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Более удобно для описания случайных величин использовать числовые характеристики, получаемые на основе закона (или плотности) распределения, называемые статистическими характеристиками. К ним относятся математическое ожидание, дисперсия и среднеквадратическое отклонение. Случайные величины могут быть непрерывными и дискретными, т.е. принимать только определенные значения.
Математическое ожидание 
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 определяется по следующим выражениям:

а) для непрерывной случайной величины
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б) для дискретной случайной величины
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Дисперсия это математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания, оно определяется следующим выражениям:

а) для непрерывной случайной величины
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б) для дискретной случайной величины
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Среднеквадратическое отклонение определяется как квадратный корень из дисперсии:
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Кроме этого, используют средний квадрат и среднее квадратическое значение:
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Указанные статистические характеристики являются частными случаями более общих начального и центрального моментов:
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 – начальный момент 
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 – центральный момент 
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Для систем 
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 случайных величин вводят совместную плотность вероятности:
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Вероятность того, что случайная величина примет значение из области 
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 равна
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Для систем случайных величин вводят статистическую характеристику, называемую корреляционным моментом. Для систем двух случайных величин корреляционный момент определяется по выражениям:
а) для непрерывных случайных величин
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б) для дискретных случайных величин
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3. Задание на работу

Решить задачи: №5.40, 5.41, 5.50, 5.54 [2].

4. Содержание отчета
Отчет должен содержать ход решения задач и результат в виде законченного выражения, либо в виде числа.

5. Контрольные вопросы

1. Какие функции полностью описывают случайную величину?

2. Как связаны между собой математическое ожидание, дисперсия и средний квадрат?

3. Чему равна дисперсия центрированной случайной величины?

Практическое занятие №2
«Определение статистических характеристик функции случайной величины»

1. Цель и задачи работы

Привитие практических навыков по определению статистических характеристик функции случайной величины. Аналитический расчет статистических характеристик непрерывных и дискретных случайных величин.

2. Основные теоретические положения

Функцией случайной величины называется функция, аргументом которой является случайная величина. Функции одной и двух случайных величин соответственно имеют вид:
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Зная закон распределения аргумента, находят закон распределения функции и ее статистические характеристики:
1. Математическое ожидание 
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а) для непрерывной случайной величины
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б) для дискретной случайной величины
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2. Дисперсия 
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а) для непрерывной случайной величины
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б) для дискретной случайной величины


[image: image32.wmf](

)

2

1

2

y

n

i

i

i

y

m

p

x

D

-

j

=

å

=

.

3. Корреляционный момент 
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 между входными и выходными величинами

а) для непрерывной случайной величины
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б) для дискретной случайной величины
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3. Задание на работу

Определить аналитически статистические характеристики функции случайной величины (плотность распределения, математическое ожидание, дисперсия, среднеквадратическое отклонение) аналитически и расчетным путем.

1. Дана случайная величина 
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, имеющая нормальное распределение с 
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1. Функция случайной величины описывается выражением:
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Для определения статистических характеристик расчетным путем сформировать 
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 значений случайной величины с помощью функции rnorm (количество точек 
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Разбить диапазон 
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 значений функции на 
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20). Относительную частоту появлений найти как, разбив интервал  на 
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 – количество точек, попавших в 
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-ый подынтервал, 
[image: image51.wmf]L

 – длина интервала.

Подсчет количества точек, попавших в подынтервалы, осуществить с помощью программного блока, в котором реализовать цикл от 0 до 
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Длину интервала определить как 
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. Для определения номера интервала использовать выражение:
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Математическое ожидание и дисперсию определить по выражениям:
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2. Найти статистические характеристики функции случайной величины, описываемой выражением:
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4. Содержание отчета

Отчет должен содержать ход решения задач, графики плотностей распределения функций случайной величины и значения математических ожиданий и дисперсий, полученные аналитически и расчетным путем.

5. Контрольные вопросы

1. Какими числовыми характеристиками описывается функция случайной величины?

2. Совпадает ли длина интервала для аргумента и функции случайной величины?

3. Как выглядит плотность распределения функции случайной величины, состоящей из суммы двух независимых нормально распределенных случайных величин с математическими ожиданиями 
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Варианты заданий

	№
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	1
	5
	250

	2
	4,5
	250

	3
	4
	160

	4
	3,5
	280


Практическое занятие №3
«Определение статистических характеристик случайного процесса»

1. Цель и задачи работы

Привитие практических навыков по определению статистических характеристик случайного процесса. Расчет статистических характеристик случайного процесса, заданного аналитически.

2. Основные теоретические положения

Существуют случайные величины, которые в результате опыта могут принимать не одно значение, а являться функциями какого-либо аргумента. Если аргументом является время, то такие случайные величины называют случайными процессами.

Случайным процессом называется процесс, значение которого при любом фиксированном 
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Математическим ожиданием случайного процесса 
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 называется неслучайная функция, которая при любом значении 
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 равняется математическому ожиданию соответствующего сечения, которое для каждого значения 
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 определяется, как и для случайной величины:
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Для непрерывной случайной величины:
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Для дискретной случайной величины:
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Дисперсией случайного процесса называется неслучайная функция времени, численное значение которой в каждый момент времени равно дисперсии соответствующего сечения случайного процесса:
а) для непрерывной случайной величины
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б) для дискретной случайной величины
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Для характеристики статистической зависимости между сечениями случайного процесса, как и для системы двух случайных величин, вводится понятие корреляционной функции.
Для вычисления 
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 необходимо знать двумерный закон распределения:
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Стационарные процессы могут обладать эргодическим свойством. Случайный процесс называется эргодическим, если все его статистические свойства могут быть определены по одной единственной реализации.

На основании свойства эргодичности мат. ожидание и корреляционная функция вычисляются по формулам
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Осреднение происходит по времени, поэтому 
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)

1

,

=

t

x

f

.

3. Задание на работу

1. Определить математическое ожидание и дисперсию случайного процесса.
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 – случайная величина.
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2. Определить математическое ожидание и дисперсию случайного процесса.
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 – случайная величина.
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3. Определить математическое ожидание и дисперсию случайного процесса.
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 – случайная величина.
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4. Определить одномерную и двумерную плотности распределения, математическое ожидание и дисперсию случайного процесса, являющегося выходным сигналом апериодического звена с постоянной времени 
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При расчетах использовать методику, приведенную в практическом занятии №2. Характеристики нормально распределенного «белого шума»: 
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При построении плотности распределения диапазон значений сигнала апериодического звена разбить на 32 интервала. Для определения номера интервала использовать выражение
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где 
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 – длина интервала, 
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 – математическое ожидание.

Корреляционную функцию найти, используя свойство эргодичности случайного процесса:
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[image: image100.wmf]N

 – количество точек, 
[image: image101.wmf]T

 – длительность сигнала.

4. Содержание отчета

Отчет должен содержать расчетные зависимости, ход решения задач, графики зависимостей и числовые значения статистических характеристик.

5. Контрольные вопросы

1. Какими числовыми характеристиками описывается случайная величина и случайный процесс?

2. Какой числовой характеристикой описывается статистическая связь между сечениями случайного процесса?

3. Какое предположение используется при оценке статистических характеристик по экспериментальным данным?

Практическое занятие №4
«Определение статистических характеристик по экспериментальным данным»

1. Цель и задачи работы

Привитие практических навыков по определению статистических характеристик случайного процесса по экспериментальным данным. Расчет статистических характеристик случайного процесса, полученного в результате эксперимента.

2. Основные теоретические положения

Экспериментальные методы определения статистических характеристик случайных сигналов основаны на законе больших чисел. Согласно этому закону при достаточно большом числе  опытов вероятность события можно заменить относительной частотой появления случайного события, математическое ожидание – средним арифметическим значением реализаций. Определяемые таким образом значения статистических характеристик называются оценками. Эти оценки из-за ограниченности числа опытов будут отличаться от действительных значений характеристик на величину ошибки 
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 – действительное значение,
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Ошибка 
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 является случайной величиной, и для нее можно найти математическое ожидание и дисперсию. Их можно принять в качестве меры точности определения статистических характеристик.
Если случайный процесс обладает эргодическим свойством, то для определения статистических характеристик достаточно иметь одну достаточно линую реализацию. В случае если 
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 известно аналитически, то статистические характеристики определяются по выражениям:
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[image: image111.wmf]n

 – количество точек в записи сигнала.

Уменьшение времени интегрирования на 
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 связано с тем, что до 
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Если аналитическое выражение для 
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 неизвестно, то используют выражения:
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Если случайный процесс является стационарным, то используют частотное представление процесса, определяя спектральную плотность сигнала. Спектральная плотность представляет собой распределение дисперсии случайного процесса по частотам спектра и определяется как преобразование Фурье корреляционной функции случайного процесса:
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3. Задание на работу

На работу выдается записи выходных сигналов с двух датчиков (акселерометра и гироскопа). Требуется построить графики плотности вероятности, найти математическое ожидание и дисперсию, построить графики корреляционной функции и спектральной плотности для каждого сигнала.
4. Содержание отчета

Отчет должен содержать расчетные зависимости, ход решения задач, графики зависимостей и числовые значения статистических характеристик.

5. Контрольные вопросы

1. С чем связано уменьшение времени интегрирования?

2. Какая характеристика используется для описания случайного процесса в частотной области?

3. Какое предположение используется при оценке статистических характеристик по экспериментальным данным?

Практическое занятие №5
«Определение статистических характеристик методом частотных передаточных функций»

1. Цель и задачи работы

Привитие практических навыков по определению статистических характеристик стационарных случайных процессов. Расчет статистических характеристик стационарного случайного процесса выходного сигнала системы, заданной передаточной функцией.

2. Основные теоретические положения

При определении статистических характеристик линейных систем используются способы на основе описания свойств системы:

1. Во временной области: это весовая функция или система дифференциальных уравнений.

2. В частотной области: используется для стационарных систем с применением частотных передаточных.

Метод весовых функций можно использовать для определения характеристик как в установившемся, так и переходном режимах. При использовании этого метода должны быть заданы основные характеристики входного сигнала: математическое ожидание и корреляционная функция, а также весовая функция системы 
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Частотные методы анализа используются при исследовании стационарных линейных систем. Эти методы можно использовать при следующих условиях:

1. Входные сигналы стационарны;

2. Свойства системы можно описать ЧПФ;

3. Характеристики выходных сигналов рассматриваются в установившемся режиме работы.

В этом случае выходные сигналы будут стационарны, и для них можно использовать частотное представление. В результате определяются следующие характеристики выходного сигнала: математическое ожидание, спектральная плотность, корреляционная функция, дисперсия.

Математическое ожидание входного сигнала преобразуется линейной системой как неслучайная функция.
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где 
[image: image121.wmf]r

 – порядок производной, 
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 – передаточная функция, связывающая входной сигнал 
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 и выходной сигнал 
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.
Спектральная плотность находится из преобразования Фурье:
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Корреляционная функция выходного сигнала определяется как
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Дисперсия определяется как значение корреляционной функции в начале координат:
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3. Задание на работу

Дана система, структурная схема которой приведена на рис. 1.


[image: image128]
Рис. 1. Структурная схема системы

Передаточные функции системы:
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Управляющее воздействие: 
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Характеристики шума 
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Интервал квантования 
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Получить выражения для математических ожиданий, дисперсий и спектральных плотностей выходного сигнала системы 
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 и его производной 
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. Найти значение дисперсии и среднеквадратического отклонения случайной составляющей первой производной выходного сигнала.
Спектральную плотность шума 
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 определить из величины дисперсии и интервала квантования:
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4. Содержание отчета

Отчет должен содержать расчетные зависимости, ход решения задач, полученные выражения и найденные числовые значения статистических характеристик.

5. Контрольные вопросы

1. Какие методы анализа линейных систем можно применять для определения статистических характеристик в переходном режиме?

2. Система имеет два входа и два выхода. Каждый из выходов системы связан только с одним из входов. Чему равна взаимная спектральная плотность выходных сигналов?

3. Чему равно математическое ожидание выходного сигнала, если система является астатической по всем входным воздействиям?

Варианты заданий
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	1
	0,002
	3,2
	0,8
	0,1
	1,0
	4
	0,25
	1
	0,1
	0,01
	1
	1

	2
	0,0018
	3,0
	0,9
	0,09
	0,9
	4
	0,25
	1
	0,1
	0,04
	0,8
	1,44

	3
	0,0016
	2,8
	1,0
	0,08
	0,8
	4
	0,25
	1
	0,1
	0,07
	0,6
	1,96

	4
	0,0014
	2,6
	1,1
	0,07
	0,7
	4
	0,25
	1
	0,1
	0,1
	0,4
	2,56


Практическое занятие №6
«Моделирование работы фильтра Калмана»

1. Цель и задачи работы

Привитие практических навыков синтеза системы, подверженной случайным воздействиям. Определение матриц фильтра и моделирование работы фильтра Калмана.

2. Основные теоретические положения

В реальных условиях объект управления подвержен не только управляющему воздействию 
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, но и случайным возмущениям 
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. Состояние объекта управления в каждый момент времени оценивается измерительной системой, которая подвержена случайным ошибкам измерений. В результате полученные измерения 
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 содержат систематические случайные ошибки, поэтому в общем случае
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Для формирования управления 
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 необходимо знать задающее воздействие и состояние объекта управления в каждый момент времени. Поэтому возникает задача получения оценок вектора состояния по результатам статистической обработки вектора измерений на основе критерия оптимальности, т.е. необходимо решать задачу оптимальной фильтрации.
Задача фильтрации решается на основе модели системы и измерительной системы, представленных в пространстве состояний.
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где 
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 – вектор сигналов управления;
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 – вектор возмущающих воздействий;
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 – вектор фазовых координат;
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 – вектор измерения;
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 – вектор случайных ошибок измерений;

При составлении этих уравнений считают, что 
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 – «белый шум» с интенсивностью 
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, начальное состояние и возмущение – независимые случайные величины.

Полученная Калманом система дифференциальных уравнений, позволяющая определить оптимальную оценку и корреляционную матрицу ее ошибки, имеет вид:
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 – матрица Калмана или матрица передачи фильтра; дисперсионная матрица 
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 находится из решения уравнения Рикати
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При решении уравнений должны быть известны 
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Таким образом фильтр представляет собой замкнутую систему, осуществляющую статистическую обработку измерений, имеющую зависящий от времени коэффициент передачи 
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Если рассматривается стационарная система, для которой матрицы 
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 постоянны, то в установившемся режиме работы уравнения фильтра превращаются в алгебраические:
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Такой фильтр называют фильтром Винера.

К недостаткам метода, предложенного Калманом, следует отнести то, что он применим в основном к линейным системам, требует априорного знания статистических характеристик помех, которые должны быть независимыми гауссовскими белыми шумами. С вычислительной точки зрения к недостаткам метода следует отнести его тенденцию к расходимости.
Дискретный фильтр осуществляет оптимальную фильтрацию дискретно-поступающих измерений. Динамика системы и измерительной системы представлена в виде дискретных векторно-матричных уравнений:
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 – шаг дискретизации;
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[image: image191.wmf](

)

1

´

r

k

W

 – вектор случайных возмущений;
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 – матрица перехода.
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 – матрица управления;
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 – матрица возмущений;
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 – матрица измерений.
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 – начальные условия.

Случайные возмущения и ошибки измерения представляют собой дискретные «белые шумы» с нулевым математическим ожиданием и дисперсиями равными


[image: image201.wmf](

)

(

)

T

t

Q

k

Q

k

=

1

, 
[image: image202.wmf](

)

(

)

T

t

R

k

R

k

=

1

,

где 
[image: image203.wmf]Q

, 
[image: image204.wmf]R

 – интенсивности непрерывных «белых шумов».

Как и для непрерывного фильтра считается, что возмущения 
[image: image205.wmf]W

, ошибки измерения 
[image: image206.wmf]V

 и начальное состояние системы являются независимыми случайными процессами.

Путем определения матрицы дисперсий 
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 и ее минимизации Калманом был получен следующий рекуррентный алгоритм:
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где 
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 – прогнозируемая оценка вектора состояния после обработки 
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 – прогнозируемое значение вектора измерения после обработки 
[image: image212.wmf]1

-

k

-го измерения.

Эти уравнения позволяют рекуррентно вычислить последующую оценку, если известна предыдущая. Для вычислений необходимо запоминание только предыдущего шага.

Коэффициент передачи 
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 можно определить на этапе проектирования фильтра путем решения следующих дисперсионных уравнений:
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где 
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 – дисперсия ошибок прогнозирования вектора состояния,
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 – дисперсия ошибок оценок вектора состояния.

3. Задание на работу

1. Рассчитать непрерывный фильтр для выделения полезного сигнала 
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 для установившегося режима.
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Смоделировать работу фильтра.

2. Рассчитать непрерывный фильтр Калмана и смоделировать его работу. Динамика системы описывается дифференциальными уравнениями:
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 – случайное ускорение, «белый шум» с интенсивностью 
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 – «белый шум» с интенсивностью 
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3. Перейти к дискретно-разностным уравнениям. Составить уравнения фильтра Калмана и смоделировать его работу Система описывается уравнениями
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4. Составить уравнения фильтра Калмана и смоделировать его работу. Система описывается уравнениями.
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4. Содержание отчета

Отчет должен содержать матрицы пространства состояний системы, структурную схему системы совместно с фильтром. Графики результата моделирования работы фильтра.

5. Контрольные вопросы

1. Что является недостатком фильтра Калмана?

2. Какие требования предъявляются к шумам возмущений и измерений?

3. Чем заменяется фильтр Калмана в установившемся режиме работы?
4. Что является достоинством фильтра Калмана?

5. Как выбирается начальное значение матрицы дисперсий?

6. От чего зависит интенсивность дискретного шума?
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