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1. Решение задач оптимизации в MS Excel

Задача оптимизации может быть сформулирована на языке математики, если множество доступных вариантов удается описать с помощью математических соотношений (равенств, неравенств, уравнений), а каждое решение - оценить количественно с помощью некоторого показателя, называемого критерием оптимальности или целевой функцией. Тогда наилучшим решением будет то, которое доставляет целевой функции наибольшее или наименьшее значение, в зависимости от содержательного смысла задачи. Так, например, при инвестировании ограниченной суммы средств в несколько проектов естественной является задача выбора тех проектов, которые могут принести в будущем наибольшую прибыль. При доставке  в магазины продукции от различных поставщиков возникает задача минимизации транспортных  затрат.
Процесс формализации задачи называется построением ее математической модели. Он состоит из трех этапов.
1. 

Выбор параметров задачи, от которых зависит решение. Эти параметры будем называть переменными и обозначать , формируя из них вектор .
2. 
Описание всего множества    допустимых значений переменных – ограничений, связанных с наличием материальных ресурсов, финансовых средств, технологическими возможностями и т.п..
3. 
Построение числового критерия, по которому можно сравнивать различные варианты решений. Такой критерий принято называть целевой функцией и обозначать через .

Математическая задача оптимизации состоит в нахождении такого допустимого решения , которое  доставляет целевой функции наибольшее или наименьшее значение среди всех возможных решений.

.

Решение  называется оптимальным решением задачи оптимизации.
Модели задач оптимизации имеют множество различных постановок. В зависимости от элементов моделей (исходных данных, искомых переменных и типов зависимостей) можно провести следующую их классификацию:

	Исходные данные
	Искомые переменные
	Зависимости
	Класс задач

	детерминированные
	непрерывные
	линейные
	линейное
программирование

	детерминированные
	целочисленные
	линейные
	целочисленное
программирование

	детерминированные
	непрерывные,
целочисленные
	нелинейные
	нелинейное
программирование

	стохастические
	непрерывные
	линейные,
нелинейные
	стохастическое
программирование





В дальнейшем мы будем рассматривать задачи линейного программирования (ЛП), в которых исходные переменные непрерывны, целевая функция   линейна, а множество   описывается линейными равенствами и неравенствами . 
Математическая постановка общей задачи ЛП имеет следующий вид. 
Найти максимум (или минимум) линейной функции 





от  переменных , удовлетворяющих  линейным ограничениям в форме равенств или неравенств 



Часто в экономических задачах отдельно выписываются условия неотрицательности переменных, связанные со смыслом экономических показателей, взятых за неизвестные.


В курсе «Оптимизация электроэнергетических систем» изучаются методы исследования задач линейного программирования, позволяющие найти их решение не прибегая к помощи компьютера. Область применения таких методов как графический, табличный симплекс-метод, ограничивается задачами с небольшим числом переменных и ограничений.  В то же время существует мощное, удобное и, что немаловажно, простое средство решения задач оптимизации достаточно большой размерности. Оно поставляется в составе популярного программного пакета Microsoft Excel и называется “ПОИСК РЕШЕНИЯ”. 
[bookmark: _Toc34475472][bookmark: _Toc34477158]1.1.  Подготовка задачи к решению в MS Excel
Подключение надстройки «Поиск решения» в электронной таблице Excel (версии 5-10) осуществляется через меню «Сервис/Надстройки». В выпадающем списке необходимо отметить соответствующий пункт. Если в списке надстроек пункт «Поиск решения» отсутствует, то нужно переустановить пакет Microsoft Office, отметив надстройку «Поиск решения» в разделе «Дополнительные средства Office». 
Прежде чем запускать надстройку следует подготовить задачу к решению. Для этого необходимо проделать следующие шаги.
1. Составить на бумаге математическую модель задачи, определив переменные, записав целевую функцию и ограничения (см. введение).
2. Создать табличную (электронную) модель задачи, для чего надо:
a. ввести исходные данные в ячейки таблицы;
b. задать диапазоны ячеек, в которых будут находиться переменные (искомые параметры) задачи. В дальнейшем эти ячейки будем называть изменяемыми ячейками;
c. ввести формулы для вычисления  левых частей ограничений и целевой функции задачи ЛП через исходные данные и адреса изменяемых ячеек. Ячейку, содержащую формулу для подсчета целевой функции, будем называть целевой ячейкой.
Только после этого можно решать задачу оптимизации с помощью надстройки «Поиск решения». Заметим, что для решения задач линейного программирования надстройка использует хорошо известный студентам второго курса симплекс-метод, причем в итоге решения выводятся не только оптимальные значения переменных и целевой функции, но и результаты постоптимального анализа.
Рассмотрим подробнее процедуру решения  задачи линейного программирования в Excel на конкретном примере.
[bookmark: _Toc32660176][bookmark: _Toc33248155]

[bookmark: _Toc34475473][bookmark: _Toc34477159]1.2. Построение математической модели
Производственная задача. Фирма специализируется на производстве компьютерных столов трех видов А, В, С, что требует различных затрат труда на каждой стадии производства:  
	Производственный участок
	Затраты труда (чел.-час.) на стол

	
	А
	В
	С

	Лесопилка
	1
	2
	4

	Сборочный цех
	2
	4
	2

	Отделочный цех
	1
	1
	2


В течение недели можно планировать работу на лесопилке на 360 чел.-час., в сборочном цехе – на 520 чел.-час. и в отделочном цехе – на 220 чел.-час. Цены  реализации одного стола типа А, В, С составляют 9, 11, 15 долларов соответственно. Сколько столов каждой модели надо производить в неделю, чтобы максимизировать суммарный недельный доход?
 Требуется также провести постоптимальный анализ полученного решения.

Составим математическую модель задачи, выбрав в качестве переменных  – количество компьютерных столов  каждого из трех видов A, B, C, планируемых к выпуску. Тогда ожидаемый суммарный доход может быть  подсчитан по формуле

 					(1)
Переменные задачи удовлетворяют ограничениям

      

         		                    (2)

          
в левых частях которых вычислены затраты трудовых ресурсов на лесопилке, в сборочном и отделочном цехах, а в правых частях записаны максимально возможные запасы этих ресурсов. Учитывая, что переменные задачи по своему экономическому смыслу не могут принимать отрицательные значения, получаем математическую модель задачи оптимального распределения трудовых ресурсов с целью получения максимального дохода от реализации изготовленных компьютерных столов.







    

  .
Очевидно, что построенная модель имеет линейную структуру и, следовательно, является задачей линейного программирования.
[bookmark: _Toc34475474][bookmark: _Toc34477160]1.3. Создание электронной модели
Чтобы привлечь компьютер к решению этой задачи необходимо ввести исходные данные на лист Excel. Это можно сделать, например, так, как изображено на рис.1.  Сначала заносим в таблицу неизменяемые данные: цены продукции, удельные расходы труда на выпуск каждого вида столов и их наличные запасы в каждом цехе.

[image: ]

Рис. 1.

Затем заполняем изменяемые ячейки B3:D3, в которых расположены компоненты плана . На этапе ввода исходных данных сюда заносятся любые числа, например, единицы. После решения в этих ячейках будут находиться оптимальные значения переменных. Целевая функция (суммарный доход) и левые части ограничений (затраты труда в каждом цехе)  подсчитываются в соответствие с составленной моделью по формуле (1) и левым частям (2). 
Содержимое соответствующих ячеек приведено ниже
< Е4 > = СУММПРОИЗВ(B4:D4;B$3:D$3) – вычисление суммарного дохода.
< E8 > = СУММПРОИЗВ(B8:D8;B$3:D$3),
< E9 > = СУММПРОИЗВ(B9:D9;B$3:D$3),
< E10 > = СУММПРОИЗВ(B10:D10;B$3:D$3) – вычисление затрат труда в каждом цехе на выпуск всей продукции. 
Функция СУММПРОИЗВ(массив1, массив2) относится к разряду математических функций. Она вычисляет произведения соответствующих элементов массивов, после чего суммирует полученные произведения. Вставку функции можно осуществить через одноименный пункт меню Вставка, или с помощью кнопки  [image: ]. Если ссылку на диапазон изменяемых ячеек B3:D3 в формуле для < E4 > сделать абсолютной B$3:D$3, для чего можно воспользоваться клавишей  F4, то ячейки E8:E10 легко заполнить с помощью операции копирования ячейки E4.
Ячейка Е4, содержащая формулу для вычисления целевой функции является целевой ячейкой.
[bookmark: _Toc34475475][bookmark: _Toc34477161]1.4. Использование надстройки «Поиск решения»
После активации строки Поиск решения в меню Cервис, мы увидим следующее окно:

[image: ]

Рис. 2.
В поле Установить целевую ячейку надо ввести адрес (или имя) ячейки, в которой находится формула для вычисления целевой функции, в нашей задаче это адрес E4. Если перед вызовом надстройки целевую ячейку сделать активной, щелкнув по ней мышкой, то требуемый адрес появится автоматически. Имеется возможность максимизировать, минимизировать значение целевой ячейки, или установить значение в целевой ячейке равным некоторому числу путем установки переключателя в соответствующее положение.
В поле Изменяя ячейки вводятся имена или адреса изменяемых ячеек. Их можно вводить либо единым массивом, либо разделенные запятыми. Изменяемые ячейки должны быть прямо или косвенно связаны с целевой ячейкой. Их значения изменяются в процессе поиска решения до тех пор, пока не будут выполнены наложенные ограничения и условие оптимизации значения ячейки, указанной в поле Установить целевую ячейку. Допускается установка до 200 изменяемых ячеек. Кнопка Предположить должна помочь автоматически найти все ячейки, влияющие на формулу модели, однако результат часто бывает неточным, поэтому внесем адреса изменяемых ячеек, выделив их на листе мышкой.



В поле Ограничения необходимо указать условия, накладываемые на переменные (изменяемые ячейки). Для ввода ограничений используются кнопки Добавить и Изменить, которые вызывают окно Добавление ограничения (рис.3), служащее для установки между ячейками соотношений типа ,  или , а также наложения ограничений на целочисленность и бинарность (возможность для переменных принимать только два значения 0 или 1) .

[image: ]

Рис. 3.
Поле Ссылка на ячейку служит для указания ячейки или диапазона, на значения которых необходимо наложить ограничение. Внесем туда диапазон ячеек E8:E10, содержащий левые части ограничений, выделив их в листе мышкой.



Поле Ограничение служит для задания условия, которое накладывается на значения ячейки или диапазона, указанного в поле Ссылка на ячейку. Выбор необходимого условного оператора ( ,  , , цел  или двоич ) производится из выпадающего списка в центре окна. В правое поле окна вводится ограничение - число, формула, ссылка на ячейку или диапазон. В нашем примере укажем диапазон F8:F10, содержащий правые части ограничений (2) – наличные запасы трудоресурсов.
Кнопка Добавить используется для ввода новых ограничений без возврата в окно Поиск решения. Нам эта кнопка не понадобится, так как все ограничения мы ввели с помощью одного диапазона. В принципе, в этом же окне можно ввести условия неотрицательности переменных, однако для этой цели в программе предусмотрена специальная возможность, которой мы воспользуемся позже.
Завершается ввод ограничений нажатием кнопки OK  и возвратом в главное окно Поиск решения. 
В этом окне также присутствуют кнопки Выполнить и Параметры. Первая служит для запуска алгоритма поиска оптимального решения. Вторая – предлагает настроить поиск более конкретно. Можно изменять условия и варианты поиска решения для линейных и нелинейных задач, а также загружать и сохранять оптимизируемые модели. Значения и состояния элементов управления, используемые по умолчанию, подходят для решения большинства задач.
Нажатие кнопки Параметры выводит на экран одноименное окно:

[image: ]

Рис. 4.
Опишем элементы окна параметров поиска решения:
Максимальное время
Служит для ограничения времени, отпускаемого на поиск решения задачи. В поле можно ввести время (в секундах) не превышающее 32767; значение 100, используемое по умолчанию, подходит для решения большинства простых задач.
Итерации
Служит для управления временем решения задачи, путем ограничения числа промежуточных вычислений. В поле можно ввести время (в секундах) не превышающее 32767; значение 100, используемое по умолчанию, подходит для решения большинства простых задач.
Точность
Служит для задания точности, с которой определяется соответствие ячейки целевому значению или приближение к указанным границам. Поле должно содержать число из интервала от 0 (нуля) до 1. Низкая точность соответствует введенному числу, содержащему меньшее количество десятичных знаков, чем число, используемое по умолчанию – например, 0,0001. Высокая точность увеличит время, которое требуется для того, чтобы сошелся процесс оптимизации.
Допустимое отклонение
Служит для задания допуска на отклонение от оптимального решения, если множество значений влияющей ячейки ограничено множеством целых чисел. При указании большего допуска поиск решения заканчивается быстрее.
Сходимость
Когда относительное изменение значения в целевой ячейке за последние пять итераций становится меньше числа, указанного в поле Сходимость, поиск прекращается. Сходимость применяется только к нелинейным задачам, условием служит дробь из интервала от 0 (нуля) до 1. Лучшую сходимость характеризует близость значения к нулю. Лучшая сходимость требует больше времени на поиск оптимального решения.
Линейная модель
Служит для ускорения поиска решения линейной задачи оптимизации или линейной аппроксимации нелинейной задачи. Инициализация этой опции определяет использование в алгоритме поиска симплекс-метода.
Показывать результаты итераций
Служит для приостановки поиска решения для просмотра результатов отдельных итераций. Позволяет отслеживать процесс поиска.
Автоматическое масштабирование
Служит для включения автоматической нормализации входных и выходных значений, качественно различающихся по величине – например, максимизация прибыли в процентах по отношению к вложениям, исчисляемым в миллионах рублей.
Значения не отрицательны
Позволяет установить нулевую нижнюю границу для тех влияющих ячеек, для которых она не была указана в поле Ограничение диалогового окна Добавить ограничение.
Оценка
Служит для указания метода экстраполяции – линейная или квадратичная – используемого для получения исходных оценок значений переменных в каждом одномерном поиске. Линейная служит для использования линейной экстраполяции вдоль касательного вектора. Квадратичная служит для использования квадратичной экстраполяции, которая дает лучшие результаты при решении нелинейных задач.
Производные
Служит для указания метода численного дифференцирования – прямые или центральные производные – который используется для вычисления частных производных целевых и ограничивающих функций. Прямые используются для гладких непрерывных функций. Центральные используются для функций, имеющих разрывную производную. Не смотря на то, что данный способ требует больше вычислений, он может помочь, если выводится итоговое сообщение о том, что процедура поиска решения не может улучшить текущий набор влияющих ячеек.
Метод
Служит для выбора алгоритма оптимизации – метод Ньютона или сопряженных градиентов – для указания направление поиска. Метод Ньютона служит для реализации квазиньютоновского метода, в котором запрашивается больше памяти, но выполняется меньше итераций, чем в методе сопряженных градиентов. Метод Сопряженных градиентов служит для реализации метода сопряженных градиентов, в котором запрашивается меньше памяти, но выполняется больше итераций, чем в методе Ньютона. Данный метод следует использовать, если задача достаточно велика и необходимо экономить память, а также если итерации дают слишком малое отличие в последовательных приближениях.
Сохранить модель
Служит для отображения на экране диалогового окна Сохранить модель, в котором можно задать ссылку на область ячеек, предназначенную для хранения модели оптимизации. Данный вариант предусмотрен для хранения на листе более одной модели оптимизации – первая модель сохраняется автоматически.

Загрузить модель
Служит для отображения на экране диалогового окна Загрузить модель, в котором можно задать ссылку на область ячеек, содержащих загружаемую модель.
Для решения нашей задачи мы должны отметить в окне Параметры решения пункты Линейная модель и Неотрицательные значения, задавая тем самым в качестве метода решения симплекс-метод. Можно также отметить пункт Показывать результаты итераций, что позволит наблюдать за процессом решения. Нажатие кнопки  OK  вернет нас в исходное окно надстройки Поиск решения, которое после ввода всей информации о задаче будет иметь вид.
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Рис. 5.
Нажав кнопку  Выполнить, запускаем задачу на решение.
[bookmark: _Toc32660177][bookmark: _Toc33248156][bookmark: _Toc34475476][bookmark: _Toc34477162]1.5. Анализ результатов решения
Если все условия задачи и параметры решения указаны верно, то после нажатия кнопки Выполнить главное окно надстройки Поиск решения закрывается и появляется окно Результаты поиска решения (рис. 6) с текстом «Решение найдено. Все ограничения и условия оптимальности выполнены».  Однако возможны и другие сообщения, свидетельствующие об отсутствии решения задачи. Текст «значения целевой ячейки не сходятся» говорит о неограниченности целевой функции на допустимом множестве, а сообщение «Поиск не может найти подходящего решения»  означает, что ограничения задачи не совместны (Множество допустимых планов пусто). Такие ситуации могут быть следствием неверно построенной математической модели, либо результатом ошибок при заполнении полей диалоговых окон надстройки.
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Рис. 6.
Опишем остальные элементы окна:
[bookmark: _Toc29025521][bookmark: _Toc29709650][bookmark: _Toc29709974]Сохранить найденное решение
Служит для сохранения найденного решения в изменяемых ячейках табличной модели на листе Excel (В нашем примере эти ячейки выделены серым цветом).
[bookmark: _Toc29025522][bookmark: _Toc29709651][bookmark: _Toc29709975]Восстановить исходные значения
Служит для восстановления исходных значений изменяемых ячеек табличной модели. 
[bookmark: _Toc29025523][bookmark: _Toc29709652][bookmark: _Toc29709976]Отчеты
Служит для указания типа отчета, размещаемого на отдельном листе книги. Для вывода нужных отчетов надо щелкнуть мышью их названия.
Результаты.    Используется для создания отчета, состоящего из целевой ячейки и списка изменяемых ячеек модели (переменных задачи), их исходных и конечных значений, а также формул ограничений и дополнительных сведений о наложенных ограничениях.
Устойчивость.    Используется для создания отчета, содержащего сведения о чувствительности решения к малым изменениям в формуле целевой функции (поле Установить целевую ячейку, диалоговое окно Поиск решения) или в формулах ограничений. Такой отчет не создается для моделей, значения в которых ограничены множеством целых чисел. В случае нелинейных моделей отчет содержит данные для градиентов и множителей Лагранжа. 
Пределы.   Используется для создания отчета, состоящего из целевой ячейки и списка изменяемых ячеек модели, их значений, а также нижних и верхних границ. Такой отчет не создается для моделей, значения в которых ограничены множеством целых чисел. Нижним пределом является наименьшее значение, которое может содержать изменяемая ячейка, в то время как значения остальных изменяемых ячеек фиксированы и удовлетворяют наложенным ограничениям. Соответственно, верхним пределом называется наибольшее значение.
[bookmark: _Toc29025524][bookmark: _Toc29709653][bookmark: _Toc29709977]Сохранить сценарий
Служит для отображения диалогового окна Сохранение сценария, в котором можно сохранить сценарий решения задачи, чтобы использовать его в дальнейшем с помощью диспетчера сценариев Microsoft Excel.
Вернемся к задаче о производстве компьютерных столов. Если в диалоговом окне Результаты поиска решения (рис. 6) был отмечен первый пункт Сохранить найденное решение, то исходная таблица с электронной моделью задачи примет вид
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Рис. 7.
Изменившиеся ячейки выделены серым фоном.
Перед листом с электронной моделью появятся листы с выбранными отчетами. Содержимое отчетов можно редактировать также как любые данные электронной таблицы – изменять формат ячеек, размер шрифта, корректировать имена ячеек. Рассмотрим все отчеты подробнее.
[bookmark: _Toc34477163]1.5.1. Отчет по результатам
Отчет состоит из трех таблиц, расположенных на одном листе книги Excel (рис. 8).
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Рис. 8.
В первой таблице выводятся сведения о целевой функции. В столбце Исходное значение приведено значение целевой функции до начала вычислений, в столбце Результат –  после оптимизации.
Следующая таблица  содержит значения искомых переменных (изменяемых ячеек) до и после решения задачи.
Последняя таблица  показывает значения левых частей ограничений на оптимальном решении задачи. В столбце Формула приведены зависимости, которые были введены в диалоговом окне Поиск решения, в столбце Разница показано количество неиспользованного ресурса. Если ресурс дефицитен, т.е. используется полностью, то в столбце Статус указывается связанное (соответствующее ограничение активно); при неполном использовании ресурса в этом столбце указывается не связанное (ограничение не активно).


Из отчета по результатам применительно к нашей задаче видим, что оптимальный план производства  состоит в еженедельном выпуске 180 столов типа А и 40 столов типа В, а столы вида С выпускать не выгодно. Таким образом , и максимальный суммарный доход   долл. При этом трудовые ресурсы в сборочном и отделочном цехах используются полностью, т.е. являются дефицитными, а на лесопилке наблюдается избыток трудоресурсов в объеме 100 чел.-час. в неделю.
[bookmark: _Toc34477164]1.5.2. Отчет по устойчивости
	Отчет по устойчивости содержит информацию, позволяющую провести постоптимальный анализ решения задачи. Цель анализа заключается в определении таких границ изменения исходных данных задачи (коэффициентов целевой функции и правых частей ограничений), при которых ранее найденный оптимальный план сохраняет свою оптимальность и в изменившихся условиях. 
Отчет состоит из двух таблиц, изображенных на рисунке 9.
[image: ]
Рис. 9.
В первой таблице  (Изменяемые ячейки) приводится следующая информация о переменных:
· результирующее значение – оптимальные значения переменных;
· нормированная стоимость – ее величина равна значению соответствующей симплексной оценки с противоположным знаком. Для невыпускаемой продукции  нормированная стоимость показывает, на сколько изменится целевая функция при принудительном включении единицы этой продукции в оптимальное решение; 
·  коэффициенты целевой функции;
· предельные значения приращения коэффициентов целевой функции, которые показывают на сколько можно увеличить и уменьшить каждый целевой коэффициент в отдельности, сохраняя при этом оптимальные значения переменных.
Во второй таблице (ограничения) приводятся аналогичные значения для ограничений задачи:
· величины использованных ресурсов (левые части ограничений) при оптимальном плане выпуска продукции;
· теневые цены, т.е. оптимальные значения двойственных переменных, которые показывают, как изменится целевая функция при изменении соответствующего запаса ресурса на единицу;
· исходные запасы ресурсов (правые части ограничений);
· предельные значения приращений ресурсов (их допустимое увеличение и уменьшение), при которых сохраняется оптимальный план двойственной задачи и базисный набор переменных, входящих в оптимальное решение исходной задачи (ассортимент выпускаемой продукции).
Используем результаты отчета по устойчивости для проведения постоптимального анализа в нашей задаче:



 



     

  .
Исследуем сначала влияние на оптимальный план изменений коэффициентов целевой функции – цен реализации продукции.





Из первой таблицы следует, что оптимальный план  производства компьютерных столов не изменится, если  первоначальная цена   долл. стола типа А  возрастет на 2 доллара или уменьшится на 0,333 доллара. Другими словами, условие сохранения оптимального плана   при изменении цены стола А  имеет вид:   , т.е.  .




Аналогично, условие сохранения оптимального плана  при изменении цены   стола В  имеет  вид:  или  .













Наконец, при изменении цены стола типа С  ранее найденный план     останется оптимальным, если исходная цена  возрастет не более чем на 1 доллар. В то же время любое уменьшение цены  не влияет на оптимальный план , так как число  равно , т.е. практически является бесконечно большим числом. Таким образом, условие сохранения оптимальности плана  при изменении цены   примет вид  . Это означает, что столы вида С не выгодно выпускать (), если цена на них будет не выше 16 долларов. Если же цена   превысит 16 долларов за стол, то план  перестанет быть оптимальным, и в новом оптимальном решении  будет положительным т.е. производство столов типа С станет выгодным.


Оценим теперь влияние на оптимальный план  изменений правых частей ограничений – запасов трудовых ресурсов на разных производственных участках. Интерпретация данных второй таблицы отчета зависит от того, является ли исследуемое ограничение связанным (активным), или не связанным. Если ограничение не связанное, то соответствующий ему ресурс недефицитен и уменьшение его запаса на величину, не превышающую избытка, не влияет на план выпуска . Тем более не изменяет оптимальный план увеличение запаса недефицитного ресурса, приводя только к возрастанию неизрасходованного остатка. Если же ограничение - связанное, т.е. соответствующий ресурс дефицитен и расходуется полностью, то любое изменение его запаса изменяет объем выпускаемой продукции. Единственное, что можно определить в данном случае, это диапазон изменения запаса ресурса, гарантирующий сохранение прежнего ассортимента выпускаемой продукции. 
О дефицитности ресурса можно судить либо по статусу ограничения в третьей таблице отчета о результатах, либо по значению теневой цены из второй таблицы отчета по устойчивости – дефицитный ресурс имеет положительную теневую цену, а недефицитный – нулевую.





Из первой строки второй таблицы видим, что на лесопилке трудоресурсы избыточны, так как их теневая цена . Следовательно, оптимальный план выпуска продукции   не изменится, если запас трудовых ресурсов  уменьшится на величину избытка в 100 чел.-час., или увеличится на любое сколь угодно большое число. Таким образом, условие сохранения оптимального плана  при изменении объема трудоресурсов на лесопилке имеет вид: .

Во второй и третьей строках таблицы теневые цены положительны, значит трудоресурсы в сборочном и отделочном цехах дефицитны – при оптимальных объемах производства используются полностью. Следовательно, любое изменение их количества приведет к изменению оптимального плана . В этом случае числа из столбцов Допустимое увеличение и Допустимое уменьшение дают границы изменения запасов ресурса, обеспечивающие сохранение прежнего состава базисных (положительных) переменных оптимального плана – ассортимента выпуска продукции.


Итак, при изменении объемов ресурсов в сборочном цехе в пределах , т.е. при   ассортимент выпуска не изменится.


Аналогично, если объем трудоресурсов в отделочном цехе будет находится в пределах , т.е. при , то ассортимент выпуска не изменится.
 На экономическом языке это означает, что если запасы ресурсов изменяются в указанных пределах, то по оптимальному плану по-прежнему надо выпускать только столы типа А и В, но уже в новых объемах.




Напомним, что теневая цена ресурса численно равна изменению оптимального значения целевой функции при увеличении (уменьшении) запаса  данного ресурса на единицу. Как видно из таблицы, теневая цена трудоресурса в сборочном цехе , а в отделочном цехе . Условие сохранения теневых цен (оптимальных значений двойственных переменных ) совпадает с условиями сохранения базиса оптимального плана. Следовательно, привлечение одной дополнительной единицы ресурса в сборочный цех приведет к увеличению суммарного дохода на 1 доллар, а  одна дополнительная единица ресурса в отделочном цехе увеличит суммарный доход на 7 долларов.  Отсюда ясно, что если появится  возможность вовлечь в производство дополнительные ресурсы в количестве, например, 30 человеко-часов, то направить их надо в отделочный цех, так как это увеличит прибыль на  долларов. Заметим, что при этом оптимальный план производства компьютерных столов изменится, но сохранится его структура – ассортимент выпускаемой продукции.
[bookmark: _Toc34477165]1.5.3. Отчет по пределам
Третий отчет для нашей задачи, называемый отчетом по пределам, состоит из двух таблиц (рис.10). 
Первая таблица в комментариях не нуждается.
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Рис.10.
Во второй таблице показано, в каких пределах может изменяться выпуск продукции, вошедшей в оптимальное решение, при сохранении структуры оптимального плана выпуска:
· 
приводятся значения  в оптимальном решении;
· 
приводятся нижние и верхние пределы изменения значений  и значения целевой функции при выпуске данного типа продукции на нижнем  и верхнем пределах. 

Так например, если из оптимального плана исключить выпуск столов типа А, положив  и сохранить оптимальные значения остальных переменных, то доход от реализации продукции будет равен  


Значения целевой функции – дохода  от реализации продукции, вошедшей в оптимальное решение на верхних пределах везде равно максимальной величине 2060 долларов.
Рассмотренный пример показывает, как использование средства  «Поиск решения» облегчает задачу принятия оптимальных решений в экономике.
[bookmark: _Toc32660180][bookmark: _Toc33248159][bookmark: _Toc34475479][bookmark: _Toc34477168]1.6. Контрольное задание  по теме «Решение задач линейного программирования в среде MS Excel».
[bookmark: _Toc32660181][bookmark: _Toc33248160][bookmark: _Toc34475480][bookmark: _Toc34477169]1.6.1 Требования к выполнению работы
Контрольное задание выполняется студентами в процессе изучения дисциплины «Оптимизация электроэнергетических систем». Цель работы – овладение методами решения задач оптимизации на компьютере с использованием надстройки «Поиск решения» электронных таблиц MS Excel.
Каждый студент должен решить две содержательные задачи оптимизации, сформулированные в словесной форме. Для этого необходимо:
1. Построить математическую модель задачи;
2. Представить ее в табличной форме на листе Excel;
3. Найти оптимальный план средствами надстройки «Поиск решения»;
4. Вывести отчеты по результатам и устойчивости и объяснить их смысл;
5. Ответить на все вопросы из задания;
Отчет о проделанной работе может быть выполнен и распечатан либо в формате MS Word, либо в формате MS Excel. К отчету должна быть приложена дискета с решением задач в электронной таблице. Образец отчета, подготовленного в текстовом редакторе  MS Word приведен в пункте 1.6.3. 
[bookmark: _Toc32660182][bookmark: _Toc33248162][bookmark: _Toc34475482][bookmark: _Toc34477171]1.6.2. Индивидуальные контрольные задания

[bookmark: _Toc32660183][bookmark: _Toc33248163][bookmark: _Toc34475483]Вариант № 1
Задача 1.
Туристическое агентство собирается заказать издательству выпуск художественных альбомов трех типов A, B, C. Их изготовление лимитируется затратами ресурсов трех видов, удельные расходы которых приведены в таблице

	Вид ресурса
	Удельные затраты ресурсов на выпуск альбомов

	
	A
	B
	C

	Финансы ($)
Бумага (листы)
Трудозатраты (чел-час)
	2
4
1
	1
2
1
	4
2
2



Издательство для выполнения заказа получило финансовые средства  в объеме $3600, имеет в наличии  52000 листов бумаги и может использовать трудовые ресурсы в объеме 2200 чел-час.   
Агентство платит за выпуск одного альбома типа А  - 22 долларов, за альбом В – 18 долларов, за альбом С – 30 долларов.
1) Сколько альбомов каждого типа должно выпустить издательство, чтобы получить максимальный суммарный доход?
2) Объясните смысл данных отчета по устойчивости.
3) Почему издательству не выгодно выпускать альбомы типа С?  При какой оплате выпуск альбомов С станет выгодным?
4) Увеличится ли прибыль за счет привлечения дополнительных финансовых средств?

Задача 2. 

Предприятие оптовой торговли  может реализовать , группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	9
	13
	8
	5
	60 000
	


	Трудовые ресурсы , чел.-час.
	75
	70
	25
	40
	400 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	85
	115
	140
	60
	600 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	15
	21
	15
	10
	90 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	100
	75
	85
	25
	300 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	600
	500
	750
	1 100
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	40
	15
	10
	35
	
	




Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  

Вариант № 2
Задача 1.
На трех мелькомбинатах ежедневно производится 110,190 и 120 т. муки. Эта мука потребляется четырьмя хлебозаводами, ежедневные потребности которых равны соответственно 80, 60, 170 и 80 т. Тарифы перевозок задаются таблицей

	     Мелькомбинат
	Хлебозаводы

	
	I
	II
	III
	IV

	1
	8
	1
	9
	7

	2
	4
	6
	2
	12

	3
	3
	5
	8
	9



1) Составить план доставки муки, при котором общая стоимость перевозок будет минимальной.
2) Определить мелькомбинаты с избыточным производством муки.
3) Изменится ли план перевозок и транспортные расходы, если тариф на перевозку муки с 1-го комбината на 2-й хлебозавод возрастет до 3 единиц ?
4) Как изменятся транспортные расходы, если выпуск муки на 2-м комбинате снизится до 170 т. ?
Задача 2.

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	15
	16
	10
	1
	50 000
	


	Трудовые ресурсы , чел.-час.
	100
	90
	30
	60
	350 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	120
	200
	220
	90
	720 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	20
	36
	16
	18
	110 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	160
	110
	100
	80
	510 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	1 000
	800
	1 200
	1 300
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	60
	25
	15
	50
	
	




Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  

Вариант № 3
Задача 1.
Кондитерская фабрика собирается освоить выпуск трех новых видов конфет, назовем их условно A, B, C. Конфеты можно производить в любых количествах (сбыт обеспечен), но запасы сырья ограничены. 
Нормы расхода сырья на производство 10 кг конфет каждого вида, запасы сырья и ожидаемая прибыль приведены ниже. 

	Сырье
	Нормы расхода сырья
	Запас сырья

	
	А
	В
	С
	

	Какао
	18
	360
	12
	360

	Сахар
	6
	192
	8
	192

	Наполнитель
	5
	180
	3
	180

	Прибыль от 10 кг
	9
	10
	16
	


1) Определите, каких конфет и сколько десятков килограмм необходимо произвести, чтобы общая прибыль от реализации была максимальной.
2) Объясните смысл данных отчета по устойчивости.
3) Почему не выгодно выпускать конфеты А?  Когда их выпуск будет рентабелен?
4) Приведет ли к возрастанию прибыли  увеличение запасов сахара до 200 кг?

Задача 2.

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	12
	20
	10
	12
	65 000
	


	Трудовые ресурсы, чел.-час.
	120
	100
	40
	50
	480 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	150
	190
	200
	110
	850 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	18
	30
	20
	12
	150 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	120
	90
	130
	60
	500 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	1100
	850
	1050
	950
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	50
	70
	20
	80
	
	



Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  
Вариант № 4
Задача 1.
Три торговых склада могут поставлять холодильники в количестве 9, 4 и 8 единиц соответственно. Величины спроса трех магазинов, находящихся в пунктах А, В и С, на эти холодильники равны 3, 5 и 6 единицам соответственно. Тарифы на доставку одного изделия с каждого склада в каждый магазин приведены в таблице

	Склад
	Стоимость перевозки 1 холодильника

	
	Магазин А
	Магазин В
	Магазин С

	1
	10
	20
	5

	2
	2
	10
	8

	3
	1
	20
	7



1) Найдите план перевозок минимальной суммарной стоимости.
2) Определите склады с избытками хранения изделий.
3) Изменится ли план перевозок и транспортные расходы, если стоимость доставки 1 холодильника с 3-го склада в магазин А возрастет вдвое ?
4) Если спрос магазина В увеличится до 7 холодильников, с какого склада выгоднее организовать их завоз ?

Задача 2.

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	13
	21
	11
	14
	75 000
	


	Трудовые ресурсы , чел.-час.
	115
	95
	45
	60
	550 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	140
	180
	190
	100
	800 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	20
	30
	15
	10
	180 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	115
	85
	125
	50
	450 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	1 050
	800
	1 000
	900
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	100
	30
	80
	50
	
	



Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  
Вариант № 5
Задача 1.
Компания производит различные виды мебели для кабинетов - столы трех типов (1, 2 и 3). Объемы работы, необходимой для каждой операции, приводится в таблице:
	Операции
	Объем работы (чел.-час.)

	
	Стол 1
	Стол 2
	Стол 3

	Изготовление частей
	2
	3
	2

	Сборка
	1
	2
	3

	Полировка и проверка
	1
	1
	2


Максимум объема работ в неделю составляет 360 чел-час на изготовление частей стола, 240 чел-час на сборку и 180 чел-час на полировку. Возможности хранения ограничивают производство 170 столами в неделю. Прибыль от продажи столов типов 1, 2, 3 составляет соответственно 15, 22 и 19 долларов.
1) Составьте и решите задачу линейного программирования, считая целью максимизацию суммарной прибыли.
2) Объясните смысл данных отчета по устойчивости.
3) Определите возможные излишки рабочей силы на каждой операции.
4) Предположим, что складские помещения расширены, так что возможности хранения достигают 200 столов в неделю. Насколько увеличится при этом прибыль?
5) Изменится ли план выпуска столов и суммарная прибыль, если прибыль от продажи стола 2 будет равна 20 долларам?

Задача 2.

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице
 
	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	15
	20
	13
	11
	8 000
	


	Трудовые ресурсы, чел.-час.
	110
	90
	40
	55
	500 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	130
	170
	185
	105
	850 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	19
	32
	17
	11
	180 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	117
	80
	120
	45
	420 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	1 000
	900
	750
	1 100
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	80
	40
	20
	120
	
	



Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  

Вариант № 6

Задача 1.
Рацион коpмления коpов на молочной феpме может состоять из 3-х  пpодуктов: сена, силоса, концентpатов. Эти пpодукты содеpжат питательные вещества: белок, кальций, витамины. Численные данные пpедставлены в таблице.

	Продукты
	                           Питательные вещества

	
	Белок (г/кг)
	Кальций (г/кг)
	Витамины (мг/кг)

	Сено
	50
	10
	2

	Силос
	70
	6
	3

	Концентраты
	130
	3
	1



В pасчете на одну коpову суточные ноpмы потpебления белка и кальция составляют не менее 2000 г и  210 г соответственно.
Потpебление витаминов стpого дозиpовано и должно быть pавно 87 мг в сутки. Составьте самый дешевый pацион, если стоимость 1кг сена, силоса и концентpатов pавна соответственно 1,5; 2 и 6 центов.
1) Почему в оптимальный рацион не вошли концентраты?  При каком условии они будут включены в рацион ?
2) Как изменится стоимость рациона при снижении суточной нормы по кальцию на 10 г?
3) Как изменится стоимость рациона, если потребуется увеличить потребление витаминов до 90 мг?

Задача 2. 

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	20
	27
	18
	12
	100 000
	


	Трудовые ресурсы , чел.-час.
	160
	150
	60
	90
	500 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	170
	200
	270
	130
	110 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	33
	45
	31
	22
	220 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	210
	165
	180
	60
	710 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	1 000
	11 000
	14 000
	1 600
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	130
	30
	10
	80
	
	




Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшифровке».  


[bookmark: _Toc34475484]Вариант № 7

Задача 1.
Издательство, выпускающее альбомы, в своей деятельности ограничено финансовыми ресурсами в размере 50000 долларов, лимитами на бумагу в объеме 70000 листов и пропускной способностью полиграфической базы, равной 60000 оттисков. Зная удельные расходы ресурсов и выручку от реализации каждого из 4-х видов  альбомов, издательство должно составить план выпуска альбомов, максимизирующий прибыль от реализации продукции.

	Альбомы
Показатели
	I
	II
	III
	IV

	Финансовые расходы
	1/3
	1
	1/2
	1/4

	Расходы бумаги
	2
	5
	1
	3

	Затраты полиграфии
	4
	2
	3
	1

	Выручка от реализации
	1
	4
	2
	3


1) На каких условиях  издательство согласится  выпускать альбомы I ?
2) Выгодно ли закупить (за счет будущей прибыли) 20000 листов бумаги по цене 4 доллара за 1000 листов?

Задача 2.

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	10
	30
	20
	15
	160 000
	


	Трудовые ресурсы, чел.-час.
	25
	70
	30
	40
	650 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	68
	92
	96
	55
	330 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	14
	20
	10
	16
	96 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	70
	80
	120
	50
	320 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	800
	950
	800
	1000
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	90
	35
	20
	100
	
	



Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  

Вариант № 8

Задача 1.
Фермер хочет кормить своих животных таким образом, чтобы удовлетворить их пищевым потребностям при минимуме затрат. В рацион предполагается включить пшеницу, сою, овес и люцерну. В таблице приведены данные о содержании питательных веществ в злаках, их дневные нормы и цены на злаки.

	Питательные вещества
	Пшеница
	Соя
	Овес
	Люцерна
	Дневная норма

	протеин (мг)
	10
	9
	11
	8
	минимум 40 мг

	кальций (мг)
	50
	45
	58
	50
	минимум 120 мг

	жир (мг)
	30
	90
	10
	5
	максимум 100 мг

	калории
	900
	1 200
	1 000
	6 000
	минимум 4000 кал.

	Стоимость 1ф.
	60
	30
	35
	85
	



1) Определите рацион наименьшей стоимости,  удовлетворяющий всем нормам.
2) Изменится ли оптимальный рацион и его стоимость, если норма содержания жира будет снижена до 90 мг ?
3) Изменится ли оптимальный рацион и его стоимость, если норма содержания протеина будет установлена равной 45 мг ?
4) Изменится ли оптимальный рацион и его стоимость, если стоимость  одного фунта люцерны снизится  до 80 единиц ?


Задача 2.

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	14
	20
	10
	15
	95 000
	


	Трудовые ресурсы, чел.-час.
	35
	80
	40
	50
	320 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	135
	185
	190
	110
	770 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	10
	30
	20
	15
	160 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	75
	85
	125
	50
	350 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	1 020
	850
	950
	800
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	110
	50
	10
	40
	
	



Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  

Вариант № 9

Задача 1.
На звероферме могут выращиваться песцы, черно-белые лисы, нутрии и норки. Для их питания используются три вида кормов. В таблице приведены нормы расхода кормов, их ресурс в расчете на день, а также прибыль от реализации одной шкурки каждого зверька.

	[bookmark: _Toc32660184][bookmark: _Toc33248164][bookmark: _Toc34475485][bookmark: _Toc34476511][bookmark: _Toc34477172]Вид
корма
	Нормы расхода кормов (кг/день)
	[bookmark: _Toc32660185][bookmark: _Toc33248165]Ресурс
кормов (кг)

	
	Песец
	Лиса
	Нутрия
	Норка
	

	I
	1
	2
	1
	2
	300

	II
	1
	4
	2
	0
	400

	III
	1
	1
	3
	2
	600

	Прибыль
	6
	12
	8
	10
	



Определите, сколько и каких зверьков следует выращивать на ферме, чтобы прибыль от реализации шкурок была наибольшей.
1) Изменится ли оптимальный план выращивания зверьков и суммарная прибыль, если прибыль от реализации шкурки лисы будет равна 13 ед.?
2) Изменится ли оптимальный план выращивания зверьков и суммарная прибыль, если прибыль от реализации шкурки нутрии будет равна 10 ед.?
3)  Что произойдет с решением задачи, если запас корма I увеличится до 320 кг?

Задача 2.

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 
	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	25
	32
	23
	15
	110 000
	


	Трудовые ресурсы , чел.-час.
	165
	155
	65
	85
	640 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	176
	205
	275
	134
	900 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	35
	48
	33
	24
	220 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	120
	90
	60
	45
	330 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	500
	700
	450
	600
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	70
	60
	15
	60
	
	




Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничениях на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  

Вариант № 10

Задача 1. 
Сталеплавильная компания располагает тремя заводами М1, М2, М3, способными произвести  в неделю 50, 30 и 20 тыс. т стали соответственно. Свою продукцию компания поставляет четырем потребителям Р1, Р2, Р3 и Р4, потребности которых составляют соответственно 12, 15, 25 и 36 тыс. т стали. Стоимости производства и транспортировки 1 тыс. т стали с различных заводов различным потребителям приведены в таблице

	Потребитель
	Заводы

	
	М1
	М2
	М3

	Р1
	15
	19
	14

	Р2
	19
	18
	16

	Р3
	19
	18
	20

	Р4
	15
	19
	18



1) Требуется определить план перевозок стали от производителей потребителям, минимизирующий общую стоимость.
2) Можно ли сократить объемы производства на некоторых заводах без увеличения суммарной стоимости ?
3) Изменится ли план перевозок и общая стоимость, если стоимость производства и транспортировки 1 т стали с завода М3 потребителю Р3 уменьшится до 18 у.е.?
4) Изменится ли план перевозок и общая стоимость, если спрос потребителя Р2 возрастет на 2 тыс.т стали ?

Задача 2.

Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	22
	28
	18
	12
	110 000
	


	Трудовые ресурсы, чел.-час.
	165
	150
	70
	95
	710 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	175
	200
	265
	140
	100 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	35
	47
	32
	24
	240 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	215
	170
	185
	65
	750 000
	


	
Минимально допустимый план товарооборота по -й группе, ед.
	980
	1 150
	1 350
	1 550
	
	


	Прибыль, ден.ед. 
	140
	35
	30
	25
	
	




Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничения на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  
[bookmark: _Toc33248167][bookmark: _Toc34477173]									 
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1.6.3. Образец выполнения контрольного задания

[bookmark: _Toc29709987][bookmark: _Toc32660188][bookmark: _Toc33248169][bookmark: _Toc34475487][bookmark: _Toc34477175]Задача об оптимизации плана товарооборота

Постановка задачи. Предприятие оптовой торговли  может реализовать  группы товаров. Для этого используется несколько  видов ресурсов. Исходные данные для построения математической модели приведены в таблице 

	Лимитирующие ресурсы и показатели
	Товарная группа
	Объем ресурса
	Вид ограничения

	
	

	

	

	

	
	

	
Складские площади, 
	18
	26
	16
	10
	110 000
	


	Трудовые ресурсы, чел.-час.
	150
	140
	50
	80
	950 000
	


	Издержки обращения, ден.ед.
	170
	230
	280
	120
	1 200 000
	


	Товарные запасы, ден.ед.
	31
	42
	30
	20
	180 000
	


	План товарооборота, ден.ед.
	200
	150
	170
	50
	750 000
	


	Минимально допустимые значения товарооборота по j-й группе, ед.
	1 200
	1 000
	1 500
	1 200
	
	


	Прибыль в расчете на единицу товарооборота  j-й группы, ден.ед. 
	120
	50
	30
	100
	
	




Требуется определить план хозяйственной деятельности торгового предприятия, обеспечивающий максимум прибыли при заданных ограничения на складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, величину товарооборота, если  торговая прибыль в расчете на единицу товарооборота -й группы задана. Сделать анализ полученного решения. Дать экономическую интерпретацию двойственных переменных. Выявить «узкие места» на торговом предприятии и дать рекомендации по их «расшивке».  
Математическая модель



Пусть  ед. -  объем товарооборота -ой товарной группы,  .
Тогда целевая функция – максимум торговой прибыли имеет вид 


при ограничениях 

на лимиты складских площадей:     ,

на трудовые ресурсы:  		  ,

на издержки обращения:	        ,

на товарные запасы: 		      ,
на достигнутый (плановый) уровень товарооборота

,
на минимально допустимые значения товарооборота по каждой группе




,   ,   ,   .
Табличную модель можно представить в форме:

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	4
	Торговая группа
	Т1
	Т2
	Т3
	Т4
	

	5
	Объем товарооборота ( x )
	1200
	1000
	1500
	2790
	

	6
	Удельные прибыли
	120
	50
	30
	100
	

	7
	Суммарная прибыль ( f(x) )
	 
	 
	 
	 
	518000




	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	10
	Вид ограничений
	
	
	
	
	левая часть
	знак
	правая часть

	11
	Складские площади 
	18
	26
	16
	10
	99500
	

	110000

	12
	Трудовые ресурсы
	150
	140
	50
	80
	618200
	

	950000

	13
	Издержки обращения
	170
	230
	280
	120
	1188800
	

	1200000

	14
	Товарные запасы
	31
	42
	30
	20
	180000
	

	180000

	15
	План товарооборота
	200
	150
	170
	50
	784500
	

	750000

	16
	Минимально допустимые значения товарооборота
	1200
	1000
	1500
	1200
	
	

	





Отчеты

Отчет по результатам

	Целевая ячейка (Максимум)

	Ячейка
	Имя
	Исходное значение
	Результат

	$F$7
	Суммарная прибыль
	300
	518000



	Изменяемые ячейки

	Ячейка
	Имя
	Исходное значение
	Результат

	$B$5
	Объем товарооборота Т1
	1
	1200

	$C$5
	Объем товарооборота Т2
	1
	1000

	$D$5
	Объем товарооборота Т3
	1
	1500

	$E$5
	Объем товарооборота Т4
	1
	2790




	Ограничения

	Ячейка
	Имя
	Значение
	Формула
	Статус
	Разница

	$F$11
	Складские площади  левая часть
	99500
	$F$11<=$H$11
	 не связан.
	10500

	$F$12
	Трудовые ресурсы левая часть
	618200
	$F$12<=$H$12
	 не связан.
	331800

	$F$13
	Издержки обращения левая часть
	1188800
	$F$13<=$H$13
	 не связан.
	11200

	$F$14
	Товарные запасы 
левая часть
	180000
	$F$14<=$H$14
	 связанное
	0

	$F$15
	План товарооборота левая часть
	784500
	$F$15>=$H$15
	 не связан.
	34500

	$E$5
	Объем товарооборота Т4
	2790
	$E$5>=$E$16
	 не связан.
	1590

	$C$5
	Объем товарооборота Т2
	1000
	$C$5>=$C$16
	 связанное
	0

	$D$5
	Объем товарооборота Т3
	1500
	$D$5>=$D$16
	 связанное
	0

	$B$5
	Объем товарооборота Т1
	1200
	$B$5>=$B$16
	 связанное
	0




Отчет по устойчивости


	Изменяемые ячейки

	
Ячейка
	
Имя
	Резул.
значе-ние
	Нормир.
стои-мость
	Целе-вой ко- эффи-циент
	Допус-тимое
увели-чение
	Допус-
тимое
умень-шение

	$B$5
	Объем товарооборота Т1
	1200
	-35
	120
	35
	1E+30

	$C$5
	Объем товарооборота Т2
	1000
	-160
	50
	160
	1E+30

	$D$5
	Объем товарооборота Т3
	1500
	-120
	30
	120
	1E+30

	$E$5
	Объем товарооборота Т4
	2790
	0
	100
	1E+30
	22,58





	Ограничения

	
Ячейка
	
Имя
	Резул.
значение
	Тене-вая
цена
	Ограни-чение
Правая часть
	Допус-тимое
увели-чение
	Допус-
тимое
умень-шение

	$F$11
	Складские площади, левая часть
	99500
	0
	110000
	1E+30
	10500

	$F$12
	Трудовые ресурсы, левая часть
	618200
	0
	950000
	1E+30
	331800

	$F$13
	Издержки обращения, левая часть
	1188800
	0
	1200000
	1E+30
	11200

	$F$14
	Товарные запасы, левая часть
	180000
	5
	180000
	1866,67
	13800

	$F$15
	План товарооборота, левая часть
	784500
	0
	750000
	34500
	1E+30





Постоптимальный анализ
Для того чтобы удовлетворить всем требованиям задачи и  максимизировать прибыль необходимо, чтобы товарооборот по первой группе составил 1200 ед., по второй – 1000 ед., по третьей – 1500 ед., по четвертой – 2790 ед. При этом торговое предприятие получит прибыль 518000 ден.ед.

Из таблицы ограничений отчета по результатам видно, что складские площади недоиспользуются на 10500  , трудовые ресурсы – на 331800 чел.-час., издержки обращения можно уменьшить на 11200 ден.ед. Товарные запасы используются полностью. Общий план товарооборота перевыполнен на 34500 ден.ед., объем товарооборота по четвертой группе перевыполнен на 1590 ден.ед.
Отчет по устойчивости (изменяемые ячейки)



Нормируемая стоимость показывает, на сколько изменится значение целевой функции при увеличении товарооборота на единицу по каждой товарной группе, вошедшей в оптимальный план на минимальном уровне. Если увеличить товарооборот по  на единицу, то значение целевой функции уменьшится на 35, по   – на 160, по   – на 120. 
Допустимое увеличение (уменьшение) показывает, на сколько единиц можно максимально увеличить (уменьшить) значение целевого коэффициента без изменения оптимального плана.
В данной задаче:

- максимальное значение , следовательно, пока прибыль в расчете на единицу товарооборота первой группы не превосходит 155 ден.ед. оптимальный план не меняется.

-  максимальное значение , следовательно, пока прибыль в расчете на единицу товарооборота второй группы не превосходит 210 ден.ед. оптимальный план не меняется.

-  максимальное значение , следовательно, пока прибыль в расчете на единицу товарооборота третьей группы не превосходит 150 ден.ед. оптимальный план не меняется.

-  минимальное значение  , следовательно, пока прибыль в расчете на единицу товарооборота четвертой группы будет не менее 77,42 ден.ед. оптимальный план не меняется.




Отчет по устойчивости (ограничения)

Результирующее значение – это левая часть ограничения, подсчитанного при  оптимальном плане: .



Теневая цена (Тц) – это стоимость единицы соответствующего ресурса. Если , говорят что ресурс не дефицитный, если   –  дефицитный. Теневая цена показывает, на сколько изменится целевая функция, если правая часть ограничения изменится на одну единицу. Ресурс «товарные запасы» является «узким местом» на торговом предприятии. Если товарные запасы  увеличатся на 1, то прибыль предприятия увеличится на 5 ден.ед. и будет равна  ден.ед. 
Ограничение правой части – это ограничения исходной задачи.
Допустимое увеличение и уменьшение определяет границы изменений правых частей ограничений, при которых сохраняются теневые цены (оптимальные значения двойственных переменных) и, следовательно, справедливы выводы о влиянии изменений правых частей на значение целевой функции.
В задаче теневые цены сохранятся, если складских помещений будет не менее 99500 м2, трудовых ресурсов –  не менее 618200 чел.-час., издержек обращения –  не менее 1188800 ден.ед, товарных запасов – в пределах от 166200 до 181866,67 ден.ед., план товарооборота – не более 784500 ден.ед..


2. Решение задач оптимизации в пакете Optimization Toolbox системы МАТЛАБ

2.1. Назначение и возможности пакета

Пакет оптимизации (Optimization Toolbox) — это библиотека функций, расширяющих возможности системы MATLAB по численным вычислениям и предназначенная для решения задач оптимизации и систем нелинейных уравнений. Поддерживает основные методы оптимизации функций ряда переменных:
• Безусловная оптимизация нелинейных функций.
• Метод наименьших квадратов.
• Решение нелинейных уравнений.
• Линейное программирование.
• Квадратичное программирование.
• Условная минимизация нелинейных функций.
• Методы минимакса.
• Многокритериальная оптимизация.
Рассматриваемый пакет дает возможности решать задачи минимизации функций, нахождения решений уравнений, задачи аппроксимации («подгонки» кривых под экспериментальные данные).
Различные типы таких задач вместе с применяемыми для их решения функциями пакета Optimization Toolbox приведены в таблице 2.1.




Таблица 2.1.
Типы задач, решаемых средствами пакета Optimization Toolbox
	Тип задачи                    
	Математическая запись
	Функция
MATLAB

	Задачи минимизации

	Скалярная                                
(одномерная)
минимизация   
	
 f ( a ),   а1 < a < a2
	fminunc,


	Тип задачи                    
	Математическая запись
	Функция
MATLAB

	Задачи минимизации

	Безусловная
минимизация                                                                                          
(без ограничений)
	
f ( x )                                               
	fminunc,
fminsearch

	Линейное
программирование                    
	
f T x  при условиях
А х < b,   Aeq x=beq,
xL < x < xU
	linprog


	Квадратичное
программирование                
	


при  A x   b,  Aeqx =beq,
xL < x < xU
	quadprog 


	Минимизация
при наличии
ограничений                         
	
f(x) при условиях
с(х)  0,  ceq(x) = 0,
А х  b,   Aeq x  =beq,
xL  x  xU
	fmincon


	Достижение цели                  
	
 при условиях
F(x) - w  goal,
с(х)  0, ceq(x) = 0,
Ax  b, Aeq x = beq,
xL  x  xU
	fgoalattain
                                                

	Минимакс                               

	
{Fi ( x )}
при условиях
c(x) < 0, ceq(x)=0,
Ax  b, Aeq x = beq,
xL  x  xU
	    fminmax
                                                 


	Полубесконечная
минимизация                         

	
f (х) при условиях
K(x, w) < 0 для всех w,
с(х)  0, ceq(x) = 0,
Ax  b, Aeq x = beq,
xL  x  xU
	fseminf


	Тип задачи                    
	Математическая запись
	Функция
MATLAB

	Нахождение решений уравнений

	Линейные
уравнения                                

	С x = d, n уравнений,
п переменных
	\  (оператор
левого деления,
slash)

	Нелинейное
уравнение одной
переменной
	f ( а ) = 0

	fzero


	Нелинейные
уравнения многих
переменных
	F(x) = 0,  п уравнений,
п неизвестных
	fsolve


	Задачи аппроксимации («подгонки» кривых)

	Линейный метод
Наименьших
квадратов (МНК)
	

||Cх - d||,
т уравнений,
п переменных
	\ (оператор
левого деления,
backslash)

	Неотрицательный
линейный МНК
	

||Cх - d||
при условии х  0
	lsqnonneg

	Линейный МНК
при наличии
ограничений 
	

||Cх - d|| при условиях
Ax  b, Aeq x = beq,
xL  x  xU
	lsqlin

	Нелинейный МНК

	

при условии xL  x  xU
	lsqnonlin                                                

	Нелинейная
«подгонка» кривой
	

при условии   xL  x  xU
	lsqcurvefit 




Принятые обозначения:
• а — скалярный аргумент; х, у — в общем случае векторные аргументы;
• f(а), f(х) — скалярные функции; F(x), c(x), ceq(x), K(x, w) — векторные функции;
• А, Aeq, С, Н — матрицы;  
• b, beq, d, f, w, goal, xdata, ydata — векторы; 
• xL , xU — соответственно, нижняя и верхняя границы области изменения аргумента.




2.2. Применяемые алгоритмы

В рамках пакета Optimization Toolbox все задачи оптимизации делятся на две группы: задачи малой и средней размерности и задачи большой размерности. Соответственно, такое же деление принято для алгоритмов решения данных задач. Разумеется, это не означает, что для решения задач средней размерности нельзя применять алгоритмы большой размерности и наоборот. Просто алгоритмы той или иной группы более эффективны для задач своей размерности.
В пакете Optimization Toolbox реализован широкий набор алгоритмов для решения задач оптимизации средней и малой размерности. Основными для задач без ограничений являются симплексный метод Нелдера—Мида и квазиньютоновские методы. Для решения задач с ограничениями, минимакса, достижения цели и полубесконечной оптимизации использованы алгоритмы квадратичного программирования.
Задачи, сводящиеся к нелинейным МНК, решаются с помощью алгоритмов Ньютона—Рафсона и Левенберга—Марквардта.
Вспомогательные процедуры одномерной (скалярной) оптимизации используют алгоритмы квадратичной (параболической) и кубической интерполяции.
Рассмотрим наиболее часто применяемые в задачах оптимизации функции  линейного (linprog) и нелинейного (fmincon) программирования.
1. Функция fmincon
furincon — функция поиска минимума скалярной функции многих переменных при наличии ограничений вида  
с(х)  0, ceq(x) = 0 ,
А х  b,  Aeq x = beq,
lb < х < ub
 - задача нелинейного программирования. 
Функция записывается  в виде
х = fmincon( fun, x0, A, b)
х = fmincon( fun, x0, A, b, Aeq, beq)
х = fmincon( fun, x0, А, b, Aeq, beq, lb, ub)
х = fmincon( fun, x0, A, b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcon)
х = fmincon( fun, x0, A, b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcon, options)
х = fmincon( fun, x0, A, b, Aeq, beq, lb, ub, nonlcon, opt1ons, Pl, P2, ...)
[x, fval] = fmincon(...) – возвращается не только оптимальное значение векторного аргумента, но и значение целевой функции в точке минимума  fval ;
[x, fval, exitflag] = fmincon(…) – то же, что и предыдущая функция, но возвращается ещё  информация о характере завершения вычисления  exitflag ; 
[x, fval, exitflag, output] = fmincon(…) – то же, что и предыдущая функция, но возвращается ещё  информация о результатах оптимизации (выходная структура)  output ;
[x, fval, exitflag, output, lambda] = fmincon(...) – то же, что и предыдущая функция, но возвращаются ещё множители Лагранжа  lambda ;
[x, fval, exitflag, output, lambda, grad] = fmincon(…) – то же, что и предыдущая функция, но возвращается ещё величина градиента функции в точке минимума  grad ;
[x, fval, exitflag, output, lambda, grad, hessian] = fmincon(…) – то же, что и предыдущая функция, но возвращается ещё величина гессиана  H  функции в точке минимума.  

Аргументы функции:
fun — векторная функция векторного аргумента. Должна быть задана либо с помощью функции inline, например:
» fun = inline('sin(x.*x)'):
либо как m -файл, например:
function F = myfun(x)
F = …
nonlcon — функция, возвращающая значения функций-ограничений, а при необходимости (если задано options = optimset('Grad-Constr', 'on')) и их градиентов; должна быть оформлена в виде m-файла, например:
function [c, ceq] = mycon(x)
с = ... % Вычисление левых частей нелинейных неравенств
ceq =... % Вычисление левых частей нелинейных равенств
function [с, ceq, GC, GCeq] = mycon(x)
с = ... % Вычисление левых частей нелинейных неравенств
ceq = ... % Вычисление левых частей нелинейных равенств
GC = ... % Градиенты неравенств
GCeq = ... % Градиенты равенств
 Options – опции (их можно изменять, используя функцию  optimset):
о DerivativeCheck — задает проверку соответствия производных, определенных пользователем, их вычисленным оценкам в виде первых разностей;
o Diagnostics — вывод диагностической информации о минимизируемой функции;
o DiffMaxChange — максимальные значения изменений переменных при определении первых разностей;
о DiffMinChange — минимальные значения изменений переменных при определении первых разностей;
o Display — уровень отображения: 'off' — вывод информации отсутствует, 'iter' — вывод информации о поиске решения на каждой итерации, 'final' — вывод только итоговой информации;
o Goal ExactAchieve — определяет количество целей, которые должны быть достигнуты «точно»; 
о GradConstr — использование градиентов для ограничений (опция имеет смысл в случае применения аргумента nonlcon ), возможные значения — 'off и 'on';
o GradObj — использование градиента для целевой функции, определяемого пользователем (возможные значения — 'off и 'on');
о MaxFunEvals — максимальное число вычислений функции;
о Maxlter — максимальное допустимое число итераций;
o MeritFunction — устанавливает вид функции оценки качества достижения цели (возможные значения 'multiobj' или 'singleobj');
o TolCon — допуск останова вычислений при нарушении ограничений;
o TolFun — допуск останова вычислений по величине изменений функции;
o ТоlХ — допуск останова вычислений по величине изменений х;
• exitflag — информация о характере завершения вычислений: если эта величина положительна, то вычисления завершились нахождением решения х, если она равна нулю, то останов произошел в результате выполнения предельного числа итераций, если данная величина отрицательна, то решение не найдено;
• lambda — множители Лагранжа, соответственно, для различных типов ограничений:
o 1ambda. lower — для нижней границы  lb;
o 1ambda. upper — для верхней границы ub;
o 1ambda. ineqlin — для линейных неравенств;
o 1ambda. eqlin — для линейных равенств;
o 1ambda. ineqnonlin — для нелинейных неравенств;
o 1ambda. eqnonlin — для нелинейных равенств;
• output — информация о результатах оптимизации:
o output. iterations — число выполненных итераций;
o output. funcCount — число вычислений функции;
o output. algorithm — используемый алгоритм;
o output. cgiterations — число PCG-итераций (только при использовании алгоритма большой размерности); 
o output. stepsize — величина конечного шага поиска (только при использовании алгоритма средней размерности);
o output. firstorderopt — мера оптимальности первого порядка (норма вектора градиента в точке минимума) — только при использовании алгоритма большой размерности)
o LargeScale — может принимать значения 'off' (по умолчанию) и 'on'. В первом слу;чае используется алгоритм средней размерности, во втором — алгоритм большой размерности.
Следующие опции используются только при работе с алгоритмом средней размерности (описание см. выше):
o DerivativeCheck;
o DiffMaxChange;
o DiffMinChange;
o LineSearchType — задание вида алгоритма одномерной оптимизации.
Опции, используемые только в алгоритме большой размерности:
o Hessian — гессиан (в случае матрицы Гессе, задаваемой пользователем, — см. выше);
o HessPattern — задание гессиана как разреженной матрицы (это может привести к существенному ускорению поиска минимума);
o MaxPCGIter — максимальное число итераций PCG-алгоритма (preconditioned conjugate  gradient, см. выше);
o PrecondBandWidth — верхняя величина начальных условий для PCG-алгоритма;
o TolPCG — допуск на завершение PCG-итераций;
o TypicalX — типовые величины х;
5) возвращаемая величина output в данном случае имеет дополнительные компоненты:
Пример. Пусть требуется найти минимум функции f(х) = - x1 x2 x3 при начальном значении  х = [10; 10; 10]  и при наличии ограничений 
  0  x1 + 2 x2 + 2 x3  72.
Решение. Вначале создадим m-файл, определяющий целевую функцию:
function f = myfun(x)
f =- x(l)*x(2)*x(3) ;
Затем запишем ограничения в виде неравенств:
- x1 - 2 x2 - 2 x3  0
  x1 + 2 x2+ 2 x3  72,
или в матричной форме:
А х  b, 

где               
Теперь нахождение решения представляется следующим образом:
» А = [-1 -2 -2; 1 2 2];
» b = [0; 72];
» x0 = [10; 10; 10];   % Стартовое значение
» [x, fval] = fmincon('myfun', x0, A, b) 
x =
24.0000
12.0000
    12.0000
fval =
-3.4560e+003
2. Функция  linprog
Функция  linprog  обеспечивает решение задачи линейного программирования.
Функция записывается  в виде
х = linprog(f,A,b,Aeq,beq)
х = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub)
х = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0)
х = linprog(f,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,options)
[x,fval] = linprog(...)
[x,fval,exitflag] = linprog(...)
[x,fval,exitflag,output] = linprog(...)
[x,fval,exitflag,output,lambda] = linprog(...)
Аргументы и возвращаемые величины здесь аналогичны рассмотренным ранее для функции fmincon одним исключением: здесь введен дополнительный аргумент f — вектор коэффициентов линейной целевой функции. Функция может использовать алгоритм большой размерности lipsol или алгоритм средней размерности (метод проекций).
Рассмотрим примеры задач оптимизации.
Пример 1. Требуется найти решение задачи, описывающейся соотношениями
(задача линейного программирования)
f(х) = - 5 x1 – 4 x2 – 6 x3,
х1 - х2 + х3 ≤ 20 ,
3 x1 + 2 x2 + 4 x3 ≤ 42
3 x1 + 2 x2 ≤ 42
0 ≤ x1 , 0 ≤ x2 , 0 ≤ x3 . 
Решение.
>> f = [ -5, -4, -6];  % Вектор коэффициентов линейной целевой функции
>> % Матрица коэффициентов ограничений – неравенств 
>> A = [1 -1 1; 3 2 4; 3 2 0];
>> b = [20; 42; 30]; % Вектор ограничений – неравенств
>> % Задание нижних границ переменных (нулей)
>> lb = zeros(3,1);
>> % Поиск решения
>> [x, fval, exitflag, output, lambda] = linprog(f, A, b, [ ], [ ], lb)
Optimization terminated successfully
x =
     0.0000
    15.0000
       3.0000
fval =
      -78.0000
exitflag =
       1
output =
iterations:  6
cgiterations:  0
algorithm:   'lipsol'
lambda =
ineqlin:  [3x1 double]
eqlin   [0xl double]
upper  [3x1 double]
lower  [3x1 double]
Из возвращенной информации, в частности, следует:
•   что оптимальное решение х = [0.0000 15.0000 3.0000];
•   минимальное значение целевой функции равно -78.0000;
•   вычисления завершились нахождением решения (exitflag>0);
•   всего было выполнено 6 итераций;
•   был использован алгоритм lipsol 
Пример 2. Цех малого предприятия должен изготовить 100 изделий трёх типов. Каждого изделия нужно сделать не менее 20 штук. На изделия уходит соответственно  4 , 3,4 и 2 кг металла при его общем запасе  340 кг, а также по  4,75 , 11 и 2 кг пластмассы при её общем запасе  700 кг. Сколько изделий каждого типа х1 , х2 и х3 надо выпустить для получения максимального выпуска в денежном выражении, если цена изделия составляет по калькуляции  40, 30 и 20 грн ? 
Данная задача сводится к вычислению максимума функции
           f(x1,x2,x3) = 40 x1 + 30 x2 + 20 x3
при наличии ограничений
          x1 ≥ 20,  x2 ≥ 20, x3 ≥ 20
          4 x1 + 3,4 x2 + 2 x3 ≤ 340
          4,75  x1 + 11 x2 + 2 x3 ≤ 700
          x1 + x2 + x3 = 100
Имеем задачу линейного программирования.
f=[40;30;20];% Вектор коэффициентов линейной целевой функции
% Матрица коэффициентов ограничений – неравенств 
A=[4 3.4 2; 4.75 11 2];
b=[340;700]; %вектор ограничений – неравенств 
Aeq=[1 1 1]; %матрица коэффициентов ограничений – равенств 
beq=[100]; %вектор ограничений – равенств 
% Задание нижних границ переменных (нулей)
lb=[20;20;20];
% Поиск решений, определение максимум целевой функции 
[x,fval,exitflag,output]=linprog(-f,A,b,Aeq,beq,lb)
Optimization terminated successfully
x =
   56.0000
   20.0000
   24.0000
fval =
 -3.3200e+003
exitflag =
     1
output = 
      iterations: 5
      cgiterations: 0
      algorithm: 'lipsol'
      
Замечание. Максимизация с помощью функций  fminbnd, fminunc, fminsearch, linprog, fmincon, fgoalattain, fminimax, lsqcurvefit и lsqnonlin достигается путём замены целевой функции f(x)  на  - f(x) ( т. е. изменить знак). Аналогично в задачах квадратичного прогаммирования: там необходимо заменить матрицу  Н и вектор f  соответственно на  - Н  и  -f .
Пример 3. Оптимальный наклон плоского солнечного коллектора.
Расчёт интенсивности солнечной радиации проводится по следующей формуле [Даффи, Бекма]

                                                ,                                    ( 1 )
где  Hb , Hd – прямая и рассеянная составляющие солнечной радиации на 
                       горизонтальной поверхности, Вт ч / м2 ;
       () -      приведенная поглощательная способность

                                               ,                                         ( 2 )
       d  -  диффузная  отражательная способность. Для  системы  покрытий из одного, двух,
                трёх и четырёх листов стекла   d  приблизительно равна   0,16 ,  0,24,  0,29,  0,32  
                соответственно;
  -  направленная поглощательная способность поглощающей пластины
         = 0,94    0,95 ;
  -   пропускательная способность
                                                     = r a                                                 ( 3 )
r  -  пропускательная способность без учёта поглощения

 Для одного покрытия                                                            ( 4 )

                                                       ( 5 )

                                                                                               ( 6 )
n1 , n2  -  показатели преломления;
1 , 2  -  углы падения и преломления (рис.1).

Если среда 1 воздух, то  n1 = 1 , а показатель преломления стекла  n2 = 1,526 .
         a  -   пропускательная способность, учитывающая только поглощение;

                                                         a  =                                                 ( 7 )
         L -  толщина стекла, см;
К -  коэффициент ослабления стекла, см -1 .

                                            [image: преломление]
                       Рис. 2.1. Преломление луча на границе двух сред

Значение  К  изменяется от   0,04 см –1 для высокопрозрачного стекла (с бесцветной кромкой) до  0,32 см –1 для плохого (с зеленоватым оттенком кромки) стекла. Для обычного оконного стекла  L = 0,32 см,   К = 0,161 см –1.
      Подставляя соответствующие значения   = 0,94 ,  d = 0,16 (для одиночного покрытия), a = 0,9498  в ( 3 ) и ( 2 ), для приведенной поглощательной способности получим

                                      () =  0,9014 .                                                 ( 8 )
      Величина  Rb  в выражении  ( 1 ) определяется следующим соотношением

                     ,         ( 9 )
здесь  1 , z   - углы падения соответственно для наклонной и горизонтальной 
                        поверхностей;
                                 [image: наклон]          
             Рис. 2.2. Ход лучей для горизонтальной и наклонной поверхностей.

           - широта местности;
           -  угол между рассматриваемой плоскостью и горизонтальной 
                поверхностью ( наклон коллектора);  
           -  склонение (угловое положение Солнца);

                                                                          ( 10 )
          n -  порядковый номер дня года;
           -  часовой угол;

                                                                                             ( 11 )
           -  время суток в часах.
Таким образом, интенсивность солнечной радиации, определяемая формулой (1) с учётом зависимостей (5), (6), (8) – (11) представляет собою функцию времени года  n,  времени суток    и угла наклона    солнечного коллектора

                                                        
При расчёте оптимального значения угла наклона  рассматривается усреднённое значение по времени интенсивности солнечной радиации за период использования системы горячего водоснабжения (в течение года апрель – октябрь и в течение суток  с  6 часов утра до 19 часов вечера).

                                       ,                                 ( 12 )
здесь  i – месяцы года (апрель – октябрь);  k – время суток (от 6  до 19 часов).
     Для условий города Тулы ( = 46,5 градусов северной широты) прямая  Hb и рассеянная Hd составляющие солнечной радиации на горизонтальной поверхности определялись по метеорологическим данным. Результаты расчётов средних значений солнечной инсоляции (12) в зависимости от наклона    коллектора представлены на рис. 2.3
                                [image: S(betta)]

Рис. 2.3. Зависимость средней интенсивности солнечной                   радиации от угла наклона приёмной пластины коллектора  
Функция  Sср = S (β) представляется следующей зависимостью
                                               S = exp((a+cx+ex2)/(1+bx+dx2+fx3)).
По данной зависимости находим значение угла наклона солнечного коллектора  β,  при котором средняя солнечная инсоляция имеет наибольшее значение, используя функцию  fminbnd.
Вначале создаётся  m – файл:
%Вычисление максимального угла наклона солнечного коллектора
%Суммарная инсоляция
function S=maxins(x)
a=5.6667347;b=0.0018194204;c=0.017329411;
d=-0.00014610493;e=-0.0009964058;f=-1.3104374e-07;
m=a+c*x+e*x.^2;
n=1+b*x+d*x.^2+f*x.^3;
S=exp(n/m);
Теперь определяются значения угла:
>> x=fminbnd('maxins',0,48)

x =
     27.5103
Для данного угла наклона   * = 27,50   интенсивность солнечной радиации для плоскости приёмной пластины коллектора за весь период эксплуатации системы горячего водоснабжения (апрель – октябрь с 6 утра до 19 часов вечера) имеет наибольшее значение.
Пример 4. Расчёт оптимальной конструкции противоточной вентиляторной градирни.
       Выбор рациональной конструкции градирни и режимам её работы как тепломассообменного аппарата должен опираться на достаточно большом числе вариантов принятия решений. Эта задача не однозначна и её решение зависит от целевой оптимизации. Однако в большинстве известных задач оптимизации тепломассообменных аппаратов предпочтение отдаётся экономическим критериям, как наиболее объективным.
В общем случае целевая функция оптимальности  П  тепломассообменного аппарата имеет вид 

                       
здесь площадь тепломассообменной поверхности F(x,y,…,k), мощности  NН (x,y,…,k), NB (x,y,…,k) насоса и вентилятора,  GH(x,y,…,k) , GB(x,y,…,k) – массовые потери теплоносителей зависят от ряда независимых величин  x,y,…,k.
Для определения эксплуатационных и конструктивных параметров градирни экономическая эффективность может быть записана в виде







         П = Э + = =  0,35 Kап n L H  Al / 1000 + Nв [ 0,35  ав +  Sэ ] + Nн [ 0,35 (cн+ а1н)  +  Sэ ] + 0,05 Gж SТн , ( 1 )


где  Э – годовые эксплуатационные расходы, грн / год;   – капиталовложения, приходящиеся на один год нормативного срока окупаемости   , грн / год;  
Минимизацию целевой функции  П  следует проводить при ограничении, устанавливающем зависимость температуры жидкости на выходе из аппарата от независимых переменных задачи

tвых = t (  n L ,  H , ).
Температура жидкости на выходе из  аппарата представляется следующим образом:
            t ( x ) = tвых = C1 exp(1H)+ C2 exp(2H) + t*  .                                 ( 2 )
Данная задача оптимизации  П  при ограничении  ( 2 ), как задача нелинейного программирования, решается с помощью функции fmincon:
формирование целевой функции:
function f=zfun1(x)
%задание целевой функции
%стоимость градирни за год эксплуатации
% х(1)- nL (произведение количества листов и длины насадки),м
% х(2) - Н (высота насадки),м, х(3)- Gmg (массовый расход воздуха),кг/ч
Se=0.15;       %стоимость электроэнергии, грн/(кВт ч)
Sv=1.0;         %стоимость воды, грн/м3
tg=7000;       %годовое число часов работы оборудования
tno=5;           %нормативный срок окупаемости, 5 лет
del=0.0002;  %толщина алюминиевого листа насадки - 0,2 мм
ro=2710;         %плотность алюминия, кг/м3
Kcto=23800;   %цена единицы массы аппарата, грн/т
Gl=200;                     %объемный расход жидкости, м3/ч
rol=998.2;                  %плотность жидкости, кг/м3
Gml=Gl*rol;               %массовый расход жидкости, кг/ч
qul=4.5;                     %плотность орошения, кг/(м2 с)
rog=1.165;                 %плотность газа, кг/м3
nug=16e-6;                %кинематическая вязкость газа, м2/с
Sv=Gml/3600/qul;      %площадь горизонтального сечения насадки, м2
Vg=x(3)/3600/rog/Sv;  %скорость газа, м/с
b=Sv/x(1);                  %расстояние между листами, м
def=2*b;                     %эквивалентный диаметр, м
Re=x(3)/1800/rog/nug/x(1);               %число Рейнольдса
lam=0.3164/Re^0.25;                        %коэффициент сопротивления    
dp=lam*rog*Vg^2*x(2)/2/def;             %гидравлические потери, Па
P1=0.35*Kcto*ro*del*x(1)*x(2)/1000; %стоимость аппарата
av=599.426;                %коэффициенты, определяющие удельные капиталовложения
bv=0.3058;                  % вентиляторы в зависимости от его мощности
ett=0.7;                        %к.п.д. вентилятора
Nv=x(3)*dp/3600/rog/ett/1000;          %мощность вентилятора
P3=Nv*(0.35*av*Nv^bv+Se*tg);        %стоимость вентилятора, монтажа и годовой эксплуатации
f=P1+P3;                                           %целевая функция
формирование ограничения:
function [c, ceq]=confuneq2(x)
%нелинейное ограничение
%задана температура жидкости на выходе из аппарата
% х(1)- nL (произведение количества листов и длины насадки)
% х(2) - Н (высота насадки), х(3)- Gmg (массовый расход воздуха)
%--------------------------------------------------------------------
%начальные условия
t0=35; tH=30;      %температура жидкости на входе и выходе из аппарата, 0С
tgH=28;               %температура воздуха на входе, 0С
pH=2645.3;         %парциальное давление пара на входе в аппарат, Па
mp=-4062.9;  np=276.1;  %линейная аппроксимация парциального давления насыщенного пара
%другие данные
Gl=200;                %объемный расход жидкости, м3/ч
rol=998.2;             %плотность жидкости, кг/м3
Gml=Gl*rol;           %массовый расход жидкости, кг/ч
qql=Gml/7200/x(1);    %удельный расход жидкости, приходящийся на ед. ширины листа насадки
qqg=x(3)/7200/x(1);   %удельный расход газа - полурасход между листами насадки
qul=4.5;                %плотность орошения, кг/(м2 с)
rog=1.165;            %плотность газа, кг/м3
nug=16e-6;           %кинематическая вязкость газа, м2/с
Sv=Gml/3600/qul;      %площадь горизонтального сечения насадки, м2
Vg=x(3)/3600/rog/Sv;  %скорость газа, м/с
b=Sv/x(1);                  %расстояние между листами, м
def=2*b;                     %эквивалентный диаметр, м
Re=4*qqg/rog/nug;     %число Рейнольдса
%коэффициенты уравнений ТМО
Nu=0.018*Re^0.8;      %число Нуссельта
a1=0.611e-5*Nu/def/qql;
b1=0.1013e-6*Nu/def/qql;
a2=0.2476e-4*Nu/def/qqg;
b2=0.2794e-4*Nu/def/qqg;
n1=(a1+b1*np-a2-b2)/2; k=sqrt(a2*b2-a1*b2-a2*b1*np);
lamb1=-n1+sqrt(n1^2-k^2);
lamb2=-n1-sqrt(n1^2-k^2);
d1=tgH+t0;d2=pH-mp-np*t0;
r1=a2*exp(lamb1*x(2))/(a2-lamb1)+1;r2=a2*exp(lamb2*x(2))/(a2-lamb2)+1;
s1=b2*np*exp(lamb1*x(2))/(b2-lamb1)-np;s2=b2*np*exp(lamb2*x(2))/(b2-lamb2)-np;
del=r1*s2-r2*s1;
del1=d1*s2-d2*r2;
del2=d2*r1-d1*s1;
C1=del1/del; C2=del2/del;
%нелинейное ограничение при заданной температуре воды на выходе из аппарата х=Н
c=[];
ceq=tH-t0-C1*(exp(lamb1*x(2))-1)-C2*(exp(lamb2*x(2))-1);
определение оптимальных параметров:
x0=[80,0.1,30000];
options=optimset('LargeScale','off');
[x,fval,exitflag,output]=fmincon('zfun1',x0,[],[],[],[],[180,0.4,200000],[],'confuneq2')

Получены следующие значения эксплуатационной  (  )  и конструктивных  ( n L ,  H ) переменных (таблица 1), соответствующих минимуму капиталовложений в аппарат и вентиляторы, отнесённых к году окупаемости. При оптимизации функции  П  кроме  ( 2 ) накладывалось также ограничение  H  4 м..

    Таблица 1
	Тип противоточной
градирни
	Расход воды
  Gж, м3 / ч
	   n L , м
	     H , м
	
 , кг / ч
	 Vг,м / с 
	Годовая стоимость
П1 + П3 , грн / год  

	ГРН - 25
	25
	80
	0,4
	28486
	3,92
	184,5

	ГРН - 50
	50
	100
	0,4
	59933
	4,1
	232,0

	ГРН - 100
	100
	120
	0,4
	124670
	4,3
	277,5

	ГРН - 150
	150
	140
	0,4
	189620
	4,34
	322,2

	ГРН - 200
	200
	180
	0,4
	253270
	4,35
	414,4



2.3. Контрольные задания
Решить в системе МАТЛАБ следующие задачи линейного и квадратичного программирования :

	Номер
варианта
	Задачи
	Номер
варианта
	Задачи

	1
	x1 -  x2 -  x3      →  max,
x1 -  x2 -  x3   = 0,
      x1 + 15 x2 + x3  = 2,
xj ≥ 0  j = 1,2,3.
	16
	6 x2 – x12 – 3 / 2 x22  + 2 x1 x2  →  max,
          3 x1 + 4 x2 ≤ 12,
          - x1 + x2 ≤ 2
          x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0..

	2
	     6 x1 + 3 x2 + 15 x3  +  24 x4 → min, 
      5 x1 + 4 x2 + 3 x3  -  x4 ≤ 10, 
     2 x1 + x2 + 4 x3 + 8 x4 = 3,
     xj ≥ 0  j = 1,2,3,4.
	17
	6 x2 – x12 – 3 / 2 x22  + 2 x1 x2  →  max,
          - x1 + 2 x2 ≤ 2,   x1 ≤ 4,
           x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.

	3
	    - 3 x1 - 10 x2 - 8 x3  +  6 x4 → max, 
      3 x1 + 2 x2 + x3 - x4  ≥ - 1, 
     x1 + 3 x2 + 2 x3 - 2 x4 = - 1,
     xj ≥ 0  j = 1,2,3,4.
	18
	6 x2 – x12 – 3 / 2 x22  + 2 x1 x2  →  max,
          3 x1 + 4 x2 ≤ 12,
         - x1 - 2 x2 ≤ - 2,
           x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.

	4
	      x1 + x2 + 4 x3  →  max, 
      x1 + x2 + 4 x3 + 2 x4  = 2, 
     x1 - x2 - 2 x3  = 0,
     xj ≥ 0  j = 1,2,3,4.
	19
	8 x1 + 12 x2 – x12 – 3 / 2 x22   →  max,
          - 2 x1 - x2 ≤ - 4,
           2 x1 + 5 x2 ≤ 10,
           x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.

	5
	     x1 +  x2 +  2 x4 →  max, 
      x1 + x3 + x4 = 4, 
    - x1 – 2 x2 – 3 x3 + x4 = 0,
     xj ≥ 0  j = 1,2,3,4.
	20
	 8 x1 + 12 x2 – x12 – 3 / 2 x22   →  max,
          - x1 + 2 x2 ≤  2,   x1  ≤ 6,
           x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.


	6
	     2 x1 - 11 x2 + x3  → max, 
      x1 - x2 + x3 - x4 – 2x5  ≤ 10, 
     2 x1 - 2 x2 +  x3 + 3 x4 + x5  =  7,
     xj ≥ 0  j = 2,4,5.
	21
	8 x1 + 12 x2 – x12 – 3 / 2 x22   →  max,
          - 3 x1 + 2 x2 ≤  0,
           4 x1 + 3 x2 ≤ 12,
           x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.

	7
	8 x1 + 4 x2 – 5 x3 - 4 x4 + 4 x5 → max,
     - x1 + 2 x2 - x3 - x4 + x5  ≥ 0, 
     2 x1 +  x2 -  x3 -  x4 + x5 = 3,
     xj ≥ 0  j = 2,3.
	22
	 3 x1 - 2 x2 – 1 / 2 x12 – x22  + x1 x2 →  max,
          - 2 x1 - x2 ≤ - 2,
           2 x1 + 3 x2 ≤  6,
           x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.

	8
	13 x1 -9 x2 + 2 x3 + 3 x4-11 x5 → max,
       x1 -  x2  +  x4 - 3 x5  ≤  2, 
     4 x1 + x3 -  x4 + 2 x5  = 8,
     xj ≥ 0  j = 1.
	23
	 6 x1 + 4 x2  – x12 –1/ 2 x22  - x1 x2 →  max,
            x1 + 2 x2 ≤  2,
            - 2 x1 +  x2 ≤  0,
            x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.

	9
	8 x1 + 5 x2 + x3  -  5 x4 + 7 x5 → max,
  - 6 x1 - 3 x2 – 2 x3 + 3 x4 – 4 x5  ≥ 5, 
 4 x1 + 2 x2 +  x3 - 2 x4 + 3 x5 = - 3,
   xj ≥ 0  j = 1,2,5.
	24
	 6x1 + 4 x2 – x12 – 1 / 2 x22  - x1 x2 →  max,
            2 x1 +  x2 ≤  2,     x2 ≤  1,
           x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.


	10
	- x1-x2–x3 +30 x4+8 x5 – 56 x6 → min,
2 x1+ 3 x2 - x3 - x4 + x5 – 10 x6  ≤ 20, 
x1+ 2 x2+3 x3- x4 - x5 + 7 x6 = - 11,
 xj ≥ 0  j = 1,2,3,4,5. 
	25
	 6 x1 + 4 x2 – x12 – 1/ 2 x22  - x1 x2 →  max,
             3 x1 + 2 x2 ≤  6,
            - 3 x1 -  x2 ≤  - 3,
             x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.

	11
	  - 20 x1 +  x2 – 18 x3  - 9 x4 + 9 x5 -
  – 81 x6 → max,
 3 x1+ 2 x2 - x3 + 2 x4 + 7 x5 –  x6 ≤ 1, 
2 x1-3 x2+ 2 x3 + x4-x5 + 9 x6 = 41,
 xj ≥ 0  j = 1,2,3,4,5,6.
	26
	8 x1 +  6 x2  –  2 x12 –   x22   →  max,
             - x1 +  x2 ≤  1,
              3 x1 + 2 x2 ≤  6,
              x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.

	
12
	 
21 x1 - 9 x2 – 7 x3  - 14 x4 + 
+ x5 – 7 x6 → max,
 x1 +  x2 + 2 x3 + 3 x4 - x5 – 2 x6 ≤ 21, 
3 x1 -  x2 -  x3 - 2 x4 + 4 x5 - x6 = 0,
 xj ≥ 0  j = 1,2,3,4,5.
	
27
	
8 x1 +  6 x2  –  2 x12 –   x22   →  max,
             - x1 +  x2 ≤  1,   x1 ≤  3,
              x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.


	13
	2 x1 - 2 x2 – 4 x3  - 6 x4 + 3 x5 +
+ 2 x6 → max,
- x1-2 x2-3 x3+2 x4 + x5 + 2 x6 ≥ - 15, 
2 x1- x2 - 2 x3 - 3 x4+2 x5 + x6 = - 5,
 xj ≥ 0  j = 1,2,3,4,5,6.
	28
	8 x1 +  6 x2  –  2 x12 –   x22   →  max,
             - x1 +  x2 ≤  2,
              3 x1 + 4 x2 ≤  12,
              x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.


	14
	     x1 +  x2 +  x3  + x4  → max,
       x1 +  x2  +  x3 + 3 x4 = 3, 
      x1 +  x2 -  x3 +  x4  = 1,
      x1 -  x2  +  x3 +  x4  = 1,
      xj ≥ 0  j = 1,2,3,4.
	29
	 2 x1 + 2 x2 – x12 –  2 x22  + 2 x1 x2 →  max,
             4 x1 + 3 x2 ≤  12,     x2 ≤  3,
             x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.


	15
	      x1 + 10 x2 -  x3  + 5 x4  → max,
       x1 + 2 x2  -  x3 - x4 = 2, 
    - x1 + 2 x2 + 3 x3 +  x4  = 2,
      x1 + 5 x2  +  x3 -  x4  = 5,
      xj ≥ 0  j = 1,2,3,4.
	30
	 2 x1 + 2 x2 – x12 –  2 x22  + 2 x1 x2 →  max,
             2 x1 +  x2 ≤  4,
            - x1 +  x2 ≤  2,
             x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0.
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