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Практическое занятие № 1

Методы одномерного поиска

Цель работы 


Ознакомиться с методами одномерного поиска , используемыми в многомерных методах минимизации функций  переменных. Сравнить различные алгоритмы по эффективности на тестовых примерах.

Методические указания

1. Общая схема методов поиска минимума на отрезке 



	Пусть функция  унимодальна на отрезке . Необходимо найти точку минимума функции на этом отрезке с заданной точностью . Все методы одномерного поиска базируются на последовательном уменьшении интервала, содержащего точку минимума.




	Возьмем внутри отрезка  две точки  и : ,








и вычислим значения функции в этих точках. Из свойства унимодальности функции можно сделать вывод о том, что минимум расположен либо на отрезке , либо на отрезке . Действительно, если , то минимум не может находиться на отрезке , а если , то минимум не может находиться на отрезке . Если же  , то минимум находится на интервале .


	Алгоритм заканчивается, когда длина интервала, содержащего минимум, становится меньше . Различные методы одномерного поиска отличаются выбором точек . Об эффективности алгоритмов можно судить по числу вычислений функции, необходимому для достижения заданной точности.

2. Метод дихотомии (деления отрезка пополам)


Точки выбираются на расстоянии  от середины отрезка:


                                                (1)





За одну итерацию интервал неопределенности уменьшается примерно в два раза (рис. 1). За  итераций длина интервала будет примерно равна . Для достижения точности  потребуется  итераций. На каждой итерации минимизируемая функция вычисляется дважды.

 
Рис. 1. Метод дихотомии

2. Метод золотого сечения


Точки  находятся симметрично относительно середины отрезка  и делят его в пропорции золотого сечения, когда длина всего отрезка относится к длине большей его части также, как длина большей части относится к длине меньшей части:



 и .

Отсюда


               (2)






За одну итерацию интервал неопределенности уменьшается в  раз, но на следующей итерации мы будем вычислять функцию только один раз, так как по свойству золотого сечения   и . (рис. 2). Для достижения точности  потребуется  итераций. 

	Неточное задание величины  на ЭВМ уже при достаточно небольшом количестве итераций может приводить к погрешностям и потере точки минимума, так как она выпадает из интервала неопределенности. Поэтому, вообще говоря, при реализации алгоритма возможность такой ситуации должна быть предусмотрена.




Рис. 2. Метод золотого сечения

3. Метод Фибоначчи
	Числа Фибоначчи определяются соотношениями:


.


С помощью индукции можно показать, что -е число Фибоначчи представимо в виде (формула Бинэ):







Из этой формулы видно, что при больших :   так что числа Фибоначчи с увеличением  растут очень быстро. 
	На начальном интервале вычисляют точки


                                       (3)


где  выбирается исходя из точности и начальной длины интервала (см. ниже соотношение (5)). 



На -м шаге метода будет получена тройка чисел , локализирующая минимум , такая, что





а точка  с вычисленным значением


,

совпадает с одной из точек


                      (4)



расположенных на отрезке  симметрично относительно его середины (рис. 3). При  процесс заканчивается. В этом случае длина отрезка




а точки




совпадают и делят отрезок пополам.





Рис. 3. Метод Фибоначчи

Следовательно


.


Отсюда можно выбрать  из условия


.                                           (5)




С ростом , из-за того, что  – бесконечная десятичная дробь, происходит искажение метода. Поэтому на очередном шаге в качестве новой точки берут из (4) наиболее удалённую от  на предыдущем шаге.

4. Поиск интервала, содержащего минимум функции
В рассмотренных методах требуется знать начальный отрезок, содержащий точку минимума. Поиск отрезка на прямой заключатся в том, что возрастающие по величине шаги осуществляются до тех пор, пока не будет пройдена точка минимума функции, т.е. убывание функции сменится на возрастание.

Например, интервал может быть выделен с помощью следующего алгоритма. На первом шаге выбираем начальную точку  и определяем направление убывания функции. 







Шаг 1. Если , то полагаем: k=1, , . Иначе, если , то , .


Шаг 2. Удваиваем  и вычисляем .



Шаг 3. Если , то полагаем  и переходим к шагу 2. Иначе – поиск прекращаем, т.к. отрезок  содержит точку минимума. 

5. Поиск минимума функции n переменных в заданном направлении





Пусть требуется найти минимум функции n переменных , где , в направлении вектора . Для этого нужно найти  минимум функции  рассмотренными выше методами,  – величина шага в заданном направлении.

Порядок выполнения работы

1. 
Реализовать методы дихотомии, золотого сечения и Фибоначчи, исследовать их сходимость и провести сравнение по числу вычислений функции для достижения заданной точности. Построить график зависимости количества вычислений минимизируемой функции от логарифма задаваемой точности . 
2. Реализовать алгоритм поиска интервала, содержащего минимум функции.

Варианты заданий

1. 

, .

2. 

, .

3. 

, .

4. 

, .

5. 

, .

6. 

, .

7. 

, .

8. 

, .

Содержание отчета




Отчет должен содержать: титульный лист; цель работы; задание;  таблицы с результатами исследований по каждому методу, где должны быть отражены границы и длины интервалов на каждой итерации, соотношение длины интервала на  итерации  к длине интервала на  итерации; график зависимости количества вычислений целевой функции от логарифма задаваемой точности ; выводы по всем пунктам задания.

Контрольные вопросы

1. Метод дихотомии.
2. Метод золотого сечения.
3. Метод Фибоначчи.
4. Метод квадратичной интерполяции (метод парабол)
5. Алгоритм поиска интервала, содержащего минимум функции.

Практическое занятие № 2

Методы спуска (0-го, 1-го и 2-го порядка и переменной метрики)

Цель работы

Ознакомиться с методами поиска минимума функции n переменных в оптимизационных задачах без ограничений.

Методические указания
	
1. Общая схема методов спуска








	Пусть дана функция , где , и задана начальная точка . Требуется найти минимум функции  с  точностью  – по функции,  – по переменным , где . 









На k-м шаге () определяем вектор , в направлении которого функция  уменьшается. В этом направлении делаем шаг величиной  и получаем новую точку , в которой . Поиск прекращаем как только  или для всех  верно .

	Различные методы спуска отличаются выбором направления и величины шага. Как правило, для нахождения  используется процедура одномерного поиска.
	
2. Методы 0-го порядка (прямые методы)
	К методам нулевого порядка относятся методы, не использующие производные для выбора направления спуска: метод вращающихся координат; метод деформируемого многогранника; метод Хука и Дживса; метод Гаусса; метод Пауэлла.

3. Методы 1-го порядка 
	К методам первого порядка относятся методы, использующие производные первого порядка для выбора направления спуска: метод наискорейшего спуска; метод сопряженных градиентов в модификации Данилина-Пшеничного (Полака-Рибьера); метод сопряженных градиентов в модификации Флетчера-Ривса. 

4. Методы 2-го порядка 
	К методам второго порядка относятся методы, использующие производные первого и второго порядка для выбора направления спуска: метод Ньютона и его модификации.

5. Методы переменной метрики  
	К методам переменной метрики относятся методы первого порядка, в которых при работе алгоритма на квадратичных функциях аппроксимируется матрица, обратная к матрице вторых частных производных. Как и методы сопряженных градиентов они имеют квадратичную за n шагов скорость сходимости. К ним относятся: метод Бройдена, метод Флетчера; метод Пирсона и др.

Порядок выполнения работы 

1. С использованием программного обеспечения исследовать алгоритмы на заданной тестовой функции, осуществляя спуск из различных исходных точек. Исследовать сходимость алгоритма, фиксируя точность определения минимума, количество итераций метода и количество вычислений минимизируемой функции в зависимости от задаваемой точности поиска. Результатом выполнения данного пункта должны быть выводы об объёме вычислений в зависимости от задаваемой точности и начального приближения.
2. Построить траекторию спуска различных алгоритмов из одной и той же исходной точки с одинаковой точностью. В отчете наложить эту траекторию на рисунок с линиями уровня минимизируемой функции. 
3. Реализовать по собственному выбору один из методов спуска, проанализировать его работу на квадратичной функции (линии равного уровня не должны быть окружностями) и функции Розенброка (см. первый вариант). Включить в реализуемый алгоритм собственную процедуру, реализующую одномерный поиск по направлению.

Варианты заданий

1. 
, метод Гаусса.

2. 
, метод Хука и Дживса.

3. 
, метод Пауэлла.

4. 
, метод деформируемого многогранника.

5. 
, метод наискорейшего спуска.

6. 
 метод Ньютона

7. 
 метод Пирсона.

8. 
, метод Бройдена.



Содержание отчета


Отчет должен содержать: титульный лист; цель работы; задание; таблицы с результатами проведенных исследований, где должны быть отражены начальное приближение , задаваемая точность, количество итераций, число вычислений целевой функции, найденная точка и значение функции в ней, а также выводы о сходимости алгоритмов в зависимости от точности и начального приближения с указанием преимуществ и недостатков.

Контрольные вопросы

1. Метод Гаусса.
2. Метод Хука и Дживса.
3. Метод Розенброка (вращающихся координат).
4. Метод Пауэлла.
5. Метод деформируемого многогранника.
6. Метод наискорейшего спуска.
7. Метод сопряженных градиентов и его модификации.
8. Метод Ньютона и его модификации.
9. Методы переменной метрики.

Практическое занятие № 3

Метод штрафных функций

Цель работы

Ознакомиться с методами штрафных функций при решении задач нелинейного программирования. Изучить типы штрафных и барьерных функций, их особенности, способы и области применения, влияние штрафных функций на сходимость алгоритмов, зависимость точности решения задачи нелинейного программирования от величины коэффициента штрафа.

Методические указания

С помощью методов штрафных функций и барьеров (их еще называют методы внешней и внутренней штрафной точки) задача нелинейного программирования решается путём исследования последовательности задач без ограничений. Вследствие того, что методы штрафных функций и барьеров не оперируют ограничениями в явном виде, они оказываются эффективными в вычислительном отношении для задач нелинейного программирования. 
Методы штрафных функций и барьеров аппроксимируют исходную задачу нелинейного программирования последовательностью связанных с ней задач без ограничений, каждая из которых может быть решена с помощью имеющихся алгоритмов оптимизации.
В методе штрафных функций исходную задачу




при ограничениях




сводят к задаче без ограничений


            (6)


где  – функции штрафа, которые накладываются при нарушении ограничений. Обычно функция штрафа выбирается такой, чтобы штраф был равен нулю, если ограничение выполняется, и больше нуля, если нарушено. 
	Барьерные функции отличаются от штрафных тем, что в допустимой области они всегда не равны нулю и, кроме того, резко возрастают, стремясь к бесконечности, при приближении к границе допустимой области. В отличие от штрафных барьерные функции требуют специальной адаптации алгоритмов оптимизации, так как при случайном нарушении ограничений в процессе поиска может произойти переполнение разрядной сетки.






	Стратегия выбора коэффициентов штрафа. Эффективность применения метода штрафных функций существенно зависит от выбора функции штрафа и правильно подобранной стратегии корректировки коэффициентов штрафа . Как правило, алгоритм подбора коэффициентов штрафа заключается в следующем. На начальном этапе фиксируем точку , а также начальные значения коэффициентов штрафа и находим минимум функции (6) в точке . Далее проверяем величину штрафа: если штраф больше заданной точности , то изменяем величину штрафа (для штрафных функций коэффициенты штрафа увеличиваются, а для барьерных функций – уменьшаются) и повторяем поиск из точки . Так продолжаем до тех пор, пока величина штрафа не станет меньше .



Порядок выполнения работы 

1. Применяя методы поиска 0-го порядка на основании исходных текстов программ, реализующих соответствующие алгоритмы, построить программу для решения задачи нелинейного программирования с использованием барьерных и штрафных функций. 
2. Исследовать сходимость метода штрафных функций в зависимости от выбора функций штрафа и стратегии выбора коэффициентов штрафа, осуществляя спуск из различных исходных точек. Исследовать сходимость, фиксируя точность определения минимума, количество итераций метода и степень нарушения ограничений в зависимости от задаваемой величины коэффициента штрафа.

Варианты заданий
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Содержание отчета


Отчет должен содержать: титульный лист; цель работы; задание; таблицы с результатами проведенных исследований, где должны быть отражены начальное приближение , задаваемая точность, начальное значение коэффициента штрафа, количество итераций, число вычислений целевой функции, найденная точка и значение функции в ней, а также выводы об эффективности метода штрафных функций, рекомендации о выборе функций штрафа и стратегии выбора коэффициентов штрафа в зависимости от используемого метода оптимизации и вида задачи нелинейного программирования.


Контрольные вопросы

1. Метод штрафных функций.
2. Метод барьерных функций.
3. Стратегии изменения коэффициентов штрафа.
4. Виды штрафных функций для ограничений равенств.
5. Виды штрафных функций для ограничений неравенств.
6. Виды барьерных функций.

Практическое занятие № 4

Статистические методы поиска

Цель работы

Ознакомиться со статистическими методами поиска при решении задач нелинейного программирования. Изучить методы случайного поиска при определении локальных и глобальных экстремумов функций.

Методические указания


Статистические методы или методы случайного поиска получили достаточно широкое распространение при построении оптимальных решений в различных приложениях. Это объясняется в первую очередь тем, что с ростом размерности задач резко снижается эффективность регулярных методов поиска (детерминированных), так называемое “проклятие размерности”. Во-вторых, зачастую информация об оптимизируемом объекте слишком мала для того, чтобы можно было применить детерминированные методы. Статистические алгоритмы часто используют при поиске оптимального решения в системах управления, когда отклик можно получить только при задании управляющих воздействий  на входах системы. В таких ситуациях статистические алгоритмы могут оказаться значительно эффективнее детерминированных.


Рисунок 4.1

Статистические методы наиболее эффективны при решении задач большой размерности или при поиске глобального экстремума.
Под случайными или статистическими методами поиска будем понимать методы, использующие элемент случайности либо о сборе информации о целевой функции при пробных шагах, либо для улучшения значений функции при рабочем шаге. Случайным образом может выбираться направление спуска, длина шага, величина штрафа при нарушении ограничения.
Статистические алгоритмы обладают рядом достоинств:
· простота реализации и отладки программ;
· надежность и помехоустойчивость;
· универсальность;
· возможность введения операций обучения;
· возможность введения операций прогнозирования оптимальной точки.
Основными недостатками являются большое количество вычислений минимизируемой функции, медленная сходимость в районе экстремума.
Принято считать, что преимущество статистических методов проявляется с ростом размерности задач, так как вычислительные затраты в детерминированных методах поиска с ростом размерности растут быстрее, чем в статистических алгоритмах.








Простой случайный поиск. Пусть нам необходимо решить задачу минимизации функции  при условии, что . В этой области по равномерному закону выбираем случайную точку  и вычисляем в ней значение функции . Затем выбираем таким же образом случайную точку  и вычисляем . Запоминаем минимальное из этих значений и точку, в которой значение функции минимально. Далее генерируем новую точку. Делаем  экспериментов, после чего лучшую точку берем в качестве решения задачи (в которой функция имеет минимальное значение) среди всех случайно сгенерированных.


Рисунок 4.2







Пусть  - размерность вектора переменных. Объем -мерного прямоугольника, в котором ведется поиск минимума, . Если необходимо найти решение с точностью , , по каждой из переменных, то мы должны попасть в окрестность оптимальной точки с объемом . 


Вероятность попадания в эту окрестность при одном испытании равна . Вероятность не попадания равна . 





Испытания независимы, поэтому вероятность не попадания за  экспериментов равна . Вероятность того, что мы найдем решение за  испытаний: . Нетрудно получить оценку для необходимого числа испытаний  для определения минимума с требуемой точностью: 

.








Опираясь на заданную точность , , величину , можно определить  и, задаваясь вероятностью , посмотреть, как меняется требуемое количество экспериментов  в зависимости от  и  (см. табл.4.1).

Таблица 4.1
	



	0.8
	0.9
	0.95
	0.99
	0.999

	0.1
	16
	22
	29
	444
	66

	0.025
	64
	91
	119
	182
	273

	0.01
	161
	230
	299
	459
	688

	0.005
	322
	460
	598
	919
	1379

	0.001
	1609
	2302
	2995
	4603
	6905




При решении экстремальных задач на областях со сложной геометрией обычно эту область вписывают в -мерный параллелепипед, в котором генерируют случайные точки по равномерному закону, оставляя только те, которые попадают в допустимую область.


Рисунок 4.3

Различают направленный и ненаправленный случайный поиск:
1. Ненаправленный случайный поиск. Все последующие испытания проводят совершенно не зависимо от результатов предыдущих. Сходимость такого поиска очень мала, но имеется важное преимущество: возможность решать многоэкстремальные задачи (искать глобальный экстремум). Примером является рассмотренный простой случайный поиск. 
2. Направленный случайный поиск. В этом случае отдельные испытания связаны между собой. Результаты проведенных испытаний используются для формирования последующих. Сходимость таких методов, как правило, выше, но сами методы обычно приводят к локальным экстремумам.

Простейшие алгоритмы направленного случайного поиска








Алгоритм парной пробы. В данном алгоритме четко разделены пробный и рабочий шаги. Пусть  – найденное на -м шаге наименьшее значение минимизируемой функции . По равномерному закону генерируется случайный единичный вектор  и по обе стороны от исходной точки  делаются две пробы: проводим вычисление функции в точках , где -величина пробного шага. Рабочий шаг делается в направлении наименьшего значения целевой функция. Очередное приближение определяется соотношением

.


Рисунок 4.4

Особенностью данного алгоритма является его повышенная тенденция к “блужданию”. Даже найдя экстремум, алгоритм уводит систему в сторону.










Алгоритм наилучшей пробы. На -м шаге мы имеем точку . Генерируется  случайных единичных векторов . Делаются пробные шаги в направлениях  и в точках  вычисляются значения функции. Выбирается тот шаг, который приводит к наибольшему уменьшению функции: . И в данном направлении делается шаг . Параметр  может определяться как результат минимизации по определенному направлению или выбирается по определенному закону.

	С увеличением числа проб выбранное направление приближается к направлению .

Если функция  близка к линейной, то есть возможность ускорить поиск, выбирая вместе с наилучшей и наихудшую пробу. Тогда рабочий шаг можно делать или в направлении наилучшей, или в направлении противоположном наихудшей пробе.


Рисунок 4.5




Метод статистического градиента. Из исходного состояния  делается  независимых проб  и вычисляются соответствующие значения минимизируемой функции в этих точках. Для каждой пробы запоминаем приращения функции 

.





После этого формируем векторную сумму . В пределе при  она совпадает с направлением градиента целевой функции. При конечном  вектор  представляет собой статистическую оценку направления градиента. Рабочий шаг делается в направлении . Очередное приближение определяется соотношением

.



При выборе оптимального значения , которое минимизирует функцию в заданном направлении, мы получаем статистический вариант метода наискорейшего спуска. Существенным преимуществом перед детерминированными алгоритмами заключается в возможности принятия решения о направлении рабочего шага при . При  и неслучайных ортогональных рабочих шагах, направленных вдоль осей координат, алгоритм вырождается в градиентный метод.


Рисунок 4.6





Алгоритм наилучшей пробы с направляющим гиперквадратом. Внутри допустимой области строится гиперквадрат. В этом гиперквадрате случайным образом разбрасывается  точек , в которых вычисляются значения функции. Среди построенных точек выбираем наилучшую. Опираясь на эту точку, строим новый гиперквадрат. Точка, в которой достигается минимум функции на -м этапе, берется в качестве центра нового гиперквадрата на -м этапе. 


Рисунок 4.7


Координаты вершин гиперквадрата на -м этапе определяются соотношениями 


,  ,


где  – наилучшая точка в гиперквадрате на -м этапе.

В новом гиперквадрате выполняем ту же последовательность действий, случайным образом разбрасывая  точек, и т.д.


Таким образом на 1-м этапе координаты случайных точек удовлетворяют неравенствам , и  – точка с минимальным значением целевой функции.


В алгоритме с обучением стороны гиперквадрата могут регулироваться в соответствии с изменением параметра  по некоторому правилу. В этом случае координаты вершин гиперквадрата на -м этапе будут определяться соотношениями 


,  .
Хорошо выбранное правило регулировки стороны гиперквадрата приводит к достаточно эффективному алгоритму поиска.
В алгоритмах случайного поиска вместо направляющего гиперквадрата могут использоваться направляющие гиперсферы, направляющие гиперконусы.

Алгоритмы глобального поиска

Случайный поиск приобретает решающее значение при оптимизации многоэкстремальных задач и объектов. В общем случае решение многоэкстремальных задач без элемента случайности практически невозможно.




Алгоритм 1. В допустимой области  случайным образом выбирают точку . Приняв ее за исходную и используя некоторый детерминированный метод или алгоритм направленного случайного поиска, осуществляется спуск в точку локального минимума . 


Затем выбирается новая случайная точка  и по той же схеме осуществляется спуск в точку локального минимума  и т.д. 


Рисунок 4.8

Поиск прекращается, как только заданное число раз не удается найти точку локального экстремума со значением функции меньшим предыдущих.




Алгоритм 2. Пусть получена некоторая точка локального экстремума . После этого переходим к ненаправленному случайному поиску до получения точки такой, что .



Из точки  с помощью детерминированного алгоритма или направленного случайного поиска получаем точку локального экстремума , в которой заведомо выполняется неравенство . 



Далее с помощью случайного поиска определяем новую точку , для которой справедливо неравенство , и снова спуск в точку локального экстремума  и т.д. 
Поиск прекращается, если при генерации некоторого предельного числа новых случайных точек не удается найти лучшей, чем предыдущий локальный экстремум, который и принимается в качестве решения.











Алгоритм 3. Пусть  - некоторая исходная точка поиска в области , из которой осуществляется спуск в точку локального экстремума  со значением . Далее из точки  двигаемся либо в случайном направлении, либо в направлении  до тех пор, пока функция снова не станет убывать (выходим из области притяжения ). Полученная точка  принимается за начало следующего спуска. В результате находим новый локальный экстремум  и значением функции . 





Если , точка  забывается и ее место занимает точка . Если , то возвращаемся в точку   и движемся из нее в новом случайном направлении. 



Рисунок 4.9
Процесс прекращается, если не удается найти лучший локальный минимум после заданного числа попыток или “случайного” направления, в котором функция снова начинает убывать.
Этот метод позволяет найти глобальный экстремум в случае многосвязных допустимых областей. 



Алгоритм 4. В допустимой области  разбрасываем  случайных точек и выбираем из них наилучшую, то есть ту, в которой значение функции минимально. Из выбранной точки осуществляем локальный спуск. А далее вокруг траектории спуска образуем запретную область. В оставшейся области случайным образом разбрасываем новую совокупность случайных точек, и из лучшей точки осуществляем спуск в точку локального экстремума. Вокруг новой траектории также строим запретную область и т.д.


Рисунок 4.10

Поиск прекращается, если в течение заданного числа попыток не удается найти лучшего локального экстремума.

Замечание: Комбинация случайного поиска с детерминированными методами применяется не только для решения многоэкстремальных задач. Часто к такой комбинации прибегают в ситуациях, когда детерминированные методы сталкиваются с теми или иными трудностями (застревают на дне узкого оврага, в седловой точке и т.д.). Шаг в случайном направлении порой позволяет преодолеть такую тупиковую ситуацию для детерминированного алгоритма.

Порядок выполнения работы

1. Для поиска минимума заданной функции реализовать простейший случайный поиск минимума в гиперпрямоугольнике. Желательно результаты поиска отображать в графическом режиме.
2. Реализовать алгоритм наилучшей пробы с направляющим гиперквадратом.
3. Сравнить результаты работы алгоритмов случайного поиска с результатами работы методов штрафных функций.

Варианты заданий совпадают с вариантами заданий к лабораторной работе № 3.

Содержание отчета

Отчет должен содержать: титульный лист; цель работы; задание; таблицы с результатами проведенных исследований, где должны быть отражены задаваемая точность, количество случайных проб, найденная точка и значение функции в ней, а также выводы об эффективности методов случайного поиска, их трудоёмкости, возможностях при определении локального и глобального экстремума.

Контрольные вопросы

1. Алгоритм с парной пробой.
2. Алгоритм статистического градиента.
3. Алгоритм наилучшей пробы с направляющим гиперквадратом.
4. Алгоритмы глобального поиска.

Практическое занятие № 5

Решение транспортных задач линейного программирования

Цель работы
Ознакомиться с методами решения транспортных задач линейного программирования: алгоритмами построения опорного плана, определением оптимального плана методом потенциалов . 
Методические указания
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Однородный груз сосредоточен у m поставщиков в объемах . Данный груз необходимо доставить n потребителям в объемах  . Известны , i=1,2,,…,m, j=1,2,…,n- стоимости перевозки единицы груза от каждого I-го поставщика каждому j-му потребителю. Требуется составить такой план перевозок, при котором запасы всех потребителей полностью удовлетворены и суммарные затраты на перевозку всех грузов минимальны.
      Исходные данные транспортной задачи обычно записываются в таблице 5.1. 
Таблица 1.
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    Исходные данные задачи могут быть представлены также в виде вектора запасов    поставщиков   А=(),     вектора    запросов   потребителей 


В=() и матрицы стоимостей   .  

    В транспортных задачах под поставщиками и потребителями понимаются различные промышленные и сельскохозяйственные предприятия, заводы, фабрики, слады, магазины и т.д. Однородными считаются грузы, которые могут быть перевезены одним видом транспорта. Под стоимостью перевозок понимаются тарифы, расстояния, время, расход топлива и т.п.


    В транспортной задаче предполагается, что суммарные запасы поставщиков равны суммарным запросам потребителей, т.е.  .
    Такая задача называется задачей с правильным балансом, а ее модель – закрытой. Если же это равенство не выполняется, то задача называется задачей с неправильным  балансом, а ее модель – открытой  .
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Опорным решением транспортной задачи  называется любое допустимое решение, для которого вектор-условия, соответствующие положительным координатам, линейно независимы.
  Ввиду того, что ранг системы векторов-условий транспортной задачи равен m+n-1, опорное решение не может иметь отличных от нуля координат более m+n-1. Число отличных от нуля координат невырожденного опорного решения равно m+n-1,а для вырожденного опорного решения меньше m+n-1



Любое допустимое решение транспортной задачи можно записать в ту же таблицу, что и исходные данные. Клетки таблицы транспортной задачи, в которых находится отличные от нуля или базисные нулевые перевозки, называются занятыми, остальные – незанятыми или свободными. Клетки таблицы нумеруются так, что клетка, содержащая перевозку , т.е. стоящая в i-й строке и j-м столбце, имеет номер (i,j). Каждой клетке с номером (i,j) соответствует переменная , которой соответствует вектор-условие .
Для того чтобы избежать трудоемких вычислений при проверке линейной независимости вектор-условий, соответствующих положительным координатам допустимого решения, вводят понятие цикла. Циклы также используются для перехода от одного опорного решения к другому.
Циклом называется такая последовательность клеток таблицы транспортной задачи (i1,j1), (i1,j2), (i2,j2), … , (ik,j1), в которой две и только две соседние клетки расположены в одной клетке или столбце, причем первая и последняя клетки также находятся в одной строке или столбце.
Цикл изображают в таблице транспортной задачи в виде замкнутой ломаной линии. В любой клетке цикла происходит поворот звена ломаной линии на 900. Простейшие циклы изображены на рисунке 5.1, где звездочкой отмечены клетки таблицы, включенные в состав цикла. 


*               *      *           *                    *           *
                         *                       *                     *                        * 

     *               *                   *           *       *                                     * 
Рисунок 5.1 
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[bookmark: _Toc144784944]Метод северо-западного угла
Существует ряд методов построения начального опорного решения, наиболее простым из которых является метод северо-западного угла. В данном методе запасы очередного поставщика используются для обеспечения запросов очередных потребителей до тех пор, пока не будут исчерпаны полностью, после чего используются запасы следующего по номеру поставщика.
Заполнение таблицы транспортной задачи начинается с левого верхнего угла и состоит из ряда однотипных шагов. На каждом шаге, исходя из запасов очередного поставщика и запросов очередного потребителя, заполняется только одна клетка и соответственно исключается из рассмотрения один поставщик или потребитель. Осуществляется это таким образом: 
1. 




если , то  и исключается поставщик с номером i, , k=1, 2, …, n, kj, ;
2. 




если , то  и исключается потребитель с номером j, ,      k=1, 2, …, m, ki, ;
3. 







если , то  и исключается либо i-й поставщик, , k=1, 2, …, n, kj, , либо j-й потребитель, , k=1, 2, …, m, ki, .
Нулевые перевозки принято заносить в таблицу только тогда, когда они попадают в клетку (i,j), подлежащую заполнению. Если в очередную клетку таблицы (i,j) требуется поставить перевозку, а  i-й поставщик или j-й потребитель имеет нулевые запасы или запросы, то в клетку ставится перевозка, равная нулю (базисный нуль), и после этого, как обычно, исключается из рассмотрения соответствующий поставщик или потребитель. Таким образом, в таблицу заносят только базисные нули, остальные клетки с нулевыми перевозками остаются пустыми.
Во избежание ошибок после построения начального опорного решения необходимо проверить, что число занятых клеток равно m+n-1 и векторы-условия, соответствующие этим клеткам, линейно независимы.
Решение транспортной задачи, построенное методом северо-западного угла, является опорным.

[bookmark: _Toc144784945]Метод минимальной стоимости



Метод минимальной стоимости  прост, он позволяет построить опорное решение, достаточно близкое к оптимальному, так как использует матрицу стоимостей транспортной задачи С=( ), i=1,2,,…,m,  j=1,2,…,n. Как и метод северо-западного угла, он состоит из ряда однотипных шагов, на каждом из которых заполняется только одна клетка таблицы, соответствующая минимальной стоимости min {}, и исключается из рассмотрения только одна строка (поставщик) или один столбец (потребитель). Очередную клетку, соответствующую , заполняют по тем же правилам, что и в методе северо-западного угла. Поставщик исключается из рассмотрения, если его запасы использованы полностью. Потребитель исключается из рассмотрения, если его запросы удовлетворены полностью. На каждом шаге исключается либо один поставщик, либо один потребитель. При этом если поставщик еще не исключен, но его запасы равны нулю, то на том шаге, когда от данного поставщика требуется поставить груз, в соответствующую клетку таблицы заносится базисный нуль и лишь, затем поставщик исключается из рассмотрения. Аналогично с потребителем.
Решение транспортной задачи, построенное методом минимальной стоимости, является опорным.

[bookmark: _Toc144784946]Переход от одного опорного решения к другому
В транспортной задаче переход от одного опорного решения к другому осуществляется с помощью цикла. Для некоторой свободной клетки таблицы строится цикл, содержащий часть клеток, занятых опорным решений. По этому циклу перераспределяются объемы перевозок. Перевозка загружается в выбранную свободную клетку и освобождается одна из занятых клеток, получается новое опорное решение.
Если таблица транспортной задачи содержит опорное решение, то для любой свободной клетки таблицы существует единственный цикл, содержащий эту клетку и часть клеток, занятых опорным решением.
[bookmark: _Toc144784947]Означенный цикл
Цикл называется означенным, если его угловые клетки пронумерованы по порядку и нечетным клеткам приписан знак «+», а четным – знак «-» (рисунок 5.2.)

     
                            1          2    
                          + 	-
                          -                         5   +
                            6
                                      +               -    
3 4   
Рисунок 5.2




Сдвигом по циклу на величину  называется увеличение объемов перевозок во всех нечетных клетках цикла, отмеченных знаком «+», на  и уменьшение объемов перевозок во всех четных клетках, отмеченных знаком «-», на .


Если таблица транспортной задачи содержит опорное решение, то при сдвиге по любому циклу, содержащему одну свободную клетку, на величину = получится опорное решение. 


[bookmark: _Toc144784949]Метод потенциалов
Широко распространенным методом решения транспортных задач является метод потенциалов.  Этот метод позволяет упростить наиболее трудоемкую часть вычислений – нахождение оценок свободных клеток.



Признак оптимальности опорного решения. Если допустимое решение Х=(),   i=1,2,,…,m,  j=1,2,…,n транспортной задачи является оптимальным, то существует потенциалы (числа) поставщиков , i=1,2,,…,m и потребителей , j=1,2,…,n, удовлетворяющие следующим условиям:




+= при >0,         





 + при =0.        


[bookmark: _Toc144784951]Алгоритм решения транспортной задачи методом потенциалов

Порядок решения транспортной задачи методом потенциалов следующий.
1. Проверяют выполнение необходимого и достаточного условия разрешимости задачи. Если задача имеет неправильный баланс, то вводят фиктивного поставщика или потребителя с недостающими запасами или запросами и нулевыми стоимостями перевозок.
2. Строят начальное опорное решение (методом минимальной стоимости или каким-либо другим методом) и проверяют правильность его построения, для чего подсчитывают количество занятых клеток (их должно быть m+n-1) и убеждаются в линейной независимости векторов-условий (методом вычеркивания).
3. 







Строят систему потенциалов, соответствующих опорному решению. Для этого решают систему уравнений += при >0. Для того чтобы найти частное решение системы, одному из потенциалов (обычно тому, которому соответствует большее число занятых клеток) задают произвольно некоторое значение (чаще нуль). Остальные потенциалы однозначно определяются по формулам  =- при >0,                   (5.1)

       если известен потенциал , и




       =- при >0,                                                (5.1)

       если известен потенциал   .
4. 





Проверяют, выполняется ли условие оптимальности для свободных клеток таблицы. Для этого вычисляют оценки для всех свободных клеток по формулам =+- и те оценки, которые больше нуля, записывают в левые нижние углы клеток. Если для всех свободных клеток 0, то вычисляют значение целевой функции, и решение задачи заканчивается, так как полученное решение является оптимальным. Если же имеется хотя бы одна клетка с положительной оценкой, то опорное решение не является оптимальным.
5. 




Переходят к новому опорному решению, на котором значение целевой функции будет меньше. Для этого находят клетку таблицы задачи, которой соответствует наибольшая положительная оценка max{}=. Строят цикл, включающий в свой состав данную клетку и часть клеток, занятых опорным решением. В клетках цикла расставляют поочередно знаки «+» и «-», начиная с «+» в клетке с наибольшей положительной оценкой. Осуществляют сдвиг (перераспределение груза) по циклу на величину =. Клетка со знаком «-», в которой достигается  , остается пустой. Если минимум достигается в нескольких клетках, то одна из них остается пустой, а в остальных проставляют базисные нули, чтобы число занятых клеток оставалось равным m+n-1. Далее возвращаемся к пункту 3 алгоритма.

Пример решения транспортной задачи методом потенциалов

1. Закрытая транспортная задача.
	
	b1 = 150
	b2 = 150
	b3 = 300

	a1 = 100
	2
	1
	2

	a2 = 200
	5
	7
	6

	a3 = 300
	3
	2
	5


2. Строим 1-ое опорное решение методом наименьших стоимостей.
	 
	b1 = 150
	b2 = 150
	b3 = 300
	 

	a1 = 100
	2
	100                     1
	2
	u1

	a2 = 200
	5
	7
	200                     6
	u2

	a3 = 300
	150                     3
	50                       2
	100                     5
	u3

	 
	v1
	v2
	v3
	 


3, 4. Проверяем 1-ое опорное решение на оптимальность методом потенциалов.
     u1 +  v2 = 1
     u2 +  v3 = 6
     u3 +  v1 = 3
     u3 +  v2 = 2
     u3 +  v3 = 5
     u1 = 0       v1 = 2
     u2 = 2       v2 = 1
     u3 = 1       v3 = 4
     11 = 2 – (0 + 2) = 0
     13 = 2 – (0 + 4) = -2 < 0
     21 = 5 – (2 + 2) = 1 > 0
     22 = 7 – (2+ 1) = 4 > 0
Вывод: 1-ый план не является оптимальным.
5. Переходим к новому опорному решению, на котором значение целевой функции будет меньше. Строим цикл.
                                                       -  100                           +  0




                                                         + 50                           -  100
                                                                                                         0                           100




150 0

	 
	b1 = 150
	b2 = 150
	b3 = 300
	 

	a1 = 100
	2
	0                        1
	100                   2
	u1

	a2 = 200
	5
	7
	200                   6
	u2

	a3 = 300
	150                     3
	150                    2
	              5
	u3

	 
	v1
	v2
	v3
	 


 Проверяем 2-ое опорное решение на оптимальность методом потенциалов.
     u1 +  v2 = 1
     u1 +  v3 = 2
     u2 +  v3 = 6
     u3 +  v1 = 3
     u3 +  v2 = 2
     u1 = 0       v1 = 2
     u2 = 4       v2 = 1   
     u3 = 1      v3 =  2
     11 = 2 – (0 + 2) = 0
     21 = 5 – (4 + 2) = -1 < 0 
     22 = 7 – (4+ 1) = 2 > 0
     33 = 5 – (1 + 3) = 2 > 0
Вывод: 2-ий план не является оптимальным.
                                                    	
- 0                     + 100



+ 0                                          - 200




                                           - 150                       + 150

0                        100



  0                                           200




150 150

	 
	b1 = 150
	b2 = 150
	b3 = 300
	 

	a1 = 100
	2
	             1
	100               2
	u1

	a2 = 200
	0                5
	7
	200               6
	u2

	a3 = 300
	150               3
	150              2
	5
	u3

	 
	v1
	v2
	v3
	 


Проверяем 3-ье опорное решение на оптимальность методом потенциалов.
     u1 +  v3 = 2
     u2 +  v1 = 5
     u2 +  v3 = 6
     u3 +  v1 = 3
     u3 +  v2 = 2
     u1 = 0       v1 = 1
     u2 = 4       v2 = 0   
     u3 = 2       v3 = 2
     11 = 2 – (0 + 1) = 1 > 0
     12 = 1 – (0 + 0) = 1 > 0 
     22 = 7 – (4+ 0) = 3 > 0
     33 = 5 – (2 +2) = 1 > 0
Получили оптимальное решение.
      x11 = 0
      x12 = 0
      x13 = 100
      x21 = 0
      x22 = 0
      x23 = 200
      x31 = 150
      x32 = 150
      x33 = 0
      L(x) = 100*2 + 0*5 + 200*6 + 150*3 + 150*2 = 2150 (у. е.)

Порядок выполнения работы 

1. Решить заданную транспортную задачу как задачу линейного программирования методом последовательного улучшения плана или методом последовательного уточнения оценок. 
2. Решить исходную транспортную задачу методом потенциалов, определяя опорный план методом северо-западного угла и методом минимального элемента.
3. По методу потенциалов сделать ручной просчёт исходной транспортной задачи.
4. Сгенерировать задачу линейного программирования небольшой размерности и  выполнить ручной просчет. 

Варианты заданий
1.				 		   2.
	

	7
	7
	7
	7
	2
	
	

	19
	19
	19
	19
	4

	4
	16

	30
	17
	10
	16
	
	20
	15
	1
	22
	19
	1

	6
	30

	27
	26
	9
	23
	
	20
	21
	18
	11
	4
	3

	10
	13

	4
	22
	3
	1
	
	20
	26
	29
	23
	26
	24

	10
	3

	1
	5
	4
	24
	
	20
	21
	10
	3
	19
	27



3.				 		   4.
	

	11
	13
	26
	10
	10
	
	

	7
	8
	4
	11
	30

	24
	21

	19
	11
	12
	12
	
	16
	25
	28
	20
	15
	7

	12
	26

	29
	14
	1
	26
	
	12
	27
	5
	11
	23
	10

	18
	39

	1
	22
	8
	25
	
	14
	1
	25
	14
	16
	16

	16
	53

	23
	40
	26
	28
	
	18
	8
	6
	4
	16
	18



5.				 		   6.
	

	8
	9
	13
	8
	12
	
	

	7
	7
	7
	7
	42

	9
	5

	15
	3
	6
	10
	
	22
	9
	17
	29
	28
	8

	11
	23

	8
	13
	27
	12
	
	13
	13
	21
	27
	16
	29

	14
	30

	1
	5
	24
	25
	
	17
	20
	30
	24
	7
	26

	16
	8

	26
	7
	28
	9
	
	18
	11
	19
	30
	6
	2



7.				 		   8.
	

	8
	10
	10
	8
	14
	
	

	3
	13
	7
	7
	40

	9
	5

	15
	3
	4
	10
	
	22
	8
	17
	29
	28
	8

	11
	45

	8
	13
	26
	12
	
	13
	13
	21
	17
	16
	29

	14
	30

	8
	1
	24
	25
	
	17
	20
	25
	24
	7
	24

	16
	8

	26
	7
	28
	9
	
	18
	11
	19
	30
	6
	2



Содержание отчета

Отчет должен содержать: титульный лист; цель работы; задание; постановку транспортной задачи как задачи линейного программирования, результаты ее решения различными методами, выводы об эффективности различных методов решения транспортной задачи.

Контрольные вопросы

1. Метод последовательного улучшения плана. 
2. Метод последовательного уточнения оценок.
3. Методы определения опорного плана транспортной задачи.
4. Условия оптимальности опорного плана.
5. Метод потенциалов.
6. Определение опорного плана в транспортной задаче с ограничениями.



Практическое занятие № 6

Симплексные методы решения задач
линейного программирования

Цель работы 

Использование методов линейного программирования для решения конкретных экономических задач .

Методические указания

Симплекс-метод  решения задачи линейного программирования
[bookmark: _Toc274271503]Идея симплекс-метода

Симплекс в - мерном пространстве – простейший многогранник.

гранник

–треугольник


– тетраедр


Так как оптимальное решение достигается в угловой точке области допустимых решений, то искать оптимальное решение нужно среди опорных решений. Сначала найти произвольное опорное решение. Это вершина многогранника решений. Вместе с соседними с ней вершинами она образует симплекс в пространстве свободных переменных. Перейти к соседней вершине симплекса с лучшим значением критерия, двигаясь по одному из ребер симплекса (лучше по ребру, более близкому к  вектору градиента функции).

Этапы симплекс-метода:
1. 
Построение начального опорного плана .
2. Проверяется признак оптимальности решения.
3. 

Построение нового опорного решения – переход от одной вершины симплекса  к другой  .
4. l=l+1, повторять со второго пункта до тех пор, пока не выполнятся условия оптимальности.


[bookmark: _Toc274271504]Векторное представление симплексных преобразований


Пусть имеется опорный план  и он невырожденный.


- базисная матрица.

- небазисная матрица.




Рассмотрим произвольное допустимое решение (это не угловая точка):





, подставим в условие (2).




Выразим базисные переменные через свободные и найдем общее решение системы уравнений:



Рассмотрим критерий на произвольном решении :



,

 где      




На опорном плане  свободные переменные равны нулю, поэтому

,
а критерий в произвольной точке области выразится через свободные переменные в виде





Теорема: Опорный план  задачи ЛП является оптимальным, если все оценки свободных переменных неотрицательны, т.е. .
[bookmark: _Toc274271505]3.3. Симплекс-метод в уравнениях
Рассмотрим симплексные преобразования на конкретном примере 





Приведенная математическая модель может быть моделью следующей экономической задачи:

Определить объемы производства двух видов продукции, обеспечивающий наибольший доход, если в производстве используется 3 типа ресурсов, запасы которых соответственно 160, 40, 200. Доход от единицы продукции 10 и 7 соответственно. Нормы расхода ресурсов заданы матрицей . Оставшийся неиспользованным второй ресурс можно реализовать по цене 2.

Обозначая объемы производства продукции , получим ограничения




Сначала найдем опорный план. Возьмем за базисные переменные , занулим свободные переменные, тогда опорный план будет .
Для анализа этого опорного плана получим общее решение:






Проанализируем опорный план на оптимальность:







Решение не оптимальное, так как увеличение  приводит к увеличению критерия, и увеличение также увеличивает критерий.

Будем увеличивать переменную , т.е. вводим ее в список базисных переменных.


При росте x1 уменьшаются базисные переменные x3 и x4. Определим, какая из них первая обратится в 0.


Первая обратится в 0 x4 при θ =20.

Следующее опорное решение будет . Это и есть новая угловая точка.


 Проверим ее на оптимальность. Для этого получим новое общее решение, взяв за базисные переменные . Переменную   выразим из второго уравнения и исключим её из двух других уравнений и из критерия:





При росте  все базисные переменные уменьшаются. Будем увеличивать  до тех пор, пока одна из базисных переменных не обратится в ноль.




Минимальное значение  из . Получим новое опорное решение .



 Для анализа на оптимальность   получим новое общее решение. Растущая переменная   входит в список базисных, замещая переменную .



Увеличением  улучшить критерий нельзя, любое их увеличение уменьшает критерий. 


Значит, найденное нами решение является оптимальным. Значение критерия на этом решении равно 240.

[bookmark: _Toc274271506] Симплекс-метод в таблицах
Приведенные выше преобразования удобно выполнять в специальных таблицах, называемых симплекс-таблицами.
В симплекс-таблице выделяются следующие блоки:
	
	
	Показатели критерия оптимальности (коэффициенты сj целевой функции)
	

	Св
	Бп
	Шапка матрицы (наименование неизвестных)
	b

	коэффициенты целевой функции при базисных неизвестных
	наименование базисных переменых
	Текущая матрица технологических переменных
	итоговый столбец (значение базисных переменнных bi)

	
	
	
Оценочная строка ( оценки )
	Значение целевой функции








	
	F
	10
	7
	0
	2
	0
	

	Св
	Бп
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	b

	0
	x3
	4
	6
	1
	0
	0
	160

	2
	x4
	2
	1
	0
	1
	0
	40

	0
	x5
	0
	8
	0
	0
	1
	200

	
	F
	-6
	-5
	0
	0
	0
	80

	0
	x3
	0
	4
	1
	-2
	0
	80

	10
	x1
	1
	0.5
	0
	0.5
	0
	20

	0
	x5
	0
	8
	0
	0
	1
	200

	
	F
	0
	-2
	0
	3
	0
	200

	7
	x2
	0
	1
	0.25
	-0.5
	0
	20

	10
	x1
	1
	0
	-0.125
	0.75
	0
	10

	0
	x5
	0
	0
	-2
	4
	1
	40

	
	F
	0
	0
	0.5
	2
	0
	240



Все исходные данные, содержащиеся в математическом условии задачи, переносятся в первую симплексную таблицу. Зануляя свободные переменные, получаем опорный план


В последнюю строку первой симплекс-таблицы заносим критерий в неявной форме


Исключаем из этого критерия базисную переменную x4 , приводя критерий к виду


Для оптимальности решения все оценки должны быть неотрицательны



– решение не оптимальное, т.к. есть отрицательные оценки. (-6 и -5)




Произведение  представляет из себя текущий вектор матрицы условий, тогда оценку  свободной переменной можно вычислить как скалярное произведение вектора коэффициентов при базисных переменных на текущий вектор матрицы условий минус коэффициент целевой функции при этой переменной. Так, для  получаем значение


=
Разрешающим столбцом выбираем тот, где наименьшая по величине оценка (если задача на максимум). А для выбора разрешающей строки нужно среди всех строк найти, выраженная из которой переменная, уменьшаясь, которая быстрее обращается в ноль.








В итоге, мы получаем, что разрешающий столбец – , а разрешающая строка - . Значит из списка базисных выходит переменная  и входит переменная .





– решение не оптимальное, т.к. есть отрицательная оценка -2.






- решение оптимальное, т.к. все оценки больше нуля. Очевидно, что  увеличить нельзя. 
Решим задачу графически.

        





Правила построения симплекс-таблиц

Симплекс-таблица строится для какого-либо опорного решения. 

Пусть опорное решение . Симплекс-таблица для этого решения имеет вид

	
	F
	c1
	c2
	….
	ck
	…
	cm
	cm+1
	…
	cs
	…
	cj
	…
	cn
	

	Св
	Б.п
	x1
	x2
	….
	xk
	…
	xm
	xm+1
	…
	xs
	…
	xj
	…
	xn
	b

	c1
	x1
	1
	0
	…
	0
	…
	0
	a1 m+1
	…
	a1 s
	…
	a1 j
	…
	a1 n
	


	c2
	x2
	0
	1
	…
	0
	…
	0
	a2 m+1
	…
	a2 s
	…
	a2 j
	…
	a2 n
	


	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	……
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	ck
	xk
	0
	0
	…
	1
	…
	0
	ak m+1
	…
	ak s
	…
	ak j
	…
	ak n
	


	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	……
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	ci
	xi
	0
	0
	…
	0
	…
	0
	ai m+1
	…
	ai s
	…
	ai j
	…
	ai n
	


	cm
	xm
	0
	0
	…
	0
	…
	1
	am m+1
	…
	am s
	…
	am j
	…
	am n
	


	
	F
	0
	0
	…
	0
	…
	0
	

	…
	

	…
	

	…
	

	




Базисная матрица B = (A1, A2, … Am)



det B  0   B-1

· при базисных переменных текущая матрица единичная.
· 
любой столбец .
· 
вектор правых частей ограничений .
· 
оценки при свободных переменных не нулевые .
· 
в правой нижней клетке – значение критерия 

Этапы симплекс-метода
1. 
Проверка признака оптимальности ()
2. 
Если есть , то решение не оптимальное. Тогда выбираем столбец с минимальной оценкой. Его назовем разрешающим.
3. Разрешающая строка выбирается по минимальному отношению свободных членов к положительным коэффициентам разрешающего столбца. Базисная переменная, выражающаяся из этой строки, выходит из списка базисных переменных. Т.е. xk выходит, а xs входит. 


4. Текущая симплекс-таблица преобразуется по следующему правилу:
· разрешающая строка делится на разрешающий элемент:


· разрешающий столбец заменяется единичным.
· все остальные элементы симплекс-таблицы могут быть пересчитаны по правилу четырехугольника:
Мысленно строится четырехугольник на диагонали, соединяющей искомый элемент с разрешающим. Тогда новое значение элемента равно прежнему значению минус произведение элементов на противоположной диагонали, деленное на разрешающий элемент. 
Или новое значение элемента равно произведению элементов на главной диагонали минус произведение элементов на противоположной диагонали, и все это деленное на разрешающий элемент.


Замечание: Если в разрешающей строке был нулевой элемент, значит этот столбец не меняется; если в разрешающем столбце есть нулевой элемент, то соответствующая строка не меняется.

Порядок выполнения работы

1. Сформулировать заданную задачу как задачу линейного программирования.
2. Решить задачу методом последовательного улучшения плана или методом последовательного уточнения оценок. Дать смысловую интерпретацию полученного решения.
3. Составить двойственную задачу для любой поставленной задачи линейного программирования и решить её. Дать интерпретацию переменным двойственной задачи.

Варианты заданий

1. (Распределительная задача)










	Плановое задание по изготовлению 4 видов автоматических выключателей необходимо распределить между 3 электротехническими компаниями. Производственные мощности -й компании () позволяют за рассматриваемый период времени выпустить  выключателей -й модели (). При этом, если все производственные мощности фабрики идут на производство выключателей одного типа, то выключатели других видов производиться не могут. Заданы цены  на выключатели -й модели и себестоимости  изготовления -й модели на -й фабрике. 

[image: ],

[image: ],

[image: ].

Плановое задание (180, 150, 100, 100).

Опираясь на эти данные ответить на вопросы:
· Может ли быть выполнено плановое задание?
· Составить оптимальный план загрузки компаний из условия минимизации себестоимости плановой продукции.
· Составить оптимальный план загрузки из условия максимизации прибыли при точном выполнении планового задания.
· То же, при допустимости перевыполнения планового задания.
· Составить оптимальный план загрузки компаний, обеспечивающий  максимальное количество комплектов выключателей, если числа планового задания рассматривать как ассортиментные отношения.
2. (Определение оптимального ассортимента)
	Предприятие располагает ресурсами сырья, рабочей силой и оборудованием, необходимыми для производства любого из 4 видов производимых товаров. Затраты ресурсов на изготовление единицы данного вида товара, прибыль, получаемая предприятием, а также запасы ресурсов указаны в табл.1.
Таблица 1
Исходные данные
	Вид ресурса
	Товары
	Объем

	
	1
	2
	3
	4
	ресурсов

	Сырье, кг
	3
	5
	2
	4
	60

	Рабочая сила, часы 
	22
	14
	18
	30
	400

	Оборудование, станко-часы
	
10
	
14
	
8
	
16
	
128

	Прибыль на единицу товара
	
300 
	
250 
	
560  
	
480
	


По этим исходным данным ответить на вопросы:
· Какой ассортимент товара надо выпускать, чтобы прибыль была максимальной?
· Определить, как повлияет на максимальную прибыль увеличение каждого ресурса на единицу.
· Определить оптимальный ассортимент при дополнительном условии: 1-го товара выпустить не более 5 ед., 2-го - не менее 8 ед., а 3-го и 4-го в соотношении 1:2.
· Дополнительно к пункту 1 заданы производственные издержки в рублях на 1 ед. каждого изделия: 60, 90, 120, 30. Найти оптимальный ассортимент, максимизирующий прибыль, при условии, что суммарные производственные издержки не должны превышать 960 руб.
· Определить изменение в оптимальном ассортименте, найденном в пункте 1, если ресурсы сырья увеличены на 50%, а ресурсы рабочей силы и оборудования на 30%.
 
3. (Задача о смесях)
	Нефтеперерабатывающий завод получает 4 различных полуфабриката: 400 тыс. л алкилата, 250 тыс. л крекинг-бензина, 350 тыс. л бензина прямой перегонки и 100 тыс. л изопентона. В результате смешивания этих четырех компонентов в разных пропорциях образуются три сорта авиационного бензина: бензин А 2:3:5:2, бензин Б - 3:1:2:1 и бензин С - 2:2:1:3.
	Стоимость 1 тыс. л указанных сортов бензина характеризуется числами 12000 руб., 10000 руб., 15000 руб.
По этим исходным данным решить следующие задачи:
· Определить план смешения компонентов, при котором будет достигнута максимальная стоимость всей продукции.
· Определить оптимальный план смешения из условия максимального использования компонентов.

4. (Задача о раскрое)
	Полуфабрикаты поступают на предприятие в виде стальных листов. Всего имеется две партии материала, причем первая партия содержит 400 листов, а вторая 250 листов. Из поступающих стальных листов  необходимо изготовить комплекты, включающие 4 детали 1-го типа, 3 детали 2-го типа и 2 детали 3-го типа. Стальной лист каждой партии может раскраиваться различными способами.
	Количество деталей каждого типа, которое получается при раскрое одного листа соответствующей партии по тому или иному способу раскроя, представлено в таблице.

Таблица 2
Исходные данные
	
Детали
	Способ раскроя
(1 п)
	
Детали 
	Способ раскроя
(2 п)

	
	1
	2
	3
	
	1
	2

	1
	0
	6
	9
	1
	6
	5

	2
	4
	3
	4
	2
	5
	4

	3
	10
	16
	0
	3
	8
	0



	Требуется раскроить материал так, чтобы обеспечить изготовление максимального количества комплектов.

5. (Определение оптимального плана производства)
На фабрике производится продукты двух типов. Для производства используются станки трех типов, два типа сырья, квалифицированная и неквалифицированная рабочая сила.
Сырье. Для производства одной единицы первого продукта требуется одна единица сырья первого типа и семь единиц сырья второго типа. Для производства одной единицы второго продукта требуется три единицы сырья первого типа и пять единиц сырья второго типа.
Станки. Станок первого типа имеет ресурс мощности 3106, второго типа – 1106, третьего типа – 3105. При производстве первого продукта используется 0.5 единиц ресурса мощности станка первого типа, 0.2 единицы ресурса мощности станка второго типа и 0.025 единиц ресурса мощности станка третьего типа. При производстве второго продукта используется 2 единицы ресурса мощности станка первого типа, 0.5 единиц ресурса мощности станка второго типа и 0.1 единица ресурса мощности станка третьего типа.
Персонал. Бригада из одного квалифицированного рабочего и восьми неквалифированных рабочих может выпустить 1.5105 единиц первого продукта. Бригада из двух квалифицированных рабочих и 11-ти неквалифированных рабочих может выпустить 4104 единиц второго продукта.
Стоимость одной единицы сырья первого типа 1 руб., второго типа – 0.15 руб. Стоимость одного станка первого типа 8106 руб., станка второго типа – 7106 руб., станка третьего типа – 9106 руб. Амортизационные отчисления составляют 5 % от стоимости станка. Заработная плата квалифицированных рабочих 6.25103 руб., неквалифицированных – 4103 руб.
Цена первого продукта составляет 3.5 руб., второго – 12.5 руб.
Считается, что имеется неограниченное количество сырья. В наличии имеется 5 станков первого типа, 5 – второго типа, 3 – третьего типа. Максимальное число квалифицированных рабочих  – 360, неквалифицированных – 2500. Платежеспособный спрос на первый продукт составляет 2.2107 руб., на второй продукт – 2.7107 руб.
Плановое задание: 1.25107 единиц первого продукта и 4106 единиц второго продукта.
По этим исходным данным решить следующие задачи:
· Выполнимо ли плановое задание? Если да, то вычислить себестоимость плановой продукции и объем необходимых ресурсов.
· Определить оптимальный план выпуска продукции из условия максимальной стоимости продукции. 
· Определить оптимальный план выпуска продукции из условия максимальной прибыли.

Содержание отчета

Отчет должен содержать: титульный лист; цель работы; задание; постановку прямой и двойственной задачи линейного программирования, интерпретацию переменных прямой и двойственной задач, результаты ее решения, а также выводы по результатам решения.

Контрольные вопросы

1. Прямая и двойственная задачи линейного программирования.
2. Теоремы двойственности.
3. Решение задач линейного программирования в системе MAPLE V.
4. Экономическая интерпретация переменных прямой и двойственной задачи линейного программирования и результатов их решения.

Практическое занятие № 7

Решение задач квадратичного программирования

Цель работы

	Исследование методов решения задач квадратичного программирования.

Методические указания
Постановка задачи нелинейного программирования.
Найти вектор x=(x1...,xn), что минимизирует (максимизирует) функцию
F(x)= F(x1...,xn)	(7.1)
и удовлетворяет систему ограничений
Gi(x1...,xn) Ri 0,  i=1...,m	(7.2)
где символ Ri заменяет один из знаков , =, .
Если хотя бы одна из функций F, Gi (i=1...,m) является нелинейной, то указанная постановка определяет задачу нелинейного программирования (ЗНЛП).
Совокупность точек (векторов) x, которые удовлетворяют (7.2), называется допустимой областью (множеством) и отражается через D.
Произвольная точка D зовется допустимым решением (точкой, планом, вектором).
Функция F(x) соотношения (7.1) называется целевой функцией.
Постановка задачи выпуклого программирования.
Найти вектор x=(x1...,xn), что минимизирует целевую функцию
F(x)= F(x1...,xn)	(7.3)
и удовлетворяет систему ограничений
Gi(x1...,xn)0,  i=1...,m	(7.4)
xj0,  j=1...,n	(7.5)
где функции F, Gi (i=1...,m)  выпуклые.
Таким образом, для задачи выпуклого программирования (ЗОП) целевая функция (7.3)  выпуклая, ограничение (7.4)(7.5) определяют выпуклое допустимое множество.
Постановка задачи выпуклого квадратичного программирования.
Найти вектор x, что минимизирует целевую функцию
F(x)= x D xТ + c xТ	(7.6)
и удовлетворяет систему ограничений
А xТ  bТ,  x  0	(7.7)
где c=(c1...,cn), x=(x1...,xn), D=||dkl||, k,l=1...n, A=||aij||, i=1...,m, j=1...,n, b=(b1...,bm), матрица D симметричная и неотъемлемо определена.
Таким образом, для задачи выпуклого квадратичного программирования (ЗОКП) целевая функция (7.6)  выпуклая квадратичная, ограничение (7.7)  линейные и определяют выпуклое многогранное допустимое множество.
Заметим, что для случая n=2, m=1 ЗОКП имеет вид:
d11 x12 + d22 x22 + 2 d12 x1 x2 + c1 x1 + c2 x2  min
a11 x1  + a12 x2  a10,  xj  0,  j=1,2
к тому же D=||dkl||, k,l=1,2, d12 = d21.
Основные утверждения.
Определение.	Множество W зовется выпуклым, если для произвольных точек x,yW, и t[0,1] выполняется    tx+(1t)yW.
Определение.	Функция H(x), xWEn, где W  выпуклое множество, зовется выпуклой, если для произвольных точек x,yW и   t[0,1] выполняется неравенство H(tx+(1t)y)tH(x)+(1t)H(y).
Теорема.	Множество {x:H(x)0}, где функция H(x)  выпуклая, является выпуклым.
Теорема.	Пересечение выпуклых множеств является выпуклым множеством.
Теорема.	Квадратичная функция F(x)=xDxТ+cxТ выпуклая, если матрица D  неотъемлемо определена.
Теорема.	Матрица D  неотъемлемо определена, если все ее диагональные миноры неотъемлемые:
det(D(k))0,  D(k)=||dij||,  і,j=1...k.
Теорема Куна-Таккера.
Пусть допустимая область D={xEn:Gi(x)0,i=1...,m,x0} задачи выпуклого программирования (7.3)(7.5) удовлетворяет условие Слейтера: существует xD такое, что для всех i=1...,m  Gi(x)<0, то есть множество D имеет внутренние точки.
Тогда для того, чтобы вектор x* был оптимальным решением задачи выпуклого  программирования, необходимо и достаточно, чтобы существовал вектор u*0 такой, что пар (x*,u*) является точкой седла функции Лагранжа:
L(x,u)= F(x)+(u1 G1(x) +...+ um Gm(x))
x=(x1...,xn)0,  u=(u1...,um)0.
Говорят, что точка (x*,u*) является точкой седла функции L(x,u), если для всех x0, u0 имеют место неравенства
L(x*,u)  L(x*,u*)  L(x,u*).
Теорема Куна-Таккера.
Для непрерывно дифференцированных функций F(x), Gi(x), i=1...,m, теорема Куна - Таккера может быть сформулированна так.
Вектор x* является оптимальным решением задачи выпуклого программирования (7.3)(7.5) тогда и только тогда, когда существует вектор u*0 такой, что для пары (x*,u*) выполняются условия:
xL(x*,u*)0 xL(x*,u*)(x*) Т=0,  j=1...,n
uL(x*,u*)0 uL(x*,u*)(u*) Т=0,  i=1...,m.
Для задачи (7.6)(7.7) выпуклое квадратичное программирование последние соотношения приобретают виду
 c+2xD+uA    0	(7. 8)
(c+2xD+uA)xТ=0	(7. 9)
 xAТb     0	(7.10)
(xAТb)uТ =0	(7.11)
x  0,  u  0.
Вспомогательная ЗЛП для ЗВКП.
Если ввести векторы y=(y1...,yn)0 та v=(v1...,vm)0, то соотношение (7.8)(7.11) будут иметь вид:
c + 2 x D + u А  в = 0	(7.12)
x АО  b + v = 0	(7.13)
в xТ = 0,  v uТ = 0	(7.14)
x  0,  u  0,  в  0,  v  0.
Заметим, что для случая   n=2, m=1 будем иметь
2 d11 x1 + 2 d12 x2 + a11 u  y1          =  c1
2 d12 x1 + 2 d22 x2 + a12 u       y2     =  c2
  a11 x1 +   a12 x2                        + v =  a10
x1 y1 = 0,  x2 y2 = y2,  u v = 0
x1, x2, u, y1, y2, v  0.
Система (7.12)(7.13) состоит из n+m линейных уравнений относительно 2(m+n) неизвестных xj, yj (j=1...,n), ui, vi (i=1...,m).
Кроме того, как следует из условий (7.14), должно быть:
если  xj > 0, то  yj = 0	(7.15)
если  yj > 0, то  xj = 0	(7.16)
если  ui > 0, то  vi = 0	(7.17)
если  vi > 0, то  ui = 0.	(7.7)
Следовательно, искомым решением системы (7.12)(7.13) может быть произвольное неотъемлемое базисное ее решение, но такой, что переменные xj и yj (а также ui и vi) с одинаковыми индексами не могут быть в то же время базисными. Для отыскивания такого решения можно применить любой из известных методов ЛП, в частности, метод искусственного базиса. С этой целью запишем систему (7.12)(7.13) в виде
2 x D + u А  в  =  c	(7.19)
x АО + v  = b.	(7.20)
Не ограничивая всеобщности, будем считать, что правые части этой системы неотъемлемые: c0, b0 (поскольку, в другом случае соответствующие уравнения, их правую и левую часть, достаточно умножить на 1). Согласно метода искусственного базиса в каждое уравнение системы (7.19)(7.20), которое не содержит базисной переменной, вводим искусственную переменную. Поскольку переменные vi (i=1...,m) можно считать базисными, то искусственные переменные z=(z1...,zn)0 вводим только в уравнение (7.19) и рассматриваем вспомогательную КЗЛП
z iТ  min	(7.21)
2 x D + u А  в + z =  c	(7.22)
x AТ+ v  = b	(7.23)
x  0, u  0, в  0, v  0, z  0	(7.24)
где i=(1,1...,1)  n-мерный единичный вектор.
Квадратичный симплекс-метод.
Задача (7.21)(7.24) решается симплекс-методом.
Если найденный ДБР этой задачи удовлетворяет условиям дополняющей нежесткости (7.15)(7.7), то он определяет оптимальное решение исходной ЗВКП. Иначе нужно перейти к новому ДБР. При этом в базисные включается новая переменная с нулевой оценкой.
Симплекс-метод с условиями (7.15)(7.18) для решения вспомогательной КЗЛП (7.21)(7.24), построенной на основе задачи выпуклого квадратичного программирования (7.6)(7.7), и называют квадратичным симплекс-методом (алгоритм обычного симплекс-метода, а также все связанные с ним определения и утверждения приведены в методических указаниях к лабораторной работе №2).
Если в оптимальном решении вспомогательной КЗЛП (7.21)(7.24) все искусственные переменные zj (j=1...,n) принимают нулевые значения, то, отбрасывая их, получим ДБР системы (7.19)(7.20). Та его часть, которая отвечает переменным начальной задачи выпуклого квадратичного программирования (7.6)(7.7), и будет ее оптимальным решением.
Если же в оптимальном решении вспомогательной КЗЛП (7.21)(7.24) значение хотя бы одной из искусственных переменных отличное от нуля, то система (7.19)(7.20) решений не имеет, а, следовательно, множество седловых точек функции Лагранжа начальной задачи выпуклого квадратичного программирования пустое.

Порядок выполнения работы

1. В соответствии с вариантом задания сформулировать задачу квадратичного программирования.
2. Решить задачу квадратичного программирования, используя специальное программное обеспечение.
3. Изобразить допустимую область и траекторию поиска оптимального решения на графике.

Варианты заданий


Целевая функция:


1. ,


2. .


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


8. 



Ограничения:





.


Содержание отчета

Отчет должен содержать: титульный лист; цель работы; задание; результаты численных экспериментов и графическую иллюстрацию анализа, а также выводы.

Контрольные вопросы

1. Условие Куна-Такера для задачи квадратичного программирования.
2. Метод Франка и Вулфа.
3. Метод Баранкина и Дорфмана.
4. Метод Била.
5. Метод Тейла и Ван Де Панна.


Практическое занятие № 8

Многокритериальные задачи линейного и нелинейного программирования

Цель работы

	Исследование многокритериальных задач линейного и нелинейного программирования при различных компромиссных критериях.

Методические указания

	Основная трудность принятия решений в условиях определенности связана с наличием нескольких критериев. В этом случае возникает необходимость в формировании некоторого компромиссного векторного критерия. 
	Пусть имеется совокупность критериев:


,



которые необходимо максимизировать, и  принадлежит допустимой области .
	Если все критерии измеряются в одной шкале, то компромиссный критерий можно записать в виде взвешенной суммы критериев:


,


где  – вес соответствующего критерия. В этом случае необходимо найти 


.

	 Если же критерии измеряются в различных шкалах, то необходимо привести их к единой шкале. Для этого критерий может быть сформирован в следующем виде:


,



где  и . В этом случае требуется минимизировать величину отклонения каждого критерия от его оптимального значения. При таком формировании обобщенного критерия можно добиться высоких показателей по одним критериям за счет ухудшения показателей по другим. 
	На некоторые частные критерии могут быть наложены ограничения


.

	Решение многокритериальных задач зависит от выбора весовых коэффициентов. Для лица, принимающего решения, важно уметь не только решать многокритериальные задачи, но и сравнивать полученные решения между собой с целью выделения наиболее оптимальных. Одним из критериев сравнения может быть критерий Парето. 
	Решение называется оптимальным по Парето, если не существует никакого другого решения, улучшающего значение одного из критериев и неухудшающего значения остальных критериев. Так как Парето-оптимальное решение может быть не единственным, то возникает понятие Парето-оптимального множества решений. 
При определении Парето-оптимального множества полезно изобразить на графике изменения допустимых значений критериев. Так, в одномерном случае, когда критерии зависят от одной переменной (см. рис.4), Парето-оптимальное множество состоит из одной точки, соответствующей максимальным значениям критериев, а на рисисунке 1. Парето-оптимальным является все множество решений.
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Рисунок. 1. Значения критериев F1 и F2
(Парето-оптимальное множество – одна точка)

[image: bmp2]
Рисунок 2. Значения критериев F1 и F2
(Парето-оптимальное множество – все возможные решения)

В случае, когда критерии зависят более, чем от одной переменной удобно изобразить множество значений критериев в координатах F1 и F2 (рисунок 3). Если критерии F1 и F2 необходимо максимизировать, то Парето-оптимальным множеством является граница области допустимых значений, отмеченная на рис.6 фигурной скобкой. 
[image: bmp3]
Рисунок 3. Нахождение Парето-оптимального множества в координатах критериев F1 и F2

Порядок выполнения работы

1. Определить тип компромиссного критерия, который необходимо использовать для решения варианта задания.

2. Используя программное обеспечение решения задач линейного и нелинейного программирования, исследовать влияние весовых коэффициентов  на оптимальное компромиссное решение.


3. Изобразить множество допустимых значений критериев в координатах ,  в соответствие с вариантом задания. Найти Парето-оптимальное множество решений.

Варианты заданий

Множество критериев для задач линейного программирования:


,


,


.

Множество критериев для задач нелинейного программирования:


,


.




Ограничения:





.

	Решить следующие многокритериальные задачи линейного и нелинейного программирования при заданной системе ограничений: 

1. 

Критерии ,.

2. 

Критерии ,.

3. 

Критерии ,.

4. 

Критерии ,.

5. 

Критерии ,.

6. 

Критерии ,.

7. 

Критерии ,.

8. 

Критерии ,.

Содержание отчета

Отчет должен содержать: титульный лист; цель работы; задание; результаты численных экспериментов; графическую иллюстрацию анализа; сравнительный анализ решения многокритериальных задач линейного и квадратичного программирования; траектории изменения решения многокритериальной задачи в зависимости от весовых коэффициентов; график допустимых значений критериев и Парето-оптимальное множество решений; выводы.

Контрольные вопросы

1. Примеры многокритериальных задач.
2. Решение многокритериальных задач, когда критерии измеряются в одной шкале.
3. Решение многокритериальных задач, когда критерии измеряются в различных шкалах.
4. Определение Парето-оптимального множества решений.

Практическое занятие № 9

Принятие решений в условиях риска

Цель работы

	Исследование вопросов принятия решения в условиях, когда выбор некоторой стратегии гарантирует получение желаемого результата с определенной вероятностью .

Методические указания





	Задача принятия решения в условиях риска возникает в том случае, когда с каждой принимаемой стратегией  связано целое множество различных результатов  с известными вероятностями . Примем в качестве стратегии  выбор покупки акций одной из компаний. 
	Формально модель задачи может быть представлена в виде следующей матрицы (табл. 3).

Таблица 3
Модель задачи принятия решения в условиях риска
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Здесь  - полезность результата  при использовании стратегии , т.е.  – это общая прибыль от будущей продажи акций, купленных в настоящий момент времени, на фондовом рынке или изменение котировок акций компании.

	Если известны вероятности , то можно ввести ожидаемую полезность для каждой стратегии:

.
	Очевидно, что в качестве оптимальной стратегии следует выбирать ту, для которой ожидаемая полезность максимальна. 


Определение вероятностей результатов






Считается, что достигается результат , если некоторая величина  попадает в интервал значений . Распределение случайной величины  зависит от принимаемой стратегии . Условные плотности  неизвестны. Однако в процессе наблюдений накоплены соответствующие статистические данные, представленные в виде выборок для каждой из возможных стратегий. 

В нашем случае случайной величиной  может быть следующее. 
· 


Изменение котировки акции. Например, можно говорить, что достигается результат , если реализация случайной величины  принадлежит отрезку , что означает изменение котировки акции в интервале от –20 до –15 пунктов.
· 


Значение котировки акций. Например, можно говорить, что достигается результат , если реализация случайной величины  принадлежит отрезку . Это означает, что значение котировки акции находится в интервале от 15 до 20 пунктов. 
Поскольку  различных значений котировок может быть достаточно много, то для сокращения размерности следует провести группирование. При этом следует учитывать погрешности, возникающие при группировании, а именно, чем больше величина интервалов, тем больше величина погрешности.




	Пусть имеется статистика изменений котировок акций за некоторый период времени. Разобьем весь период времени на N интервалов. Тогда условные вероятности можно оценить по формуле , где  – количество событий , произошедших за весь период наблюдения за поведением i-й акции.

Поиск статистических данных в Интернет
Бесплатные статистические данные можно найти на сайте, принадлежащем корпорации CNN, по адресу http://cnnfn.com [6].
Для обозначения какой-либо компании используется специальный символ – набор определенных букв, который называется тикер-символом компании или просто тикером. Для получения котировок достаточно ввести в поле формы тикер-символы интересующей компании, разделенные пробелом. Если Вы не знаете  тикер-символа корпорации, то в поле формы нужно набрать ее название или часть ее названия, выбрать из выпадающего меню пункт «STOCK SYMBOL LOOKUP» и Вам будет выдан список тикер-символов всех компаний, удовлетворяющих условию поиска. Если запрос генерируется во время работы фондового рынка, то котировки предоставляются с задержкой 15-20 минут. В то время, когда фондовый рынок закрыт, отображаются цены закрытия, а текущие котировки недоступны. 
В отчете содержится информация о текущих котировках и содержится ссылка «CHARTS», на которой данные отображаются в графическом виде за выбранный период времени. 

Порядок выполнения работы

1. В соответствии с вариантом задания на сайте http://cnnfn.com найти статистические данные об изменении котировок акций за три последних года с интервалом один месяц.
2.  Рассчитать условные вероятности изменения котировок акций.
3. Принять решение о целесообразности покупки акции одной из трех компаний.

Варианты заданий

1. Компании, производящие видео- и аудиотехнику: "Sony", "Philips", "Sharp".
2. Компании, производящие фототовары: "Fuji", "Kodak", "Sony".
3. Компании, производящие автомобили: "Ford", "Nissan", "Toyota".
4. Компании из области быстрого питания: "A&A", "Avrora", "Bravo".
5. Компании, производящие бытовую технику: "Ardo", "Ariston", "Siemens".
6. Компании, производящие программное обеспечение: "Microsoft", "NETSoftware", "Sun".
7. Нефтяные компании: "British Petroleum", "Oil", "Shell".
8. Компании, производящие процессоры: "Intel", "AMD", "Cyrix".

Содержание отчета

	Отчет по работе должен содержать титульный лист, цель работы, вариант задания, математическую постановку задачи, статистические данные, результаты расчетов условных вероятностей, ожидаемые полезности по каждой стратегии и оптимальную стратегию, выводы.

Контрольные вопросы

1. Как формируется критерий принятия решения в условиях риска?
2. Что такое полезность и какова методика ее определения?
3. Вычисление условных вероятностей.


Практическое занятие № 10

Принятие решений в условиях неопределенности

Цель работы

	Исследование вопросов принятия решения в условиях, когда выбор некоторой стратегии гарантирует получение желаемого результата с определенной вероятностью с учетом неопределенного состояния среды.

Методические указания

Постановка задачи

	В отличие от задачи принятия решения в условиях риска в данном случае играет роль и состояние среды , в котором она находится .



	Пусть заданы или могут быть определены полезности результатов  при использовании стратегии : .





	В зависимости от состояния среды результат  достигается с вероятностью . Наблюдателю неизвестно распределение вероятностей среды . Относительно состояния среды наблюдатель может только высказывать определенные гипотезы. Эти предположения о вероятном состоянии среды являются субъективными вероятностями . Если бы величины  были известны наблюдателю, то мы пришли бы к задаче принятия решения в условиях риска.

Критерий Вальда
	Это критерий "осторожного наблюдателя". Он оптимизирует полезность в предположении, что среда находится в самом невыгодном для наблюдателя состоянии. По данному критерию решающее правило имеет следующий вид:


,

	По критерию Вальда выбирают стратегию, которая дает гарантированный выигрыш при наихудшем варианте состояния среды.



Критерий Гурвица



	Он основан на следующих двух предположениях: среда может находиться в самом невыгодном состоянии с вероятностью , и в самом выгодном - с вероятностью , где  - коэффициент доверия. Решающее правило имеет вид:


,





где . Очевидно, что при  получаем критерий Вальда, а при  приходим к правилу


,

что представляет собой стратегию "здорового оптимиста".

Критерий Лапласа
	Если неизвестны вероятности состояний среды, то при данном подходе все состояния среды предполагаются равновероятными:


.

В результате решающее правило принимает вид:


,


при условии .

Критерий Сэвиджа

	Это критерий минимизации сожалений. "Сожаление" – это величина, равная изменению полезности результата при данном состоянии среды относительно наилучшего возможного состояния. Чтобы определить "сожаление", поступаем следующим образом. Строим матрицу , где 


.

	В каждом столбце этой матрицы находим максимальный элемент


.

	Его вычитают из всех элементов этого столбца, вычисляя величины




, , ,

из которых составляют матрицу сожалений


.


	В качестве оптимальной выбирают ту стратегию , которая минимизирует максимальное "сожаление":


.

	Этот критерий минимизирует возможные потери при условии, что состояние среды наихудшим образом отличается от предполагаемого.



	В работе предлагается оптимизировать инвестиции денежных средств в ценные бумаги с учетом изменений состояния среды [6]. Интерпретация всех необходимых переменных совпадает с интерпретацией, введенной в предыдущей работе. В качестве состояния среды предлагается использовать среднюю температуру воздуха на Земле. Возможны три состояния: – низкая температура от 0С до +10С;  – средняя температура от 10С до +16,5С;  – высокая температура от 16,5С до 20С. Статистика изменения состояния среды в зависимости от месяца года представлена в табл.4. Температура в последующие моменты времени можно определить линейной аппроксимацией

Таблица 4
Средняя температура воздуха на Земле
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	1998
	
	
	
	
	
	
	19,50
	19,50
	17,60
	14,50
	11,40
	9,10

	1999
	7,96
	8,30
	9,20
	12,15
	15,27
	17,96
	19,60
	11,54
	17,70
	14,52
	11,48
	9,15

	2000
	8
	8,31
	9,25
	12,20
	15,31
	18
	19,70
	19,60
	17,70
	14,53
	11,50
	9,2

	2001
	8,10
	8,35
	9,35
	12,25
	15,35
	18,10
	
	
	
	
	
	








	Вероятности  определяются следующим образом. Подсчитывается количество результатов  при использовании стратегии  и состоянии среды  и делится на количество всех произошедших результатов, когда среда находилась в состоянии .

Порядок выполнения работы

1.	В соответствии с вариантом задания на сайте http://cnnfn.com найти статистические данные об изменении котировок акций за три последних года с интервалом один месяц.

2.	Вычислить вероятности .
3.	Вычислить значения критериев Вальда, Гурвица, Лапласа, Сэвиджа и определить соответствующие оптимальные стратегии.
4.	Сравнить результаты.




Варианты заданий

1. Компании, выпускающие прохладительные напитки: "Coca-Cola", "Pepsi Co", "Tropicana".
2. Компании, выпускающие спортивные товары: "Adidas", "Reebok", "Nike".
3. Компании, производящие косметику: "Revlon", "L'Oreal", "Max Factor".
4. Винодельческие компании: "Dr.Zenzen", "Caldirola", "Gandia".
5. Компании, производящие декоративную косметику: "Maybelline", "Bourjois", "Coty".
6. Компании, производящие косметические средства: "Taft", "Procter&Gamble", "Nivea".
7. Компании, производящие джинсовую одежду: "Lee", "Levis", "Vigoss".
8. Компании, выпускающие чулочно-носочную продукцию: "Levante", "Golden Lady", "Pompea".


Содержание отчета

	Отчет по работе должен содержать титульный лист, цель работы, вариант задания, математическую постановку задачи, статистические данные, результаты расчетов условных вероятностей, ожидаемые полезности по каждой стратегии и оптимальную стратегию, выводы.

Контрольные вопросы 

1.	Критерий Вальда.
2.	Критерий Гурвица.
3.	Критерий Лапласа.
4.	Критерий Сэвиджа.
5.	В каком случае задача может быть сведена к задаче принятия решения в условиях риска?

Практическое занятие № 11

Решение матричных игр

Цель работы 

Ознакомиться с методами решения задач матричных игр методами линейного программирования. 


Методические указания








	Матричная игра представляет собой антагонистическую игру двух лиц с платежной матрицей , с  возможными стратегиями первого игрока и  стратегиями второго игрока. Первый игрок стремится максимизировать выигрыш, второй – минимизировать проигрыш. Если матрица игры имеет седловую точку, т.е. существует элемент, являющийся максимальным в столбце и минимальным в строке, то игра имеет решение в чистых стратегиях. В противном случае игра имеет решение в смешанных стратегиях, которые представляют собой вероятностные распределения на множестве чистых стратегий: – смешанная стратегия первого игрока, ; ,– смешанная стратегия второго игрока, .
	Использование в игре оптимальных смешанных  стратегий  обеспечивает первому игроку выигрыш, не меньший, чем при использовании им любой другой стратегии; второму игроку – проигрыш не больший, чем при использовании им любой другой стратегии.
	С точки зрения 1-го игрока игру можно записать как задачу линейного программирования 

;


, ;



,;;

где значение игры  рассматривается как m+1-я переменная, неограниченная по знаку (свободная).
	С точки зрения 2-го игрока игру задача имеет вид 

;


, ;



,;.
Причем обе эти задачи представляют собой пару двойственных задач линейного программирования: решив одну из них, можем найти смешанные стратегии обоих игроков.

Порядок выполнения работы 

1. Сделать формальную постановку задачи.
2. Определить множество возможных стратегий игроков, при этом по возможности исключить эквивалентные стратегии.
3. Выписать матрицу игры.
4. Найти оптимальные стратегии игроков, используя симплекс-метод.

Задачи для решения 

1. (Морра)
Игроки одновременно показывают один или два пальца, и в тот же момент каждый из игроков называет число. Если число, названное одним из игроков, совпадает с общим числом пальцев, показываемых обоими игроками, то игрок получает со своего противника выигрыш, равный этому числу.

2. (Игра А,B,C)
Тасуется колода, состоящая из трех карт: А,B,C, и каждому из двух игроков дается по одной карте. Посмотрев свою карту,  I-й игрок делает предположение относительно того, какая карта у II-го игрока.. Посмотрев на свою карту и услышав предположение I-го игрока, II-й игрок также пытается угадать карту I-го. Если какой-либо из игроков угадывает правильно, другой платит ему 1$.

3. (Упрощенный покер)




Первый игрок получает одну из карт Ст и Мл с равными вероятностями, а затем может или "сделать ставку" или "спасовать". Если первый делает ставку, то второй может "спасовать" и потерять  или "уравнять игру", и выиграть или потерять  в зависимости от того, имеется ли на руках у первого игрока карта Мл или Ст. Если первый игрок пасует, то второй может также пасовать, что дает выигрыш 0, или сделать ставку, выигрывая , если у первого игрока карта Мл, и теряя , если у первого игрока Ст.

4. (о шарах)





Известно, что в урне находятся два шара, каждый из которых либо белый, либо черный. Игрок должен определить, сколько там черных шаров. Если его предположение правильно, ему должно быть уплачено  ; если его ответ отличается от правильного на 1 (например, он указывает 1, когда в действительности 2 черных шара, или указывает 2, когда в действительности один шар, и т.д.), то ему должно быть уплачено ; если ответ отличается от правильного на 2, то ему должно быть уплачено , причем . Стоимость исследования одного шара равна .

Варианты заданий

1. Задача 1
2. Задача 2
3. 

Задача 3 при , 
4. 

Задача 3 при , 
5. 

Задача 3 при , 
6. 



Задача 4 при , , ,  
7. 



Задача 4 при , , , 
8. 



Задача 4 при , , , 

Содержание отчета

	Отчет по работе должен содержать титульный лист, цель работы, вариант задания, математическую постановку задачи, оптимальные стратегии игроков, значение игры, выводы.

Контрольные вопросы 

1.	Понятие стратегии. Чистые и смешанные стратегии. Выбор оптимальной стратегии.
2.	Решение матричных игр с помощью методов линейного программирования.
3.	Игры с нулевой суммой.


Практическое занятие № 12

Методы целочисленного линейного программирования

Цель работы 

Ознакомиться с методами целочисленного линейного программирования.

Методические указания

Целочисленное программирование
[bookmark: _Toc209521670]Постановка задачи
Значительная часть задач оптимального планирования по смыслу может иметь решения только в целых числах. Такие задачи связаны с определением количества единиц неделимой продукции, например, числа станков при загрузке оборудования, численности работников в структурных подразделениях предприятия и т.д. 
Такие задачи решаются методами целочисленного программирования, где общая постановка задачи линейного программирования дополняется требованием о том, чтобы найденные переменные в оптимальном плане были целыми.
Если функция и ограничения в таких задачах линейны и на переменные задачи наложено условие целочисленности, то такие задачи называются задачами линейного целочисленного программирования. 




Задача линейного целочисленного программирования формулируется следующим образом: найти такое решение (план) , при котором линейная функция  принимает максимальное или минимальное значение при ограничениях 


Если не на все переменные наложено условие целочисленности, то такие задачи называются частично целочисленными.
В настоящее время наиболее широкое применение находят два основных метода решения задач целочисленного программирования:
а) метод отсечений;
б) комбинаторный метод.
Методы отсечения используют оптимальные решения, найденные для задач линейного программирования, сужая область допустимых решений до целочисленных границ, т.е. отсекая нецелочисленные допустимые планы, получают решения задач целочисленного программирования.
Комбинаторные методы достигают решений задач целочисленного программирования, рассматривая возможные варианты целочисленных ограничений для задачи оптимизации.


[bookmark: _Toc209521671]Графическое решение задачи целочисленного линейного программирования
Рассмотрим случай, когда число неизвестных равно двум. Для решения задачи графическим методом прежде строят многоугольник решений без условия целочисленности. Условию целочисленности переменных удовлетворяют не все координаты точек области допустимых решений, поэтому область допустимых решений ослабленной задачи (без условия целочисленности) заменяется на выпуклый многоугольник, содержащий только допустимые точки с целочисленными координатами. Чтобы найти максимум или минимум целевой функции на выпуклой оболочке строят вектор градиент С(с1, с2). Передвигая прямую Z =c1x1+c2x2 в направлении вектора С, в результате чего находят точку, в которой целевая функция принимает оптимальное значение. Затем определяем координаты точки экстремума функции и вычисляем значение целевой функции в этой точке.

Пример. Найти максимальное значение целевой функции  при заданных ограничениях:



Решение. Поскольку число неизвестных задачи равно двум, то решение данной задачи можно найти графически. Для этого построим многоугольник решений задачи без условия целочисленности. 
[image: ]
Условию  целочисленности удовлетворяют лишь 12 точек, отмеченных на рисунке. Чтобы найти точку, координаты которой определим решение исходной задачи, заменяя многоугольник ОАВС многоугольником OKEMNF, содержащий все допустимые точки с целочисленными координатами. 

Для определения максимального значения целевой функции на многоугольнике OKEMNF построим вектор градиент С(2; 4) и прямую . Построенную прямую передвигаем в направлении вектора градиента до тех пор, пока она не пройдет через последнюю общую точку ее с этим многоугольником. Координаты полученной точки Е(1; 3) и являются оптимальным решением задачи, а значение целевой функции в ней  Fmax=14 является максимальным. 
[bookmark: _Toc209521672]Метод Гомори
Метод Гомори решения задач целочисленного программирования является методом отсечения. 
Суть метода заключается в построении ограничений, отсекающих нецелочисленные решения задачи линейного программирования, но не отсекающих ни одного целочисленного плана. Для этого сначала решается ослабленная задача линейного программирования без учета условия целочисленности переменных. 
Если полученное решение задачи линейного программирования является целочисленным, то задача целочисленного программирования также решена и найденное решение является оптимальным и для нее. Если же в найденном решении задачи линейного программирования одна или большее число переменных не целые, то для отыскания целочисленного решения задачи добавляются новое линейное ограничение, которое отсекает нецелочисленные решения. При продолжении решения расширенной задачи двойственным симплексным методом с учетом этого ограничения получается целочисленный план.  
Для нахождения целочисленного решения задачи методом Гомори используется следующий алгоритм.
1. Решаем ослабленную задачу симплексным методом без учета условия целочисленности. Если все компоненты оптимального плана целые, то он является оптимальным и для задачи целочисленного программирования. Если обнаруживается неразрешимость задачи, то и неразрешима задача целочисленного программирования.
2. 

Если в результате решения задачи линейного программирования в полученном оптимальном плане  есть нецелая базисная переменная , то к ограничениям задачи добавляется новое ограничение, обладающее следующими свойствами:
- оно должно быть линейным; 
- должно отсекать найденный оптимальный нецелочисленный план; 
- не должно отсекать ни одного целочисленного плана. 

Если нецелых базисных переменных несколько, то для составления ограничения выбираем компоненту оптимального плана  с наибольшей дробной частью (если таких переменных несколько, то выбираем любую). 
Этой переменной соответствует строка симплексной таблицы, называемая строкой, производящей отсечение (производящей строкой). 
Для изложения метода вводим следующие понятия. Пусть a – действительное число. 
Под целой частью некоторого числа а понимается максимальное целое число [a], не превосходящее данного.

Под дробной частью некоторого числа а понимается наименьшее неотрицательное число  такое, что разность между ним и а есть [a] – целая часть числа).



Для выбранной базисной переменной  с наибольшей дробной частью находим дробную часть  этой переменной и дробные части всех коэффициентов при переменных i - й строки системы ограничений  (производящей строкой). 







Обозначим  и  целые части чисел  и . Величины дробных частей  и  () определяются следующим образом


3. 
Составляем неравенство Гомори   и включаем его в систему ограничений исходной задачи.
Для этого по производящей строке симплексной таблицы выписывается уравнение, предполагая, что первые m переменных являются базисными для данного оптимального плана


 или 
Переносим все целые части коэффициентов в одну сторону, оставляя все дробные в другой:






Так как <1, то заменяя в правой части , получим строгое неравенство


Так как левая часть неравенства должна принимать целые значения, то, следовательно, необходимое условие ее целочисленности можно записать только в следующем виде:


4. Неравенство преобразуется в уравнение путем введения дополнительной неотрицательной переменной и включается в оптимальную симплексную таблицу.
5. Решаем задачу, используя двойственный симплексный метод. Если новый оптимальный план расширенной задачи будет целочисленным, то задача решена. Если же решение нецелое, то нужно повторять алгоритм метода Гомори вплоть до получения целочисленного решения. 

Пример. Методом Гомори найти решение задачи целочисленного программирования, состоящей в определении максимального значения функции  при условии


Решение. Выравнивая неравенства с помощью вспомогательных переменных х3, х4, получаем задачу линейного программирования в канонической форме:


Решаем задачу линейного программирования симплексным методом, используя поэтапный переход от одного базиса к другому. Ход решения задачи и полученное оптимальное решение представлены в таблицах.
	Б
	СБ
	В
	С1=5
	С2=11
	С3=0
	С4=0

	
	
	
	а1
	а2
	а3
	а4

	а3
	0
	

	3
	4
	1
	0

	а4
	0
	10
	2
	5
	0
	1

	∆j =Zj–Сj
	0
	-5
	-11
	0
	0



	
	СБ
	В
	С1=5
	С2=11
	С3=0
	С4=0

	
	
	
	а1
	а2
	а3
	а4

	а2
	11
	

	

	1
	

	0

	а4
	0
	

	

	0
	

	1

	∆j =Zj–Сj
	

	

	0
	

	0



В найденном оптимальном плане значение переменной х2 равно дробному числу. Находим его дробную часть и дробные части всех элементов строки, содержащей переменную х2 , а именно:


	



		
Теперь составляем для найденных значений дробных частей неравенство Гомори: 

.
Выравниваем неравенство Гомори с помощью новой вспомогательной переменной х5, переносим свободный член уравнения в правую часть и получаем новое ограничение: 

.
Добавляем в симплексную таблицу строку, содержащую новое ограничение, и столбец, содержащий новую переменную, и продолжаем решать задачу двойственным симплексным методом, так как теперь в таблице записан псевдоплан.

	Б
	СБ
	В
	С1=5
	С2=11
	С3=0
	С4=0
	С5=0

	
	
	
	а1
	а2
	а3
	а4
	а5

	а2
	110
	

	

	1
	

	0
	0

	а4
	0
	

	

	0
	

	1
	0

	а5
	0
	

	

	0
	

	0
	1

	∆j =Zj–Сj
	

	

	0
	

	0
	0



	Б
	СБ
	В
	С1=5
	С2=11
	С3=0
	С4=0
	С5=0

	
	
	
	а1
	а2
	а3
	а4
	а5

	а2
	11
	1
	0
	1
	0
	0
	1

	а4
	0
	

	0
	0
	

	1
	


	а1
	0
	

	1
	0
	

	0
	


	∆j =Zj–Сj
	

	0
	0
	

	0
	




Полученное оптимальное решение расширенной задачи содержит нецелое значение переменной х1, поэтому находим для этой строки дробные части всех нецелых чисел, а именно: 


	


	



и новое неравенство Гомори имеет вид: 

Выравниваем неравенство Гомори с помощью новой вспомогательной переменной х6, переносим свободный член уравнения в правую часть и получаем новое ограничение: .
Добавляем его к решаемой задаче, выравниваем с помощью вспомогательной переменной и решаем расширенную задачу

	Б
	СБ
	В
	С1=5
	С2=11
	С3=0
	С4=0
	С5=0
	С6=0

	
	
	
	а1
	а2
	а3
	а4
	а5
	а6

	а2
	110
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0

	а4
	0
	

	0
	0
	

	1
	

	0

	а1
	0
	

	1
	0
	

	0
	

	0

	а6
	0
	

	0
	0
	

	0
	

	1

	∆j =Zj–Сj
	

	0
	0
	

	0
	

	0



	Б
	СБ
	В
	С1=5
	С2=11
	С3=0
	С4=0
	С5=0
	С6=0

	
	
	
	а1
	а2
	а3
	а4
	а5
	а6

	а2
	110
	1
	0
	1
	0
	0
	1
	0

	а4
	0
	5
	0
	0
	0
	1
	-1
	-2

	а1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	-2
	1

	а3
	0
	

	0
	0
	1
	0
	2
	-3

	∆j =Zj–Сj
	11
	0
	0
	0
	0
	1
	5




Таким образом, найдено оптимальное решение задачи целочисленного программирования: Zmax =11 при .
Замечания: 


Если в процессе решения в симплексной таблице появится уравнение с нецелой компонентой  и целыми коэффициентами в соответствующей строке системы ограничений , то данная задача не имеет целочисленного решения.
[bookmark: _Toc209521673]Метод ветвей и границ
Метод ветвей и границ − один из комбинаторных методов. В отличие от метода Гомори применим как к полностью, так и частично целочисленнным задачам. 
Его суть заключается в упорядоченном переборе вариантов и рассмотрении лишь тех из них, которые оказываются по определенным признакам полезными для нахождения оптимального решения.

Идея метода ветвей и границ состоит в следующем: пусть решена ослабленная задача без ограничения целочисленности, и - целочисленная переменная, значение которой в оптимальном плане является дробным. Тогда интервал




не содержит допустимых решений с целочисленной координатой . Следовательно, допустимое целое значение  должно удовлетворять 


или , или 
Введение этих условий в задачу порождает две несвязанные между собой задачи с одной и той же целевой функцией, но непересекающимися областями допустимых значений переменных. В этом случае говорят, что задача разветвляется.
Очевидно, что возможен один из следующих четырех случаев.
1. Одна из задач неразрешима, а другая имеет целочисленный оптимальный план. Тогда этот план и значение целевой функции на нем и дают решение исходной задачи.
2. Одна из задач неразрешима, а другая имеет оптимальный план, среди компонент которого есть дробные числа. Тогда рассматриваем вторую задачу и в ее оптимальном плане выбираем одну из компонент, значение которой равно дробному числу, и строим две задачи на новых ограничениях по этой переменной, полученных разделением ее ближайших к решению целочисленных значений.
3. Обе задачи разрешимы. Одна из задач имеет оптимальный целочисленный план, а в оптимальном плане другой задачи есть дробные числа. Тогда вычисляем значения целевой функции на этих планах и сравниваем их между собой. Для определенности здесь и далее полагаем, что решается задача о максимуме целевой функции. Если на целочисленном оптимальном плане значение целевой функции больше или равно ее значению на плане, среди компонент которого есть дробные числа, то данный целочисленный план является оптимальным для исходной задачи и вместе со значением целевой функции на нем дает искомое решение. 
Если же значение целевой функции больше на плане, среди компонент которого есть дробные числа, то следует взять одно из таких чисел и для задачи, план которой рассматривается, произвести ветвление по дробной переменной и построить две новые задачи.
4. Обе задачи разрешимы, и среди оптимальных планов обеих задач есть дробные числа. Тогда вычисляем значение целевой функции на данных оптимальных планах и рассматриваем ту из задач, для которой значение целевой функции является наибольшим. В оптимальном плане этой задачи выбираем одну из компонент, значение которой является дробным числом, и производим ветвление на две новые задачи, разбивая область изменения этой переменной на две, ограниченные целыми числами справа и слева соответственно.
Таким образом, процесс построения все новых и новых задач может быть представлен на рисунке в виде ветвистого дерева, с вершиной, обозначенной «задача 1», и отходящими от этой вершины ветвями. Такая последовательность действий при нахождении оптимального решения задачи целочисленного программирования нашла свое отражение в названии этого метода.
[image: ]
Рисунок 1.
Исходная вершина отвечает оптимальному плану исходной задачи 1, а каждая соединенная с ней ветвью вершина отвечает оптимальным планам новых задач, построенных для новых ограничений по одной из переменных, имеющих в оптимальном плане задачи 1 значение в виде дробного числа.
Каждая из вершин имеет свои ответвления, при этом на каждом шаге выбирается та вершина, для которой значение целевой функции будет наибольшим.
Если на некотором шаге будет получен план, имеющий целочисленные значения, и значение функции на нем окажется больше или равно, чем значение функции в других возможных для ветвления вершинах, то данный план является оптимальным планом исходной задачи целочисленного программирования и значение целевой функции на нем является максимальным.
Пример. Найти методом ветвей и границ решение задачи целочисленного программирования


Решение. Находим оптимальный план сформулированной задачи симплексным методом без учета целочисленности переменных, а именно решаем задачу 1.
Задача 1


Оптимальный план задачи 1 линейного программирования 


 при .
Для исходной задачи, с учетом целочисленности переменных, полученное решение не является оптимальным.
Для поиска целочисленного оптимального решения разделим интервал изменения переменной x1 на две области, а именно x1 [0;9] и x1 = 10 , и разобьем заданную задачу на две новые задачи.
	Задача 2


	Задача 3




Нижняя граница линейной функции не изменилась: Z0 = 0. Решаем одну из задач, например задачу 3, симплексным методом. Получаем, что условия задачи противоречивы.
Решаем задачу 2 симплексным методом. Получаем оптимальный целочисленный план поставленной задачи 2, который является также оптимальным планом задачи 1:


 при .
Таким образом, в результате одного ветвления задачи было найдено ее оптимальное решение.



Порядок выполнения работы 

1. В соответствии с вариантом задания решить задачу целочисленного линейного программирования всеми алгоритмами Гомори. Проиллюстрировать полученные отсечения графически.
2. Сгенерировать задачу линейного программирования небольшой размерности и выполнить ручной просчет одним из методов Гомори (по указанию преподавателя). Проиллюстрировать полученные отсечения графически.

Варианты заданий 



1. ,


2. ,


3. ,


4. ,


5. .


6. .


7. .


8. .

Система ограничений одинакова для всех вариантов и имеет вид:





.

Содержание отчета
	Отчет по работе должен содержать титульный лист, цель работы, вариант задания, графическую иллюстрацию решения с полученными отсечениями, выводы.

Контрольные вопросы 

1. Первый алгоритм Гомори.
2. Второй алгоритм Гомори.
3. Третий алгоритм Гомори.
4. Понятие лексикографического отсечения.


[bookmark: _Toc347846882][bookmark: _Toc347848400][bookmark: _Toc374622553][bookmark: _Toc413019303]Основная литература
[bookmark: _Toc347846883][bookmark: _Toc347848401][bookmark: _Toc374622554]
1. Кудрин, Б.И. Электроснабжение промышленных предприятий : учебник для вузов / Б.И.Кудрин .— М. : Интермет инжиниринг, 2014 .— 672с. : ил. 
2. Рекус, Г.Г. Электрооборудование производств : учеб.пособие для вузов / Г.Г.Рекус .— М. : Высш.шк., 2013 .— 709с. : ил
3. Проектирование систем внутрицехового электроснабжения промышленных предприятий : учеб.пособие для вузов / В. М. Степанов, В. С. Косырихин, Н. М. Меркулов ; ТулГУ .— Тула : Изд-во ТулГУ, 2013 .— 86с. : и
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