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ВВЕДЕНИЕ

В методических указаниях затрагиваются вопросы использования вариационных методов в решении современных задач строительной механики, а также вопросов реализации соответствующих методов на ЭВМ с применением специализированных прикладных пакетов и языков программирования высокого уровня. Выполнение курсовой работы для студентов, обучающихся по программе магистерской подготовки 08.04.01 "Строительство" является основой учебной программы.
1. ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ ВЫПОЛНЕНИЯ КУРСОВОЙ РАБОТЫ

Настоящая курсовая работа способствует углублению, закреплению и обобщению теоретического материала, выявлению способностей студента к практическому решению конкретных инженерно-технических и исследовательских задач.

Цель данного курсового проекта состоит в овладении современными численными методами строительной механики и навыками применения этих методов в решении расчетных задач строительной механики по соответствующему направлению. Студент должен выбрать прикладную задачу из изучаемой области и применить для ее решения наиболее рациональный метод из рассматриваемых в теоретическом курсе по дисциплине «Аналитические и численные методы решения уравнений математической физики».
Задание формируется в индивидуальном порядке в рамках темы магистерской диссертации и включает в качестве исходного материала научную статью по направлению исследований магистранта, подготовленную им самим, его научным руководителем или другим исследователем в соответствующей предметной области.

При любом варианте выбора исходного материала, он должен иметь объем на менее 0,5 авторского листа (20 000 печатных знаков прозаического текста или 1 500 см2 площади изображений) и содержать, кроме текста, другие виды информационных сообщений: формулы, таблицы, графики, диаграммы, рисунки, чертежи и пр.

В ходе работы магистрант формирует файл отчета, удовлетворяющий требованиям стандарта оформления отчета о НИР (ГОСТ 7.32-2001) в текстовом процессоре MS Word. 

Для формирования и автонумерации формульных изображений используется редактор MathType или его ядро Equation Editor, встроенное в MS Word.

Растровые рисунки, полученные средствами визуализации математических пакетов общего назначения, обрабатываются в среде типа PhotoShop. Векторные иллюстрации создаются пользователем в средах типа MS Visio, Adobe Illustrator, Corel Draw.
2. ОСНОВНЫЕ ТРЕБОВАНИЯ К КУРСОВОЙ РАБОТЕ
Тематика курсовой работы. Всем студентам предлагается одна общая тема: «Решение дифференциальных уравнений в частных производных». При этом каждому студенту выдается индивидуальное задание с конкретными исходными данными: списком прикладных задач подлежащих решению, параметры задач, список методов наиболее удобных для использования в решении подобных задач, из которых необходимо выбрать оптимальный.

Индивидуальные задания выдаются исключительно преподавателем и хранятся в кафедральных файлах.

Исходные данные к курсовой работе и задание на курсовую работу. Исходные данные к курсовому проекту приводятся на бланке индивидуальных заданий, выдаваемых студентам.

Объем курсовой работы. Курсовой проект состоит из пояснительной записки (20 – 25 стр.), и приложений состоящих из текста программы и результатов расчета. Пояснительная записка должна состоять: первая часть курсового проекта должна содержать в теоретический материал по выбранной теме КР. В нем достаточно подробно должны быть освещены вопросы, связанные с темой дисциплины. Кроме того, теоретическая часть курсового проекта должна содержать постановки конкретных практических задач отвечающих тематике КР и изучаемой дисциплины, подлежащие решению, а также подробное описание выбранного метода решения.
Вторая часть курсового проекта должна содержать собственно решение задачи выбранным методом, которой был описан в теоретической части курсового проекта. Также здесь должна быть приведена программа для ЭВМ на произвольном языке программирования или на языке высокого уровня какого-либо математического пакета предназначенного для решения подобных задач, реализующая формульные вычисления.
Работа над курсовой работой. При работе над курсовой работой предлагается два взаимодополняющих направления. Первое направление заключается в работе студента в аудитории под руководством преподавателя, когда на доске рассматриваются и разбираются типовые примеры по решению нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных. При этом студенту дается время на выполнение работы по своему индивидуальному заданию непосредственно в аудитории. Второе направление заключается в самостоятельной работе студента над работой с использованием учебной и методической литературы. При этом студенты выясняют сложные моменты проектирования, которые вызывают затруднения, на индивидуальных  консультациях.
Защита курсовой работы. Полностью законченная курсовая работа, оформленная в виде пояснительной записки с приложениями сдается преподавателю на проверку за пять – семь дней до назначенного срока защиты. После проверки курсовой работы преподавателем студент защищает проект перед комиссией. Если при проверке проекта преподавателем обнаружены ошибки, то работа возвращается студенту для доработки. После исправления ошибок проект повторно проверяется и выносится на защиту.

При оценке качества выполнения и уровня защиты курсовой работы предлагается руководствоваться следующим:

1) должны быть соблюдены безусловные требования к работе - соответствие содержания и оформления работы методическим указаниям кафедры, отсутствие принципиальных ошибок. Руководитель работы не может выпускать на рецензирование и защиту работу, не удовлетворяющую указанным требованиям;

2) в оценке качества выполнения и уровня защиты работы максимальной суммой баллов 100 отдельным составляющим принадлежат следующие "веса":

а) качество рукописи и графической части работы – до 35 баллов,

б) оценка рецензента – до 5 баллов (в соответствии с поставленной рецензентом оценкой: "5" – 5 баллов, "4" – 4 и т.д.),

в) качество доклада – до 20 баллов,

г) уровень защиты работы и ответов на вопросы – до 40 баллов;

3) указанное выше (см. п. 1) концептуально относится к оценке отдельных составляющих выполнения и защиты работы, но число баллов при этом принимается другим:

а) при оценке качества рукописи и графической части работы принимается к сведению наличие ошибок непринципиального характера, логичность и последовательность построения работы, правильность выполнения и полнота расчётов, соблюдение стандартов, аккуратность исполнения и грамотность работы. В зависимости от степени соблюдения указанных требований и тех, которые сформулированы кафедрой, качество работы оценивается баллами в следующих диапазонах: от 0 до 10 (неудовлетворительно), свыше 10 до 20 (удовлетворительно), свыше 20 до 30 (хорошо), свыше 30 до 35 (отлично);

б) при рассмотрении качества доклада степень аргументированности, чёткости, последовательности и правильности изложения, соблюдение регламента оценивается баллами в следующих диапазонах: от 0 до 5 (неудовлетворительно), свыше 5 до 10 (удовлетворительно), свыше 10 до 15 (хорошо), свыше 15 до 20 (отлично);

в) правильность и полнота ответов на вопросы, степень ориентированности в материале работы, рациональность предложений по возможным вариантам решений и исправлению ошибок оценивается баллами в следующих диапазонах: от 0 до 10 (неудовлетворительно), свыше 10 до 20 (удовлетворительно), свыше 20 до 30 (хорошо), свыше 30 до 40 (отлично);

4) комиссия по приёму защиты принимает решение по бальной оценке вышеуказанных составляющих компонентов (а, в, г) в отдельности, подсчитывает с учётом оценки рецензента сумму баллов и по ней, в соответствии с указанным в п. 3, выставляет академическую оценку.

3. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

         Большое число задач, связанных с анализом физических (и не только физических) полей описываются дифференциальными уравнениями в част​ных производных. К сожалению, во многих случаях, представляющих прак​тический интерес, найти аналитическое решение таких задач трудно или практически невозможно. Это обычно обусловлено сложной формой или не​однородностью свойств области, в которой отыскивается решение.
         Однако результат можно получить численно с помощью компьютера. Подходы к решению дифференциальных уравнений с частными производ​ными определяются их математической формой. Поэтому рассмотрим клас​сификацию уравнений с этой точки зрения.

3.1. Классификация уравнений по математической форме

         Во многих случаях для описания физических процессов используют уравнений с частными производными до второго порядка включительно.
         Так, например, изучение свободных колебаний различной природы приводит к волновым уравнениям вида
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где u(x,y,z,t) - функция, описывающая волновой процесс, x, y, z - координаты, c - скорость распространения волны в данной среде, t - время. Оператор [image: image2.png](%0480



принято обозначать значком ∆, который в этом случае носит название оператора Лапласа.

         Процессы распространения тепловой энергии описываются уравнением теплопроводности

[image: image3.png]or . (&'T &T &T
cZ -k
o (aﬁ e Bz] o



                              (2)

где  ρ  и  C - плотность  и  теплоемкость  вещества,   T - температура, k - коэффициент теплопроводности, Q - плотность источников тепла.
         Анализ стационарных состояний, например, статических тепловых, электрических, магнитных полей или деформаций при статических нагруз​ках проводят, используя уравнение Пуассона
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                                  (3)

где  u (x,y,z) - функция, описывающая статическое поле, ƒ (x,y,z) - распреде​ленные источники. Если ƒ (x,y,z) = 0, то (3) обращается в уравнение Лапласа:
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                                           (4)
         Известны и другие виды задач и соответствующие им дифференциаль​ные уравнения в частных производных, например, уравнение диффузии или уравнение Гельмгольца.
         Несмотря на различие процессов, описываемых рассмотренными урав​нениями, и форм их записи, все они с математической точки зрения могут быть представлены как частные случаи обобщенной формы дифференциаль​ного уравнения второго порядка.
         Рассмотрим уравнение второго порядка с двумя независимыми пере​менными х и у:
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                                    (5)
где A, B, C и D - некоторые функции, зависящие в общем случае от x, y, u, ∂u/∂x и  ∂u/∂y, причем  A, B и C одновременно не обращаются в ноль. Диффе​ренциальные уравнения, описывающие физические поля, могут быть нели​нейными. Однако на практике многие задачи рассматриваются в линейном приближении, когда уравнение с частными производными линейно относи​тельно неизвестной функции u и ее частных производных.
         На основании того, что уравнению (5) можно поставить в соответствие квадратичную форму [image: image7.png]AT+ BS G, +CLF



, по математической природе различают следующие типы квазилинейных уравнений:
         1)гиперболический, если B2 – 4AC > 0 - его аналогом является волно​вое уравнение (1);
         2) параболический, если B2 – 4AC = 0 - его аналог уравнение теплопроводности (2);

         3) эллиптический, если B2 – 4AC < 0 - аналог уравнение Пуассона (3) или Лапласа (4).
         В задачах, описываемых дифференциальными уравнениями в частных производных, другой важной составляющей помимо самого уравнения явля​ется формулировка дополнительных условий.
         Для задач с уравнениями гиперболического или параболического типа, содержащих в качестве независимой переменной время t, условия по t обычно формулируются как начальные, описывающие исходное состояние системы. По координатам x, y и z задают граничные условия. В тепловых зада​чах они, например, описывают распределение температуры на границе расчетной области. В задачах с уравнениями эллиптического типа, не содержа​щими переменную t, используют только граничные условия по координатам x, y и z, а саму задачу называют краевой.
         Если краевое условие задает распределение функции u на границе, то его принято называть условием Дирихле. Условие, определяющее производ​ную [image: image8.png]


 на границе расчетной области, называют условием Неймана. Здесь [image: image9.png]


 - единичная нормаль к границе. Условия, представляющие собой комбинацию двух вышеназванных, называют смешанными.
         С помощью дифференциальных уравнений формулируют и другой вид задач - задачи на собственные значения, связанные, например, с определени​ем собственных волн (частот) колебательных систем или волноведущих структур. Однако здесь они не рассматриваются.
         Приведенная классификация позволяет определить общие подходы к решению дифференциальных уравнений в задачах различных по физической сути, но сходных с математической точки зрения. В настоящее время широ​кое распространение получили метод конечных разностей и метод конеч​ных элементов, основы которых и будут рассмотрены ниже.

3.2. Основы метода конечных разностей

         Метод конечных разностей заключается в том, что дифференциальное уравнение в частных производных заменяется соответствующей ему систе​мой алгебраических уравнений. Решение этой системы дает приближенное решение для искомой функции u(x.y,z,t).
         Метод включает следующие основные этапы:
         1) построение сетки, охватывающей рассматриваемую область, напри​мер, элемент конструкции какого-нибудь устройства;
         2) построение на полученной сетке конечно-разностной аппроксима​ции, эквивалентной исходному дифференциальному уравнению и дополни​тельным условиям;
         3) формирование на основе конечно-разностной аппроксимации систе​мы алгебраических уравнений и ее решение.
         Рассмотрим перечисленные этапы на примере двухмерных задач.

3.2.1. Построение сетки
         Формирование сетки производится с учетом геометрии задачи, напри​мер, формы детали, для которой выполняется расчет. Обычно для деталей, имеющих прямоугольную форму, используют декартову систему координат и соответственно прямоугольную сетку. На рис. 1 приведен пример такой двухмерной сетки, нанесенной на прямоугольную пластину.
         В методе конечных разностей применяют и другие виды сеток. Напри​мер, если исследуемая конструкция содержит элементы с осевой симметрией, используют полярную сетку.

         В дальнейшем решение задачи строят, опираясь на узлы сетки, то есть на точки пересечения ее линий.
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Рис.1. Прямоугольная сетка

         Конечно-разностная аппроксимация производных в дифференциальном уравнении строится путем замены этих производных на их приближенные аналоги с помощью сетки. Так, например, частную производную 
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в точке (xi, yi) можно заменить приближенным значением так называемой "правой производной"
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или "левой производной"
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где ∆u и ∆x - приращения функции и аргумента, ui, xi и ui+1, xi+1 - значения функции и аргумента в узлах i и i+1, причем ∆x - шаг сетки по координате x.

         Аналогично получается формула для второй производной ∂2u/∂2x:
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        (8)
         В полученных выражениях в отличие от точных производных исполь​зуются малые, но не бесконечно малые разности ∆u и ∆x. Поэтому сам метод и получил название метода конечных разностей. Формулы для производных по независимым переменным y, z, t получают аналогично.

3.2.2. Аппроксимация уравнения эллиптического типа

         Преобразование уравнения эллиптического типа (3) для двухмерной за​дачи (когда ∂2u/∂z2 = 0) производится путем замены в нем производных ∂2u/∂x2 и ∂2u/∂y2 конечно-разностными формулами. Заменив в (3) ∂2u/∂x2 с помощью (8) и используя аналогичное выражение для  ∂2u/∂y2, получим
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где индексы i и j отсчитываются соответственно по осям X и Y.
         Для упрощения анализа предположим, что в сетке используются квад​ратные ячейки, то есть ∆x = ∆y = h ≠ 0, тогда
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         Уравнение (10) связывает между собой неизвестное значение функции ui,j с ее значениями в четырех соседних узлах. На сетке эти узлы образуют пятиточечный шаблон (рис. 2, а), позволяющий легко определить индексы в (10) для любого произвольно выбранного на сетке узла i,j .

         Записывая (10) для каждого узла 2<i<n-1, 2<j<m-1 и подставляя вместо i и j соответствующие номера, получим сис​тему связанных уравнений. Количество уравнений будет равно количеству узлов, в которых необходимо найти неизвестные ui,j. Иначе говоря, число неизвестных равно чис​лу уравнений и система будет замкнутой.
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Рис. 2. Шаблон «крест»
Значения функции u в узлах сетки, ле​жащих на границе рассматриваемой области, определяются заданными граничными усло​виями. Например, если в задаче об изгибе пластины ее края считаются жестко закреп​ленными, то смещение в граничных узлах полагается нулевым: u1, j = un j = ui,1 = ui,m = 0.

         Решение системы алгебраических уравнений, получаемой в результате конечно-разностной аппроксимации уравнения эллиптического типа, являет​ся одним из наиболее тяжелых по вычислительным затратам этапов расчета. Для повышения точности решения приходится использовать сетки с большим числом узлов, на которых формируются и довольно большие сис​темы - нередко до нескольких тысяч алгебраических уравнений. Одним из способов уменьшения числа узлов и является использование сеток с нерав​номерным шагом. При этом сетку сгущают в наиболее важных с точки зрения точности участках, например, вблизи углов или отверстий.

         В то же время решение задачи облегчается тем, что каждое из алгеб​раических уравнений содержит небольшое количество неизвестных. В каче​стве примера ниже приведена система с разреженной матрицей ленточного типа, полученной из (10) для прямоугольной области (рис. 1) при n = m = 5. В правой части записаны  ui,j  относящиеся к узлам, лежащим на границах.
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         Для решения подобных систем используют специальные методы, учи​тывающие разреженность матрицы коэффициентов. К специальным пря​мым относятся некоторые матричные методы и метод прогонки (аналог ме​тода Гаусса). Из итерационных применяют метод Якоби (одновременных смещений) и метод Гаусса-Зейделя (последовательных смещений), а также модификации последнего, например, метод верхней релаксации.
3.2.3. Аппроксимация уравнения гиперболического типа
[image: image104.png]


         Построение алгебраических уравнений на основе дифференциального уравнения гиперболического типа (1) выполняется, так же как и в предыду​щем случае, заменой производных конечно-разностными аналогами.

 В качестве примера рассмотрим задачу про​дольных   колебаниях   тонкого   однородного стержня длиной L (рис. 3), когда его дефор​мация u зависит только от продольной (вдоль оси стержня)                          Рис. 3. Модель стержня

координаты x и времени t.
         Колебания стержня описываются дифференциальным уравнением
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                                            (11)                                 
где а =√ E/ρ , E и ρ - модуль упругости и плотность материала стержня.
         Аппроксимация уравнения производится на сетке в координатах t и x. Примерный вид сетки показан на рис. 4. Данная задача не имеет верхней гра​ницы по координате t. Это объясняется тем, что с формальной точки зрения колебания в стержне могут продолжаться неопределенно долгое время, даже если будут учтены потери, приводящие к их затуханию.
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Рис. 4. Сетка в координатах t и x

         Используя сетку, запишем в конечных разностях уравнение, эквива​лентное (11):
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или
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                 (13)

где β = a ∆t/∆x. Из (12) и (13) видно, что форма шаблона уравнения гипербо​лического типа подобна форме шаблона уравнения эллиптического типа.
         Аналогично предыдущей задаче запишем уравнение (13) для каждого узла сетки и, подставляя в него вместо i и  j соответствующие этим узлам но​мера, получим систему связанных алгебраических уравнений.
         В качестве граничных условий по x в данной задаче могут использо​ваться любые условия, описывающие способ закрепления стержня. Например, жесткое закрепление предполагает нулевой сдвиг на концах стержня. Это соответствует условию u(x=0,t) = 0 и u(x=L,t) = 0, где  x = 0 и x = L - координаты концов стержня.
         По времени t в качестве начальных условий зададим при t = 0 исходную деформацию стержня и начальную скорость его колебаний
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                              (14)

         Решение системы уравнений для рассматриваемой задачи можно полу​чить с помощью сравнительно простой процедуры, называемой явной схемой. Эта схема строится на том, что все уравнения системы последовательно свя​заны между собой.
         Расчет будем проводить в следующем порядке. Вначале определим де​формацию   стержня   в   моменты   t = 0   и    t = 0+∆t.  Для   t = 0 деформация u(x,0) ≡ ui,j  известна из заданных начальных условий (14). Для следующего момента времени t = ∆t деформацию u(x, ∆t) ≡ ui,2  определим с помощью вто​рого начального условия, задающего скорость ∂u/∂t при t = 0:
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   тогда   [image: image25.png]U, =u, +v,,At.



                (15)

         При известных из (14) и (15) ui,1 и ui,2  начнем решение задачи следую​щим образом. Полагая, что j = 2, то есть ui,j-1  =  ui,1    и  ui,j  = ui,2 , подставим в (13) известную из (14) соответствующую t = 0 начальную де​формацию ui,1 ≡ u(x, t=0) = ƒд (x), и соответствующую t = ∆t деформацию ui,2 = ui,1 + νi,1 ∆t  (см. (14)). Вычисление правой части (13) позволяет опреде​лить ui,j+1  =  ui,3 момент времени t =  2∆t .
         Далее действуя аналогично и сдвигая шаблон решения на одну линию сетки по координате t, вычисляются последовательно фазы колебаний  ui,4 - из ui,2 и ui,3, затем ui,5 из ui,3 и ui,4 и так далее. То есть очередной временной слой j+1 рассчитывается из предыдущих - с индексами j и j-1.
         При решении гиперболического уравнения следует обращать внимание на выбор шага сетки по x и t. Теоретически можно показать, что приближен​ное решение, получаемое с помощью (13), сходится к точному при ∆x→0 и ∆x→0 со скоростью О(∆x2 +∆r 2), если β = a∆t/∆x < 1. Иначе говоря, если вы​бран шаг сетки ∆x по координате x, то появляется ограничение на шаг по времени ∆t.
         При β > 1 метод становится неустойчивым как в абсолютном, так и в относительном смысле. Последнее означает, что по мере продолжения вы​числений ошибки катастрофически нарастают. Теоретически показано, что при β = 1 метод устойчив и конечно-разностное решение совпадает с точным. При β < 1 решение хотя и устойчиво, но его точность с уменьшени​ем β  убывает.

3.2.4. Аппроксимация уравнения параболического типа
         Решение двухмерной задачи с уравнением параболического типа (2) выполняется с помощью сетки аналогичной приведенной на рис. 4.
         Рассмотрим процесс теплопередачи по длинному однородному стерж​ню длиной L, ось которого совпадает с осью х. Предположим, что в исходном состоянии стержень по всей длине имеет температуру T = T0. Затем, начиная с момента времени t = 0 температура на его правом конце х = L скачком возрастает до TL, в то время как на левом конце х = 0 поддер​живается температура T = T0. Теплопередачей через боковую поверхность стержня будем пренебрегать.

         Учитывая, что в стержне отсутствуют источники тепла (Q - 0),  запи​шем в конечных разностях уравнение, эквивалентное (2):
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                                  (16)                     
или
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                             (17)

где  β = (k/ρC)(∆t/∆x2). Из (16) и (17) видно, что шаблон для уравнения пара​болического типа напоминает перевернутую букву Т.
         Граничные условия по координате x в данной задаче включают темпе​ратуру на концах стержня: T1,j  = 0  при x = 0 и Tn, j  = TL при x = L. По времени t начальное условие задает исходное распределение температуры в стержне T(x,t=0) = T0.
         Запишем уравнение (17) для каждого узла сетки и, подставляя в него вместо i и j соответствующие этим узлам номера, получим систему связан​ных уравнений.
         Решение системы уравнений для данной задачи, так же как и в преды​дущем случае вычисляется с использованием явной схемы.
         При этом расчет упрощается за счет того, что распределение темпера​туры в стержне для каждого последующего временного слоя j+1 определяет​ся из известного распределения только в одном предыдущем слое j.
         При решении уравнения параболического типа также важен выбор ша​га ∆t. Для обеспечения сходимости и устойчивости метода желательно, что​бы параметр β = (k/ρC)(∆t/∆x2) в (17) не превышал 0,5. Нарушение этого условия приводит к расходящемуся или колеблющемуся решению.

3.2.5. Погрешность решения
         Погрешность решения методом конечных разностей в первую очередь определяется ошибкой, вносимой при замене исходного дифференциального уравнения на его конечно-разностный аналог.
         Вначале оценим погрешность аппроксимации (6) для первой производ​ной, используя разложение и(х) в окрестностях точки хi в ряд Тейлора:
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откуда
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          (19)

         Согласно  (18)  погрешность  конечно-разностной  аппроксимации  по формуле (6) обусловлена тем, что в ней не учитываются слагаемые высоких порядков, начиная с (∆x/2!)(∂2u/∂x2). Можно утверждать, что в (19) слагае​мые убывают по мере увеличения их порядка. Поэтому ошибка (6) приближенно равна (∆x/2!)(∂2u/∂x2).                 
         Аналогичную оценку нетрудно провести и для второй производной. Для этого необходимо воспользоваться (18) и аналогичным разложением, записанным для u(x i - ∆x): 
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         Сложив (18) и (20) получим выражение для второй производной:
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                (21)

         Из сравнения (21) и (8) видно, что погрешность (8) определяется не уч​тенными в ней слагаемыми высоких порядков, начиная с (∆x2/12)( ∂4u/∂x4). Поэтому ошибка (8) уменьшается пропорционально квадрату ∆x. Данный ре​зультат полезно учитывать при выборе шага сетки. Так, например, уменьшение вдвое шага ∆x = ∆y = h  приводит к снижению ошибки аппроксимации для уравнения эллиптического типа в четыре раза.
         Нельзя утверждать, что уменьшение шага сетки однозначно повышает точность решения методом конечных разностей. С увеличением количества уз​лов сетки возрастает объем вычислений и, следовательно, растут вычислитель​ные погрешности. На практике для оценки погрешности решения можно про​вести ряд пробных расчетов с разными значениями шага сетки и выбрать вари​ант, обеспечивающий приемлемую точность при невысоких вычислительных затратах.

3.3. Основы метода конечных элементов

         Существуют различные формулировки метода конечных элементов, различающиеся как в основных, так и в менее значительных деталях. Огра​ничимся кратким рассмотрением основных этапов решения задачи этим ме​тодом.

3.3.1. Формирование сетки
         Метод конечных элементов основывается на том, что любое непрерыв​ное распределение физической переменной u(x,y,z,t) в расчетной области, на​пример деформацию или температурное поле, можно аппроксимировать на​бором кусочно-непрерывных функций, определенных на конечном числе по​добластей (конечных элементов). Данные элементы имеют общие узловые точки и в совокупности аппроксимируют форму области.

         В зависимости от геометрии и размерности задачи используют различ​ные виды конечных элементов (см. рис. 5). Чаще всего применяются про​стейшие элементы - симплексы.
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Рис.   5.   Некоторые   виды   конечных   элементов:

 а — одномерные; б — двухмерные; в — трехмерные

         Количество узлов в симплексе на единицу превышает размерность за​дачи. Для двухмерной задачи симплекс-элементом будет являться прямоли​нейный трехузловой треугольник, а для трехмерных - прямолинейный четырехузловой тетраэдр. Широкое применение симплексов обусловлено тем, что они позволяют заполнять расчетную область произвольной формы полно​стью без разрывов, а также на них удобно использовать в качестве аппрокси​мирующих функций линейные полиномы.
         Обычно для разбиения расчетной области на элементы используется специальный алгоритм покрытия, обеспечивающий автоматическую гене​рацию сетки.
         Одна из таких процедур работает следующим образом (см. рис. 6, а). Вначале производится нанесение с некоторым шагом узлов на границу об​ласти. После этого внутри области строится вспомогательная кривая эквиди​стантная границе. На кривую также наносятся узлы. Поочередное соединение узлов на первом и втором контурах дает симплексы. Далее все операции по​вторяются до заполнения симплексами всей области.
         Известны и другие алгоритмы формирования конечных элементов, на​пример, "картографический", использующий наложение на расчетную об​ласть сетки, которая затем адаптируется к границам и неоднородностям гео​метрии, или методы, основанные на заполнении объекта набором фигур (тел) с использованием свойств симметрии или отражения.

[image: image33.png]


            [image: image34.png]



Рис.6. Построение сетки конечных элементов

         Пример автоматически сгенерированной трехмерной сетки для кругло​го диска показан на рис. 6 б.

3.3.2. Конечно-элементная аппроксимация
         Рассмотрим построение аппроксимации на одномерном примере. Пусть требуется найти распределение некоторой непрерывной функции u(x) вдоль стержня (см. рис. 7, а). На практике эта функция может описывать, например, распределение температуры или деформацию стержня.
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Рис. 7. Одномерное распределение

         Выберем и пронумеруем ряд точек вдоль оси x - это узловые точки (рис. 7, б). В нашем примере взято всего пять точек. Вообще говоря, их мо​жет быть произвольное количество, и располагаться они могут не на равном расстоянии друг от друга. Предположим, что значения u(x) в узловых точках известны. Они обозначены на рис. 7, б в соответствии с номерами узлов – u1, u2 , u3, u4, u5. 

         Разбиение расчетной области, то есть стержня, на конечные элементы может быть проведено различными способами. Можно, например, выделить четыре элемента, включив в каждый из них по два соседних узла (рис. 8, а). А можно выделить в стержне всего два элемента, содержащие по три узла (рис. 8, б).
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Рис. 8. Варианты разбиения стержня на элементы

         При использовании четырех элементов, каждый из которых включает только два узла, аппроксимирующая функция в пределах элемента будет ли​нейна по x, так как две точки однозначно определяют прямую линию. Общая аппроксимация зависимости u(x) по всей длине стержня будет складываться из четырех отрезков прямых (рис. 8, а).
         Зависимость u(x) в пределах одного элемента, ограниченного двумя со​седними узлами xi и xj (j = i + 1), можно представить линейным интерпо​ляционным полиномом u(x) ≈ a + ax x. Определив параметры a и ax по из​вестным в точках xi и xj значениям функции ui и uj, запишем интерполяцион​ный полином, то есть функцию элемента следующим образом:
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                (22)

где Ni и Nj     - так  называемые  функции  формы  конечного  элемента, ui и uj - значения функции u(x) в точках xi и xj, [N(e)] = [Ni Nj] -  матричная строка функций формы элемента, [image: image40.png]


 - вектор-столбец. Здесь следует отметить, что ряд терминов метода конечных элементов получили назва​ние из механики, где он впервые начал активно использоваться.

         В случае разбиения области на два элемента (рис. 8, б) три узловые точки в каждом из них позволяют однозначно определить функции элемен​тов в виде полиномов второй степени. Соответственно распределение u(x) на всей длине стержня будет аппроксимироваться кусочно-непрерывной квад​ратичной функцией. При этом общая аппроксимация для стержня может со​держать излом из-за несовпадения углов наклона графиков полиномов (их первых производных) в третьем узле.

         Для двухмерной или трехмерной задачи аппроксимация строится ана​логичным образом. В зависимости от вида элементов (количества используе​мых в них узлов) также применяется линейная или нелинейная аппроксима​ция. Примеры аппроксимации двухмерной непрерывной функции u(x,y) при​ведены на рис. 9.
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Рис. 9. Моделирование двухмерной скалярной функции с

по​мощью   линейной   (а)   и   нелинейной   (б)   аппроксимации

         Функция формы элемента будет представлена плоскостью, если для не​го взято минимальное число узлов, которое для треугольного элемента равно трем, а для четырехугольного - четырем. В этом случае используют линей​ную аппроксимацию u(x,y) ≈ a + axx + ayy.
         По аналогии с одномерным случаем линейный интерполяционный многочлен для простейшего треугольного элемента, включающего только три узла, записывают в виде
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                 (23)

где Ni , Nj , Nk - функции формы элемента, ui , uj , uk  - значения функции в узлах, принадлежащих элементу, [N(e)] - матричная строка функций формы элемента, [u(e)] - вектор-столбец значений функции u(x,y) в его узлах. Если элемент содержит большее количество узлов, то аппроксимирующая функ​ция элемента будет отображаться криволинейной поверхностью.
         Для всей расчетной области аппроксимацией распределения u(x,y) яв​ляется кусочно-линейная (или кусочно-нелинейная) поверхность, каждый из участков которой определяется на отдельном элементе с помощью значений u(x,y) в принадлежащих ему узлах.
         Для построения аппроксимации так, как это было показано выше, не​обходимо знать распределение u(x,y) во всей расчетной области. Однако до решения задачи эта зависимость обычно как раз и не известна. Тем не менее, используя аппроксимирующие формулы (22) или (23), решение можно полу​чить. Способы отыскания решения рассмотрены ниже.

3.3.3. Построение решения

         Вначале необходимо провести объединение конечных элементов в ансамбль. Значения  u1, u2, u3, ... в узлах теперь будем рассматривать как неиз​вестные переменные, которые необходимо найти. Сформируем из этих зна​чений, взятых по всей расчетной области, столбцовую матрицу, которую обозначим [u(∑)]. Каждой строке [u(∑)] соответствует узел сетки конечных элементов. Тогда аппроксимацией для всей расчетной области (в двухмерном случае) будет
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где [N(∑)] - матричная строка функций формы всех конечных элементов, вхо​дящих в расчетную область. При составлении матриц [N(∑)] и [u(∑)] произво​дится сквозная нумерация узлов. Для двух- и трехмерных задач эта процеду​ра сложна и от нее в значительной степени зависит время расчета.
         Следующий этап - построение разрешающей системы алгебраических уравнений на основе конечно-элементной аппроксимации. В результате ре​шения задачи узловые значения u1, u2, u3, ...  должны быть "подобраны" так, чтобы они обеспечивали наилучшее приближение к истинному распределе​нию u(x.y). Этот "подбор" может осуществляться различными способами.
         Существуют вариационная и проекционная формулировки метода ко​нечных элементов. При вариационном подходе производится минимизация некоторого функционала, связанного с исходным дифференциальным урав​нением. Например, в задачах механики может минимизироваться потенци​альная энергия системы. Процесс минимизации приводит к решению систе​мы алгебраических уравнений относительно узловых значений u(x).
         Проекционный вариант метода конечных элементов является частным случаем метода взвешенных невязок. Последний основан на минимизации невязки в дифференциальном уравнении при подстановке в него приближен​ного решения вместо точного. В методе конечных элементов оценка невязки производится по отдельным элементам и также сводится к решению системы алгебраических уравнений относительно узловых значений u(x).
         При построении решения функции формы N позволяют определять в пределах каждого элемента пространственные дифференциальные операторы первого порядка от скалярного или векторного поля (см. (22)), например:

[image: image45.png]grad(u) =grad[ N9 [u7] , divA=grad[ NV ]| 47|,




где   [image: image46.png]


  -   узловое   распределение   векторного   поля   [image: image47.png]


 в   пределах элемента,  [image: image48.png]grad[ N9 |=[a,]-¢, +[a, ] e,
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 - единичные базисные век​торы (орты) декартовой системы координат.

         В методе конечных элементов также как и в методе конечных разно​стей матрица коэффициентов системы уравнений включает большое число нулевых элементов, что облегчает решение задачи.

         К достоинствам метода конечных элементов, благодаря которым он на​ходит широкое применение, относятся гибкость и разнообразие сеток, четко формализованные алгоритмы построения дискретных задач для произволь​ных областей, простота учета естественных краевых условий. Кроме того, этот метод применим к широкому классу исходных задач, а оценки погреш​ностей приближенных решений, как правило, получаются при менее жестких ограничениях, чем в методе конечных разностей.

         Несмотря на то, что метод конечных разностей на первый взгляд пред​ставляется наиболее легким в реализации, и был разработан раньше метода конечных элементов, последний в настоящее время является доминирующим в современных расчетных программах.

3.4. Использование пакетов MathCAD и MATLAB

         В настоящее время существует широкий спектр программных средств, обеспечивающих решение задач, описываемых дифференциальными уравне​ниями в частных производных. Часть из них, например CosmosWorks, MSC  Nastran или ANSYS, относятся к так называемым CAE-системам (CAE – Computer Aided Engineering). Они применяются при разработке сложных технических объектов, в частности в автомобильной и аэрокосмической отрасли. MathCAD и MATLAB также имеют средства ре​шения задач невысокой сложности в двухмерной постановке.
3.4.1. Примеры выполнения расчетов в пакете MathCAD
         Для решения уравнения Пуассона (3) или Лапласа (4) на области, имеющей квадратную форму, в пакете MathCAD служат функции relax и multigrid.

         Функция relax  использует метод релаксации для нахождения прибли​женного решения. При этом уравнение Пуассона представляется в виде (см. (10)):
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Обращение к функции  relax  выполняется следующим образом:

relax(a, b, c, d, e, f, u0, R) ,

где a, b, c, d, e - квадратные матрицы одинакового размера, содержащие ко​эффициенты вышеприведенного уравнения, f - квадратная матрица, содер​жащая значения правой части уравнения в точках области, в которой ищется решение, u0 - квадратная матрица, содержащая граничные значения решения на границе области и начальное приближение для решения внутри области, R - спектральный радиус итераций Якоби. Параметр R управляет сходимостью алгоритма релаксации. Оптимальное значение R зависит от параметров зада​чи и выбирается в пределах 0 < R < 1 .
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         Рассмотрим пример с использованием функ​ции relax. Найдем распределение температуры T(x,y) на тонкой квадратной пластине (рис.10). Рас​пределение описывается уравнением Лапласа
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Рис. 10. Модель пластины

Заданы    следующие    граничные    условия:

на левой стороне пластины - T(Г1 ) = 273 + 97 y3   К;

на   верхней   стороне - T(Г2) = 273 + 85x2   К;  

на   правой   стороне - T(Г3) = 358-28y2   К; 
на нижней стороне - Т(Г4) = 350 + 20соs(πx)   К.

Запишем решение задачи в MathCAD следующим образом.

Формирование равномерной сетки

∆x := 0.1   ∆y := 0.1       i := 0.. 10   j := 0.. 10       xi := ∆x·i   yj := ∆y·j

Граничные условия

Г1(y):=273+97·y 3    Г2(x):=273+85·x 2    Г3(y):=358-28·y 2    Г4(x):=350+20·соs(πx)

T j,0:= Г1(y j)             T 0,i:= Г2(x i)             T j,10:= Г3(y j)          T 10,i:= Г4(x i)     

Коэффициенты дифференциального уравнения
a j,i:=1            b j,i:=1            c j,i:=1            d j,i:=1           c j,i:=-4            f j,i:=0            

Решение уравнения

R:= 0.5                      T:= relax (a, b, c, d, e, f, T, R)

Результат – матрица значений температуры в узлах сетки
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Распределение температуры по пластине представлено на рис. 11.

[image: image54.png][os -

NN

a0y
"2,

Sag

29

Sop





Рис. 11. Распределение температуры по пластине
         В приведенном примере отсчет узлов сетки начинается с индексов i = 0, j = 0, так как в MathCAD по умолчанию нумерация элементов массивов начинается с нуля. При необходимости можно ввести нумерацию начиная с единицы, задав соответствующий параметр ORIGIN = 1 .
         В следующем примере рассмотрим расчет колебаний u(x,t) тонкого од​нородного по длине стержня методом конечных разностей (см. п. 1.2.3). Закрепление концов стержня будем полагать жестким, что соответствует ну​левому сдвигу на концах стержня: u(x=0,t) = 0 и u(x=L,t) = 0, где x = 0 и x = L- координаты концов стержня.
         Предположим, что деформация стержня и начальная скорость его дви​жения ν(х) в момент времени  t = 0 соответственно равны
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где A= 0,002 м. Аналогично тому, как это было сделано в п. 1.2.3, определим деформацию стержня ui,2 в момент времени t =  ∆t (см. (15)):

[image: image56.png]=v(x) = Vigs TO Uy =y +V, At =u,,





где νi,1 = ν (x) = 0 при t=0.

         Зададим исходные данные к расчету: длина стержня L = 0,05 м; модуль упругости Е = 2·1011 Н/м2; плотность материала ρ = 8·103 кг/м3.
         Взяв шаг сетки по координате х равный ∆x = L /Ni = L /50  = 10-3м (где  Ni  -  количество   шагов   разбиения   по   x)   и   шаг  по   времени
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найдем решение:

L:= 0.05       E:= 2·1011       ρ:= 8·103       A:= 0.002

Ni := 50       Nj := 250       
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         Форма рассчитанных колебаний стержня показана на рис. 12.
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Рис. 12. Колебания тонкого стержня

         Для решения уравнения параболического типа (см. п. 1.2.4) может быть использована аналогичная схема расчета.

3.4.2. Выполнение расчетов в пакете MATLAB

         Пакет MATLAB содержит приложение PDE Toolbox (от англ. Partial Differential Equation  - дифференциальное уравнение в частных производных). Приложение обеспечивает решение дифференциальных уравнений в частных производных методом конечных элементов в двухмерной постановке. Оно включает графический интерфейс; инструменты задания формы уравнений и граничных условий; процедуру автоматической генерации сетки конечных элементов; средства для визуализации полученного решения и его анимации. PDE Toolbox использует проекционную формулировку метода конечных элементов.
         PDE Toolbox представляет собой набор специальных функций, напи​санных на языке MATLAB. Особое место среди всех функций PDE Toolbox занимают pdetool и pdeinit. При вызове этих функций из рабочего окна MATLAB разворачивается графический интерфейс, обеспечивающий реше​ние задачи.
         З а п у с к  п р и л о ж е н и я  PDE Toolbox  приводит к появлению на экране окна графического интерфейса, изображённого на рис. 13.
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Рис. 13. Графический интерфейс PDE Toolbox

         В верхней части интерфейса располагается строка главного меню, включающего пункты "File", "Edit" и другие. Непосредственно под главным меню размещена панель, включающая инструменты PDETool, список видов задач "Application" и указатель значений координат x и y. Ниже расположены окно "Set formula" (ввод формулы) и собственно графическое окно для рабо​ты с изображением расчётной области. Внизу имеется информационная строка "Info" и кнопка "Exit" (выход).
         Рассмотрим кратко основные этапы решения задачи в PDE Toolbox на примере расчета распределения электрического потенциала в автоэмиссион​ной диодной ячейке (рис. 14).

[image: image106.emf]
         Ячейка   представляет   собой   двухэлектродную структуру, содержащую катод со скругленным на конце выступом и располо​женный над ним анод. Будем полагать, что объ​емный заряд в межэлектродном пространстве отсутствует и распределение потенциала φ(х,у) подчиняется уравнению Лапласа (см. (4))
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          Рис. 14. Диодная структура      

         Н а  п е р в о м  э т а п е  необходимо сформировать исходную геометрию задачи в графическом окне интерфейса PDE Tool (см. р. 15).
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Рис. 15. Подготовка изображения двухэлектродной структуры в окне PDE Tool

         Показанная на рис. 15 геометрия структуры составлена из набора гео​метрических фигур - прямоугольника R1, окружности E1 и многоугольника P1.
         Изображения электродов формируются с помощью команд пункта Draw (Рисовать) главного меню: Draw Mode - переключение в режим ввода (прорисовки) геометрии; Rectangle/square - ввод прямоугольника или квадрата с помощью мыши начиная от его верхней левой вершины; Rectangle/square (centered) - ввод прямоугольника или квадрата с помощью мыши начиная от его центра; Ellipse/circle - ввод эллипса или круга с помощью мыши начиная от верхней левой точки; Ellipse/circle (centered)  - ввод эллипса или круга с помощью мыши начиная от центра; Polygon - прорисовка много​угольника отрезками ломаной линии, пока она не станет замкнутой; Rotate - поворот выделенных объектов вокруг некоторой точки; Export Geometry Description, Set Formula, Labels... - экспорт в базовую рабочую область MATLAB переменных описания геометрии.
         Быстрый вызов некоторых из этих команд обеспечивают элементы инструментальной панели[image: image66.png]


 и [image: image67.png]


 - прямоугольник (квадрат), [image: image68.png]


 и [image: image69.png]


 - эллипс (круг),  [image: image70.png]


 - многоугольник.
         Для получения изображений произвольной формы служит строка "Set formula", располагающаяся под инструментальной панелью. В ней мож​но задать слияние нескольких фигур или "вычесть" их друг из друга исполь​зуя. В данном случае используется формула R1-P1-E1, где R1 - прямо​угольник (квадрат), P1 - многоугольник, E1 - эллипс (круг).
         Команды для редактирования изображения и настройки графического окна содержатся в следующих пунктах главного меню.
         Edit (Правка) содержит команды: Undo - отмена последнего действия; Cut - вырезать выделенный геометрический объект и поместить его в буфер; Copy - копировать выделенный объект в буфер; Paste - вставить геометриче​ский объект из буфера; C1ear - удалить выделенный объект; Select All - вы​делить все геометрические объекты.
         Options (Опции) содержит команды: Grid - показать / скрыть коорди​натную сетку; Grid Spacing - установить пределы и шаг сетки; Snap - округ​лять координаты указателя мыши; Axes Limits - установить пределы координатных осей; Axes Equal - установить одинаковый масштаб по осям x и y; Turn Off Toolbar Help - выключить подсказки по инструментальной панели; Zoom - показать с увеличением выделенную часть модели; Application - переключение вида задачи; Refresh - обновить изображение модели.
         Второй этап включает ввод граничных условий на граничных сег​ментах (см. рис. 16) и параметров уравнения. Определить условие на любом из сегментов можно, выделив его двойным щелчком левой кнопки мыши. Соответствующие команды располагаются в разделах Boundary и PDE глав​ного меню.
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Рис. 16. Границы расчетной области

         Boundary  (Границы) содержит команды: Boundary Mode  -  ввод граничных условий; Specifу Boundary Conditions... - ввод параметров граничных ус​ловий; Show Edge Labels - показать номера граничных сегментов;  Show Subdomain Labels - показать номера зон; Remove Subdomain Border - удалить границу зон; Remove All Subdomain Border  - удаление всех границ зон; Export Decomposed Geometry, Boundary Cond's... - экспорт в рабочую область MATLAB переменных описания граничных условий.
         PDE (Уравнение) содержит команды: PDE Mode - переключение в ре​жим ввода параметров уравнения; Show Subdomain Labels  - показать номера зон; PDE Specifications… - ввод параметров (коэффициентов) уравнения; Export PDE Coefficients... - экспорт в базовую рабочую область переменных, описывающих РDЕ коэффициенты в расчётной области.
         Переход к выполнению этих команд также обеспечивается элементами инструментальной панели [image: image72.png]90




  - граничные условия и [image: image73.png]o1




 - параметры уравнения.

         В качестве граничных условий (см. п. 1.1) на нижней и верхней грани​цах зададим электрические потенциалы электродов, то есть условие  Дирихле:  вверху   (на   аноде) φ = 1000 В  и  внизу  (на катоде) φ = 0 В.    На  левой  и  правой  границах   зададим   условие    Неймана ∂φ/∂n = 0 (где n - нормаль к границе), учитывая определенную симметрию задачи. Для ввода условия на каком-либо сегменте границы   необходимо   его   выделить   и   открыть   диалоговое   окно "Boundary Conditions". В окне следует установить переключатель в режим Dirichlet или Neuman и задать числовые параметры.

         Зададим параметры уравнения эллиптического типа, вызвав через ме​ню или панель инструментов диалоговое окно "PDE Specification". Выберем тип уравнения - "Elliptic". Если в списке "Application" установлен режим "Electroststics" (задача электростатическая), то в окне MATLAB уравнение имеет вид "-div(ε×grad(φ))=ρ", где ε - диэлектрическая проницаемость, φ -электрический потенциал, ρ - объемный заряд. В том случае, когда установлен режим "Generic Scalar" в списке "Application" (задача в обобщенной скаляр​ной форме), запись уравнения в MATLAB имеет вид 

"-div(c×grad(u))+a×u=f". Зададим  ε = 1,  ρ = 0 (или  c = 1,  a = 0 ,  и 

f= 0).
         На следующем этапе формируется сетка конечных элементов (см. рис. 17). PDE Toolbox поддерживает только симплекс-элементы, для ко​торых характерны линейные функции формы (см. (22) и (23)).
         Пункт Mesh (Сетка) главного меню включает следующие команды для работы с сеткой: Mesh Mode - переключение в режим построения сетки; Initialize Меsh - генерация сетки; Refine Mesh - сгущение сетки; Jiggle Mesh  - регуляризация сетки в пределах установленной величины; Undo Mesh Changle - отменить последнее изменение сетки; Display Triangle Quality - отобразить в цвете показатель регулярности конечных элементов; Show Node Labels - показать номера узлов; Show Triangle Labels  - показать номера конечных элементов; Parameters... - установить параметры генерато​ра сетки; Export Mesh - экспорт сетки в базовую рабочую область.
         На рабочей  панели  этому разделу  меню  соответствуют элементы [image: image74.png]


- генерация сетки и    [image: image75.png]


 - сгущение сетки.
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Рис. 17. Формирование сетки

         Следующий этап включает собственно решение задачи и его вы​вод в графическом виде (см. рис. 18). Соответствующие команды располага​ются в пунктах Solve и Plot главного меню.
         Solve (Решение) содержит команды: Solve PDE - решить краевую зада​чу; Parameters... - установить параметры решателя; Export Solution... - экс​порт решения в базовую рабочую область. На инструментальной панели раз​дела Solve соответствует элемент [image: image77.png]


.

         Plot (График) содержит команды: Plot Solution - отобразить решение; Parameters... - установить параметры отображения решения; Export Movie... - экспорт в базовую рабочую область информации, необходимой для анимации решения нестационарной задачи. На панели PDETool имеются элементы : 

[image: image78.png]


 - настройка графики и  

[image: image79.png]


 - увеличить фрагмент.
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Рис. 18. Результат решения для двухэлектродной структуры: распределение    эквипотенциальных    линий        φ   =    const
         Результаты расчета можно сохранить, обратившись к пункту File (Файл) меню, включающему команды: New - создать новую модель; Open... - открыть ранее сохранённую в m-файле модель; Save - сохранение модели в m-файле с текущим именем; Save As... - сохранение модели в m-файле; Print... - печать рисунка; Exit - закрытие приложения PDETool.
         В   с л е д у ю щ е м   п р и м е р е  рассмотрим расчет колебаний тонкой пластины квадратной формы (рис. 19), описываемых обобщенным гипербо​лическим уравнением вида
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Рис. 19. Модель пластины

[image: image107.emf]
         Будем считать, что пластина жестко закреп​лена на левой и правой границах - u = 0, а два дру​гих ее края свободны - ∂u/∂n = 0.
         Расчет с помощью PDETool будем проводить в следующем порядке. Вначале установим вид рас​чета "Generic Scalar" в окне "Application" (обычно этот режим выбран по умолчанию).
         Начертим изображение пластины в графическом окне PDETool таким образом, чтобы ее центр совпал с началом координат (x = 0, y = 0) и стороны были равны a = b = 2, где a - размер по оси x, b- размер по оси y (см. рис.19).
         Будем задавать граничное условие Дирихле u = 0 на левой и правой сторонах. На двух других сторонах примем условие Неймана ∂u/∂n = 0.
         Укажем, что задача описывается уравнением гиперболического типа, и введем соответствующие коэффициенты c = 1, a = 0, f = 0, d = 1 (рис. 20).
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Рис. 20. Ввод параметров дифференциального уравнения

         Зададим   параметры   решения   и   начальные   условия   -   исходную деформацию пластины при  t = 0:

[image: image83.png]



[image: image108.emf]         Для этого воспользуемся диалоговым окном "Solve Parameters", которое можно открыть выбрав пункты меню Solve → Parameters... (рис. 21).

         Вначале выберем шаг и верхний предел решения по времени. Для па​раметра Time введем строку "0:0.1:10". Таким образом, расчет будет выпол​няться по времени в пределах  t = 0... 10 с шагом  ∆t = 0,1.

         Начальные условия также запи​сываются с учетом особенностей язы​ка пакета MATLAB.
         Начальная деформация указыва​ется строкой

"atan(cos(pi*x/2))" ,

а первая производная

"3*sin(pi*x) .*exp(sin(pi*y/2))" .
          Рис. 21. Ввод параметров решения              

         Относительную и абсолютную погрешность примем равными 0,01 и 0,001, сохранив установленные по умолчанию значения.
         Сформируем сетку и настроим графические параметры решения с по​мощью диалогового окна "
Plot Selection" (рис. 22).
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Рис. 22. Параметры анимации
         Завершающий этап - запуск решения задачи. После окончания вычис​лений в графическом окне интерфейса PDETool отображается деформация пластины в момент времени t = 10, а в дополнительном окне - анимация ко​лебаний пластины (рис. 23).
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Рис. 23. Анимация решения гиперболического уравнения

         П р и л о ж е н и е   PDETool поддерживает решение различных типов задач, описываемых дифференциальными уравнениями в частных производ​ных. В приведенной ниже таблице представлены основные из этих вариантов. Первая строка - "общий вид" соответствует обобщенной задаче, остальные относятся к конкретным физическим приложениям. В таблицу не включены задачи на собственные значения и системы дифференциальных уравнений.

4. УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ РАБОТЫ
4.1. Подготовка к работе

         Изучите методы решения дифференциальных уравнений в частных производных (ДУЧП) на ЭВМ, используя указанную литературу. Обратите особое внимание на следующие вопросы:
         1. Виды ДУЧП и их основные свойства;
         2. Различие дополнительных условий для ДУЧП эллиптического, пара​болического и гиперболического типов;
         3. Различие подходов к решению ДУЧП методами конечных разностей и конечных элементов;
         4. Выбор параметров сетки в методах конечных разностей и конечных элементов, их влияние на погрешность расчета.
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4.2. Порядок выполнения работы

         1. Формализуйте задачу для решения на ЭВМ. В случае необходимости произведите нормировку ДУЧП и другие преобразования, облегчающие ре​шение на ЭВМ.
         2. Выберите программную реализацию решения (с помощью специаль​ных встроенных процедур в пакетах MATLAB, MathCAD или в виде отдель​ной программы на языке высокого уровня).
         3. Выполните расчет на ЭВМ.
         4. Оформите отчет по работе.
4.3. Содержание отчета
        1. Цель работы.
         2. Задание.
         3. Описание метода решения - краткие сведения из теории (формулы, алгоритм и т.п.).
         4. Программа (распечатка), описание программы.
         5. Анализ результатов и краткие выводы по работе.
4.4. Контрольные вопросы
         1. Приведите классификацию ДУЧП в зависимости от их математиче​ской природы и физического смысла.
         2. Какого вида граничные условия используют в задачах с ДУЧП?
         3. Каковы особенности численного решения ДУЧП эллиптического, гиперболического и параболического типа?
         4. Какие виды сеток используются в методе конечных разностей? Ка​ким образом строят на этих сетках разностные аппроксимации и соответст​вующие им шаблоны?
         5. Какие прямые и итерационные методы используют для решения сис​тем алгебраических уравнений в задачах с ДУЧП?
         6. Опишите метод прогонки и его роль в решении задач с ДУЧП.
         7. Дайте характеристику итерационных методов, используемых для решения систем алгебраических уравнений в задачах с ДУЧП.
         8. Как задаются граничные условия? Каким образом задается начальное приближение при решении ДУЧП с использованием итерационных методов? Ответ поясните на примере решенной задачи.
         9.   Из каких соображений выбирают шаг сетки в методе конечных раз​ностей?
         10. Каковы источники погрешности при решении задачи с ДУЧП? Ка​ким образом можно оценить погрешность результата численного решения?
         11. В каких случаях может возникать неустойчивость решения задачи? Как влияет выбор параметров сетки на устойчивость?

         12. Что понимают под сходимостью процесса решения задачи? Ответ поясните на примере решенной задачи.
         13. В чем заключается основное различие методы конечных разностей и метода конечных элементов?
         14. Каким образом строят дискретную модель в методе конечных эле​ментов? Каким образом строят аппроксимации решения?
         15.  Опишите последовательность решения задачи методом конечных эле​ментов.
         16. Расскажите об особенностях представления чисел в ЭВМ. Как влия​ет способ представления чисел в ЭВМ на точность расчетов?
         17. Назовите три основных источника погрешностей при решении за​дач на ЭВМ, их природу и способы уменьшения.
5. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ
         Ниже приведены варианты заданий. Каждое из них включает ряд вариан​тов, отличающихся друг от друга набором исходных данных. Все параметры в формулах, если не оговорено иное, следует записывать в системе СИ.

[image: image109.emf]         Задание 1. Распределение температуры T(x,y) на тонкой пластине прямоугольной формы описывается уравнением Лапласа
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         Найдите распределение T(x,y). Размеры a, b и граничные условия указаны в таблице.
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[image: image110.emf]         Задание 2. На подложке интегральной микросхемы располагается кри​сталл планарного биполярного транзистора (см. рисунок). Для описания распределения температуры в структуре  используется уравнение Лапласа:    

              [image: image89.png]oT T
A




         Подложка прямоугольной формы имеет размеры A x В. Предполагается, что транзистор в объеме и на своей геометрической границе имеет темпера​туру Tт. Требуется определить распределение температуры по всей подлож​ке. Размеры транзистора - 0,6 х 0,6 мм. Граничные условия, а также размеры A и B, a и b указаны в таблице.
	Параметр
	Вариант

	
	2-1
	2-2
	2-3
	2-4
	2-5
	2-6

	A, мм
	8
	6
	24
	12
	7
	4

	B, мм
	5
	5
	10
	10
	5
	6

	a, мм
	2
	3
	7
	4
	2,5
	1,5

	b, мм
	2
	2
	4
	6
	1,5
	3

	Tт ,°С
	100
	120
	110
	120
	110
	90

	T(Г1), °С
	0
	0
	20
	10
	25
	30

	T(Г1), °С
	0
	10
	20
	20
	45
	20

	T(Г3), °С 
	0
	20
	20
	10
	25
	30

	T(Г4), °С 
	0
	10
	20
	0
	15
	55


[image: image111.emf]
         Задание 3. Прямоугольная металлическая пла​стина с вырезом (см. рисунок) используется как теплоотводящий элемент. В угловом вырезе пластины (границы Г2 и Г3) расположен источник тепла. Рас​пределение температуры T(x,y)  по площади пласти​ны описывается уравнением Лапласа:
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         Найдите распределение T(x,y). Размеры A, B, C  и  граничные условия даны в таблице.

	Параметр
	Вариант

	
	3-1
	3-2
	3-3
	3-4
	3-5
	3-6

	A, мм
	200
	180
	120
	150
	100
	210

	B, мм
	45
	55
	55
	75
	85
	110

	C, мм
	65
	70
	55
	45
	70
	80

	T(Г1), °С 
	30
	35
	29
	28
	35
	40

	T(Г2), °С
	60
	65
	60
	70
	65
	0,29

	T(Г3), °С 
	60
	65
	60
	70
	65
	0,29

	T(Г4), °С
	30
	35
	29
	28
	35
	40

	T(Г5), °С
	20
	25
	20
	25
	20
	25

	T(Г6), °С 
	20
	25
	20
	25
	20
	25


         Задание 4. Процесс передачи тепла в твердом веществе описывается уравнением теплопроводности
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где   ρ   и   C -  плотность   и   теплоемкость   вещества,   T -  температура, k - коэффициент теплопроводности, Q - плотность источников тепла.
         Рассчитайте процесс изменения температурного распределения T(х,t) в стержне, при указанных в таблице данных. Длина стержня L = 1м. Значения температуры на левом и правом концах стержня соответственно T(x=0) = T0 и T(x=L) = TL. Объемные источники тепла отсутствуют: Q = 0.

	Параметр
	Вариант

	
	4-1
	4-2
	4-3
	4-4
	4-5
	4-6

	ρ, кГ/м3
	2,8·103
	3,5·103
	3,5·103
	2,9·103
	3·103
	3,5·103

	C, Дж/Кг·К
	880
	140
	250
	300
	330
	440

	k, Вт/м·К
	75
	210
	100
	80
	150
	180

	T0,°С
	0
	150
	20
	210
	35
	140

	ТL, °С
	100
	10
	120
	70
	65
	5


         Задание 5. Пространственное распределение концентрации некоторого вещества-примеси в неподвижной среде-"растворителе" описывается урав​нением диффузии:
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где N - объёмная концентрация, D - коэффициент диффузии, D grad(C) - плотность потока переноса примеси в процессе диффузии, Q - объёмная плотность источника примеси.
         Проводится диффузионная обработка участка кремния, на котором предполагается разместить интегральную схему. Для этого на поверхность эпитаксиального слоя n-типа наносится акцепторная примесь, вследствие че​го в приповерхностном слое объемная концентрация равна N0. После этого для диффузионной обработки образец помещают в печь на 1час.
         Рассчитайте процесс диффузии в образце N(x,t) при указанных в табли​це данных. Объемные источники диффузии отсутствуют: Q = 0.

	Параметр
	Вариант

	
	5-1
	5-2
	5-3
	5-4
	5-5
	5-6

	D, м2/с
	2,8·10-6
	1,5·10-5
	5,2·10-6
	0,8·10-5
	2,5·10-6
	1,2·10-6

	N0, м-3
	1,9·1025
	2,5·1026
	3,3·1025
	2,2·1024
	4,5·1025
	6,4·1021


         Задание 6. Металлическая пластина, жестко закрепленная по краям, как показано на рисунке, равномерно нагружена по площади (нагрузка - P). Прогиб пластины  W описывается уравнением Пуассона:
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где D = Еh3/[12(1-ν2)] - изгибная жесткость, Е - модуль упругости, h - толщина пластины, ν - коэффициент Пуассона.
         Рассчитайте прогиб пластины при исходных данных, приведенных в таблице. На краях пласти​ны используйте граничное условие W = 0.

	Параметр
	Вариант

	
	6-1
	6-2
	6-3
	6-4
	6-5
	6-6

	A, мм
	180
	150
	200
	120
	180
	180

	B, мм
	65
	75
	125
	55
	55
	100

	C, мм
	100
	65
	70
	65
	70
	70

	D, мм
	50
	60
	80
	60
	90
	80

	P,Н
	50
	80
	90
	50
	70
	40

	h, мм
	5
	4,5
	5,5
	7,5
	6
	1

	Е, Н/м2
	70·109
	120 · 109
	40·109
	150·109
	200·109
	40·109

	ν 
	0,28
	0,35
	0,29
	0,28
	0,35
	0,29


[image: image113.emf]


         Задание 7. Пластина прямоугольной формы с вырезом на одной из сторон жестко закреплена по краям и равномерно нагружена по площади. Про​гиб пластины определяется из уравнения Пуассона (см. задание 6).
         Рассчитайте прогиб W(x.y) по данным, приведенным в     таблице:     A,     B    -     размеры     пластины; h - ее толщина; R - радиус выреза; P - нагрузка; E - модуль упругости; ν - коэффициент Пуассона. Граничное условие W= 0.

	Параметр
	Вариант

	
	7-1
	7-2
	7-3
	7-4
	7-5
	7-6

	А, мм
	180
	150
	200
	120
	180
	180

	В, мм
	65
	75
	140
	100
	90
	100

	R, мм
	25
	15
	40
	45
	35
	30

	H, мм
	2
	5
	4
	6
	5
	2

	P,Н
	70·109
	55·109
	65·109
	80·109
	110·109
	70·109

	E, Н/м2
	40
	70
	140
	50
	120
	60

	ν
	0,3
	0,3
	0,28
	0,33
	0,3
	0,28


[image: image114.emf]         Задание 8. Пластина прямоугольной формы с отверстием в середине жестко закреплена по краям и равномерно нагружена по площади (нагрузка - Р). Прогиб пластины W(х.y) описыва​ется уравнением Пуассона (см. задание 6).

         Рассчитайте W(x,y) по данным, приведенным в таблице: А и B - размеры 
пластины; С - расстояние от края пластины до центра отвер​стия; R - радиус отверстия; h - толщина пластины; Е - модуль упругости; ν  - коэффициент Пуассона. На краях пластины граничное условие W = 0, по краю отверстия - ∂W/∂n = 0, где n - нормаль к краю отверстия.

	Параметр
	Вариант

	
	8-1
	8-2
	8-3
	8-4
	8-5
	8-6

	А, мм
	150
	90
	120
	200
	100
	120

	В, мм
	115
	75
	100
	130
	90
	100

	С, мм
	55
	35
	60
	80
	35
	50

	R, мм
	25
	15
	30
	25
	30
	30

	h, мм
	1
	2
	1
	2
	3
	2

	Р, Н
	50
	40
	55
	65
	10
	25

	E, Н/м2
	30·109
	40·109
	70·109
	40·109
	90·109
	50·109

	ν
	0,3
	0,33
	0,3
	0,3
	0,32
	0,27


Задание 9. Продольные колебания u(x,t) тяги описываются уравнением 
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где E - модуль упругости, ρ - плотность материала стержня. Тяга имеет дли​ну L и закреплена на концах. Захватив тягу в центре (см. рисунок), ее дефор​мируют так, что продольное перемещение становится равным ∆u:
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         Затем тяга освобождается. Рассчитайте колебания u(x,t) при заданных в таблице параметрах.

	Параметр
	Вариант

	
	9-1
	9-2
	9-3
	9-4
	9-5
	9-6

	L, см
	10
	18
	32
	15
	25
	6

	∆u, см
	0,1
	0,2
	0,15
	0,1
	0,2
	0,15

	E, Н/м2
	110·109
	120·109
	97·109
	86·109
	120·109
	82·109

	ρ , кг/м3
	4,3·103
	5,9·103
	6,7·103
	8,5·103
	7,4·103
	9,7·103


         Задание 10. Колебания тонкой пластины (см. рисунок) без учета потерь на трение описываются нормированным волновым уравнением вида
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[image: image96.emf]
где u(x,y,t) - деформация пластины, 

x, y - коор​динаты, t - время.
         Рассчитайте колебания при заданных в таблице размерах a и b, граничных Г1, Г2, Г3, Г4  и начальных u(t=0) и ∂u/∂t‌‌‌‌‌‌‌‍‍‍‍ ׀‌‌‍‌t=0 условиях.
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         Задание 11. Коаксиальный кабель со смещенной центральной жилой, поперечное сечение которого показано на рисунке, имеет следующие размеры: d - диаметр центрального проводника; w - его смещение относительно оси эк​рана; D - диаметр экрана. Распределение статическо​го электрического потенциала φ(x,y) между провод​ником и экраном описывается уравнением Лапласа

[image: image98.emf]
где x и у - координаты. 

         Рассчитайте распределение φ(x,y) в сечении кабеля при указанных в таблице размерах d, w, D  и потенциале центрального проводника φ1. Потен​циал экрана φ2 примите равным нулю.

	Параметр
	Вариант

	
	11-1
	11-2
	11-3
	11-4
	11-5
	11-6

	d , мм
	7
	4
	3
	2
	2
	3

	w, мм
	8
	5
	2
	5
	3
	6

	D, мм
	30
	20
	10
	15
	12
	25

	φ1, В 
	22 
	25 
	13 
	9 
	15 
	10 
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         Задание 12. Распределение статического элек​трического потенциала φ(x,y) в поперечном сечении экранированной двухпроводной линии описывается уравнением Лапласа (см. предыдущее задание). Линия имеет следующие размеры (см. рисунок): d1 и d2 - диаметры проводников; w1 и w2 - их смеще​ние относительно оси экрана; D - диаметр экрана.
         Рассчитайте распределение φ(x,y) при указан​ных в таблице размерах и потенциалах проводников  φ1 и φ2 относительно заземленного экрана.

	Параметр
	Вариант

	
	12-1
	12-2
	12-3
	12-4
	12-5
	12-6

	d1, мм
	3
	4
	3
	2
	2
	3

	d2, мм
	3
	4
	3
	2
	2
	3

	w1, мм 
	5
	4
	3
	4
	3
	6

	w2, мм
	5
	4
	2
	5
	3
	6

	D, мм
	30
	20
	15
	20
	12
	25

	φ1, В
	15
	-10
	13
	-25
	-15
	4

	φ 2, В
	-15
	9
	-13
	20
	15
	-9
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         Задание 13. Проводник круглого сечения расположен в прямоугольном металлическом экране (см. рисунок): Ах, Ау - ширина и высота экрана; d - диаметр проводника. Распределе​ние статического электрического потенциала φ(х,y) между проводником и экраном описыва​ется уравнением Лапласа (см. задание 11).
         Рассчитайте распределение φ(х,y) при указанных в таблице данных, где φ1 и φ2- потенциалы проводника и экрана.

	Параметр
	Вариант

	
	13-1
	13-2
	13-3
	13-4
	13-5
	13-6

	Ах, ММ
	22
	9
	9
	10
	8
	12

	Ау, мм
	10
	8
	7
	6
	6
	5

	d, мм
	3
	2
	1
	2
	1
	0,5

	hх , мм
	11
	5
	3
	4
	3
	3

	hу , мм
	5
	4
	3
	3
	5
	2

	φ1, В
	27
	15
	23
	10
	22
	30

	φ2, В
	5
	0
	0
	5
	1
	5
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         Задание 14. Двухпроводная линия, размещенная  в прямоугольном экране, име​ет следующие размеры (см. рисунок): А и В - ширина и высота экрана; d - диа​метр проводников; hх - расстояние между проводниками; hу - высота проводников от​носительно нижней стенки экрана. Распре​деление статического электрического потенциала φ(х,у) в поперечном сече​нии структуры описывается уравнением Лапласа (см. задание 11).
         Рассчитайте распределение φ(х,у) при указанных в таблице исходных данных, где φ1 и φ2 – потенциалы первого и второго проводников. Электри​ческий потенциал экрана примите равным нулю.

	Параметр
	Вариант

	
	14-1
	14-2
	14-3
	14-4
	14-5
	14-6

	А, мм
	22
	19
	9
	15
	8
	12

	В, мм
	10
	8
	7
	6
	6
	5

	d, мм
	3
	2
	1
	2
	1
	1

	hх , мм
	8
	5
	3
	4
	3
	4

	hу , мм
	12
	8
	3
	8
	5
	5

	φ1, В
	27
	15
	-23
	10
	22
	30

	φ2, В 
	5
	-15
	12
	5
	-10
	5
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         Задание 15. Два печатных провод​ника располагаются на диэлектриче​ской плате, помещённой в металличе​ский экран (см. рисунок): W1 - ширина первого проводника; W2 - ширина второго проводника; t - их толщина; d1 и d2 - расстояния от левой стенки экрана до проводников; h - толщина платы; А и B - ширина и высота экрана. 

         Распределение статического электрического потенциала φ(x,y) в струк​туре описывается уравнением Лапласа (см. задание 11).
         Рассчитайте распределение φ(x,y)  при указанных в таблице данных: φ1 и φ2 - потенциалы первого и второго печатных проводников; ε1 - относи​тельная диэлектрическая проницаемость материала платы. Толщина провод​ников t = 0,1 мм. Потенциал экрана примите равным нулю.

	Параметр
	Вариант

	
	15-1
	15-2
	15-3
	15-4
	15-5
	15-6

	А, мм
	40
	45
	25
	35
	25
	30

	В, мм
	30
	30
	25
	20
	15
	20

	d1, мм
	11
	12
	6
	10
	9
	8

	W1, мм 
	2
	2
	2
	3
	2
	2

	d2, мм 
	17
	22
	12
	18
	16
	16

	W2, мм 
	2
	3
	3
	3
	2
	2

	h, мм
	2
	1
	2
	2
	1
	1

	φ1, В
	13
	5
	7
	2
	5
	6

	φ2, В
	21
	2
	3
	8
	7
	2

	ε1
	10
	5
	4
	10
	4
	7
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         Задание 16. Два печатных проводника располагаются на ди​электрической плате, помещённой в металлический экран (см. рисунок): W - ширина проводников; t - их толщина; d - расстояние от левой стенки экрана до проводников; h - толщина платы; A и B - ширина и высота металлического экрана, С - расстояние от нижней стенки экрана до подложки.

         Распределение статического электрического потенциала φ(x,y)  в дан​ной структуре описывается уравнением Лапласа (см. задание 11).
         Рассчитайте распределение φ(x,y)  при указанных в таблице исходных данных, где φ1 и φ2 - потенциалы верхнего и нижнего проводников; ε1 - относительная диэлектрическая проницаемость материала платы. Толщи​на проводников  t = 0,1 мм. Потенциал экрана примите равным нулю.

	Параметр
	Вариант

	
	16-1
	16-2
	16-3
	16-4
	16-5
	16-6

	А, мм
	40
	30
	25
	30
	44
	35

	В, мм
	24
	30
	20
	28
	34
	28

	C, мм
	15
	12
	10
	10
	20
	12

	h, мм 
	1
	2
	1
	2
	1
	0,5

	d, мм 
	16
	15
	10
	12
	26
	15

	W, мм 
	1
	2
	2
	1
	3
	1

	φ1, В
	3
	8
	2
	9
	2
	7

	φ2, В
	5
	3
	7
	5
	2
	4

	ε1
	4
	5
	5
	4
	4
	7


[image: image123.emf]         Задание 17. Металлическая микрополосковая линия располагается на ди​электрической подложке, нижняя сторо​на которой имеет металлизацию. Струк​тура характеризуется следующими пара​метрами: W - ширина печатного провод​ника; t - толщина печатного проводника; h - толщина подложки, ε1 - относительная диэлектрическая проницаемость материала подложки.
         Распределение статического электрического потенциала φ(x,y) в попе​речном сечении структуры описывается уравнением Лапласа (см. задание 11).
         Рассчитайте распределение φ(x,y) при указанных в таблице размерах  W, t, h и потенциале φ1 верхнего электрода относительно нижней металлиза​ции. При расчете полагайте, что микрополосковая линия располагается в заземленном экране (см. задание 16), расстояние до боковых и верхней стенок которого много больше поперечных размеров самой линии.

	Параметр
	Вариант

	
	17-1
	17-2
	17-3
	17-4
	17-5
	17-6

	W , мм
	1
	1
	1
	1,2
	0,5
	2

	t, мм
	0,2
	0,3
	0,2
	0,2
	0,1
	0,2

	h, мм
	2
	1
	1
	2
	1
	1

	φ1, В 
	13
	5
	7
	2
	5
	6

	ε1
	10
	5
	4
	10
	4
	7


[image: image124.emf]         Задание 18. Четырехэлектродная структура, представленная на рисунке, окружает некоторую область, заполнен​ную диэлектриком. Она характеризуется следующими основными параметрами: A и B  - ширина и высота структуры; a - ширина уступа в правом нижнем углу; b - высота этого выступа; φ1 - потенциал левого электрода; φ2 - потенциал верхнего электрода; φ3 - потенциал правого электрода; φ4 - потенциал нижнего электрода.
         Распределение электрического потенциала φ(х,у) в поперечном сечении структуры описывается уравнением Лапласа (см. задание 11).                                

         Рассчитайте распределение φ(х,у) при указанных в таблице исходных данных. Размеры зазоров между электродами полагайте пренебрежимо малыми.

	Параметр
	Вариант

	
	18-1
	18-2
	18-3
	18-4
	18-5
	18-6

	А, мм
	10
	40
	20
	20
	15
	15

	В, мм
	10
	20
	10
	20
	5
	20

	a, мм
	5
	5
	2
	3
	2
	5

	b, мм
	4
	10
	2
	4
	2
	8

	φ1, В 
	9
	9
	2
	11
	7
	9

	φ2, В
	12
	11
	5
	8
	11
	10

	φ3, В
	15
	15
	7
	9
	15
	15

	φ4, В 
	11
	10
	3
	12
	9
	12


         Задание 19. Проводящий слой планарного резистора (см. рисунок), имеет длину L и ширину W. На двух противоположных сторонах резистора распо​лагаются металлические контакты. Они выделены на рисунке черным 

[image: image125.emf] 

цветом. В средней части резистора на рас​стоянии d от левого контакта сделаны два круговых выреза радиусом R.
         Распределение статического элек​трического потенциала φ(х,у) в резистивном слое описывается уравнением 

[image: image99.emf]
где σ  - удельная электрическая проводи​мость         резистивного         материала,
φ - электрический потенциал, j - плот​ность тока.

         Рассчитайте распределение в резистивном слое потенциала φ(х,у), напряженности поля Е = -grad (φ) и плотности тока j при указанных в таблице исходных данных, где U — приложенное к резистору напряжение. На свободных от контактов сторонах используйте условие Неймана n·grad (φ) =0.

	Параметр
	Вариант

	
	19-1
	19-2
	19-3
	19-4
	19-5
	19-6

	L, мм
	15
	35
	30
	20
	30
	25

	W, мм
	15
	30
	20
	20
	18
	20

	D, мм
	7
	15
	15
	10
	10
	15

	R, мм
	3
	5
	5
	4
	2
	6

	σ, Ом·м
	2·106
	106
	106
	1,5·106
	2·106
	1,8·106

	U, В
	4
	5
	4
	2
	3
	5


         Задание 20. Проводящий слой планарного резистора (см. рисунок), имеет П- [image: image126.png]MITHOBPHAVKIT POCCIHIT
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образную форму. На двух противоположных сторонах резистора распола​гаются металлические контакты. Они выделены на рисунке черным цветом.
         Распределение статического электрического потенциала φ(х,у) в резистивном слое описывает​ся уравнением

[image: image100.emf]
где σ  - удельная электрическая проводи​мость         резистивного         материала,
φ - электрический потенциал, j - плот​ность тока.

         Рассчитайте распределение в резистивном слое потенциала φ(х,у), напряженности поля Е = -grad (φ) и плотности тока j при указанных в таблице исходных данных, где U — приложенное к резистору напряжение. На свободных от контактов сторонах используйте условие Неймана n·grad (φ) =0.

	Параметр
	Вариант

	
	20-1
	20-2
	20-3
	20-4
	20-5
	20-6

	L, мм 
	15
	20
	25
	30
	20
	35

	d, мм 
	7
	10
	10
	15
	10
	15

	Н, мм
	7
	15
	15
	10
	20
	30

	h, мм
	3
	5
	10
	5
	10
	15

	σ, Ом·м
	1,5·106
	2·106
	1,2·106
	106
	1,2·106
	2·106

	U, В
	5
	4
	3
	5
	4
	2
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